Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ABN8316 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/18/88 R/DT 07/18/88 CC STATmmE/Ll 
035/1: : ] a {RLIN)MIUG86-B47748 
035/2: : i a (CaOTULAS}160037492 
040: : | a RPB | c RPB | d MiU 
100:1 : I a Brückner, Max. 

245:10: | a Vielecke und vielflache. | b Theorie und geschichte, 
260: : | a Leipzig, ] b B. G. Teubner, | c 1900. 



300/1 
650/1 
650/2; 



: laviii, 227 p. |b 113 illus., 12plates. |c 28x24 cm. 
0: I a Polygons 
0: [aPolyhedra 
|cWFA |s9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: _ 



y Google 



y Google 



y Google 



VIELECKE UND YIELFLACHE. 

THEORIE UND GESCHICHTE 

VON 

De. MAX BRÜCKNER, 



MIT 7 LITHOGRAPHIERTEN USD 5 LICHTDEUCK-DOPPELTAFELN 
SOWIE VIELEN PIGÜEEN IM TEXT. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VEELAB VON B. G. TEUENEB. 
1900. 



y Google 



DES ÜBEBSETZUNGBSEOHTS, VORBEHALTEN. 



y Google 



Vorwort. 



Seit der Veröffentlichung von Chr, Wieners klassischer Schrift „Über Vielecke und Vielflache" 
(Leipzig 1864), die sich wesentlich mit den regelmässigen Polygonen und Polyedern höherer Art beschäftigt 
und deren Theorie im ganzen abschliesst, hat die Lehre von den durch Gerade und Ebenen begrenzten Ge- 
bilden bedeutende Portschritte aufzuweisen. Auf der einen Seite hat man das oft gestellte und doch bis zum 
heutigen Tage nicht gelöste Problem der Aufzählung der von einer bestimmten Anzahl Flächen begrenzten 
Vielflache wiederholt in Angriff genommen. Die Wissenschaft gelangte dabei zu vielen interessanten Einzel- 
ergebnissen, und in V. Eberhardts Morphologie wurde das Problem wenigstens zu einem vorläufigen Abschlüsse 
gebracht, wenn auch wohl kaum im Sinne der ursprünglichen Fragesteller. Andrerseits fallen in die Zeit 
nach der im Eingange erwähnten Schrift aUe jene Untersuchungen besonderer Vielecke und Vielflache, die 
als gleicheckige, gleiehkantige, gleicbfläehige u. s. w. bezeichnet werden, die die Geometrie, oder besser 
Topologie, mit einer grossen Anzahl neuer Gestalten bereichert haben. Selbst die Grundlagen der Vielecks- 
und Polyederlehre sind in jüngster Zeit nicht unwesentlich umgeändert und vereinfacht worden. — Wenn 
sich auch das Interesse der Mathematiker diesem Zweige ihrer Wissenschaft wie es scheint neuerdings in 
geringerem Grade zugewandt hat, als etwa den Lehren von den Kurven und Oberflächen, wie schon durch 
einen flüchtigen Einblick in Gino Lorias bekannte Schrift zu ersehen ist, so ist es doch nicht ganz ge- 
schwunden, und es darf deshalb vielleicht ein Buch, das sich die Aufgabe stellt, die Entwickelung der Lehre 
von den Vielecken und Vielflaehen bis auf die neueste Zeit zu verfolgen, immerhin erwarten, die Aufmerk- 
samkeit der Fachgenosseu zu finden. 

Auf Grund der Originalarbeiten versuche ich daher im folgenden die Theorie der Vielecke imd Viel- 
flache und die Hauptzüge ihrer geschichtlichen Entwickelung im Zusammenhange daraustellen, wobei ich 
namentlich Wert darauf lege, mit möglichster Anschaulichkeit in die wichtigsten Probleme einzuführen. 
Denn es kann nicht meine Absicht sein, denen, die sich in diesem Teile mathematischer Wissenschaft selbst 
bethätigen wollen, das Studium der Quellenarbeiten mit ihren strengen Beweisen völlig ersparen zu wollen. 
Doch hoffe ich auf einigen Dank des mathematischen Publikums rechnen zu dürfen, wenn ich den in vielen 
Zeitschi'iften, Programmen und Monographien zerstreuten Stofl^ hier, wie ich glaube, übersichtlich gruppiere, 
um dadurch erkennen zu lassen, wo sich Lücken befinden, die ihrer Ausfüllung noch harren. Unter anderem 
ist hier auf die gleicheckigen und die gleichflächigen Polyeder hinzuweisen, soweit sie zu beweghehen Ketzen 
gehören, deren vollständige Bestimmung ein noch ungelöstes Problem ist. Ferner wage ich nicht zu be- 
haupten, dass die DarsteUung des Eulerschen Satzes für emseitige Polyeder (Seite 54) schon erschöpfend 
und streng ist. Vielleicht sind in dem Seite 218 zitierten Programme des Herrn C. Reinhardt die Keime 
zu einer genauem Untersuchung dieser räumlichen Gebilde enthalten. 

Von dem Inhalte des Buches ergiebt sich dem Leser ein Überblick durch das Inhaltsverzeichnis in 
Verbindung mit dem Namen- und Sachregister. Von der Besprechung mehr als dreidimensionaler Gebilde 
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IV Vorwort. 

ist ein für allemal abgesehen worden. So interessant die Betrachtung der den Polyedera im vier- und 
mehrdimensionalen Baume entsprechenden Gebilde, der sog. Polytope, sein mag, überschreitet sie doch im 
allgemeinen die nur elementaren Ansprüche, die hier an die mathematischen Vorkenntnisse des Lesers gestellt 
werden sollen. Das Hauptsächlichste hierüber findet man überdies in meiner Schrift ,fDie Elemente der 
vierdimensionalen Geometrie" (Zwickau 1894). Es ist also selbstverständlich, dass in dem vorliegenden 
Buche durchweg die Grültigkeit des Parallelenaxioms vorausgesetzt ist. Ich habe nach möglichst ausgedehnter 
Veranschauliehung durch. Figuren gestrebt und jahrelange Mühe nicht gescheut, die besprochenen Polyeder- 
typen in Modellen darzustellen, die, von der Firma ßömmler & Jonas (Dresden) photographiert, hier in Licht- 
druck reproduziert vorliegen. Die in meinem Besitze befindliche Sammlung der Modeile selbst kann von 
Interessenten jederzeit besichtigt werden. Weiteres Über sie ist in Anm. 2 auf S. 183 berichtet. Sowohl 
die ebengenannte Firma wie die Verlagshandlung verdienen für das bereitwillige Eingehen auf meine Wünsche 
in Bezug auf die Wiedei^abe der Modelle und die nicht unbedeutende Kosten verursachende Herstellung der 
Tafeln meinen Dank. 

Indem ich bitte, die Berichtigungen am Ende des Buches vor dem Lesen zu beachten, bemerke ich 
noch, dass mir direkte Mitteilung etwa noch stehengebliebener Fehler in den Formeln nur erwünscht ist. 
Zum Schlüsse liegt mir noch ob, meinen Herren Kollegen verbindlichsten Dank auszusprechen für die 
Freundlichkeit, mit der sie mich beim Lesen der Kon-ektur unterstützt haben. 

Bautzen, im Februar 1900. 

Max Briickuer, 
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Ä. Allgemeine Theorie der Vielecke. 

I. Definitionen. Vollständiges Vieleck and Vielseit. Unter einem ToUständigen ebenen Vieleck odei- 
yoUständigen w-eck yersteht man n Pimkbe (Ecken) in einer Ebene, von denen keine drei in einer Geraden 
liegen, und die Gfesamtkeit der --^ — - Geraden (Seiten), welche sie durch ihre Verbindung bestimmen. — 
Unter einem Tollständigen ebenen Vielseit oder vollständigen n-seit versteht man n Gerade (Seiten) in einer 
Ebene, von denen keine drei dui'ch einen Punkt gehen, nnd die Gesamtheit der - ■■■ - -■■■ ■■■ Punkte (Ecken), 
welche sie durch ihre Durchschnitte bestimmen. Die mit den Seltenlinien nicht zusammenfallenden Strecken 
zwischen den Ecken des voRständigen w-seites heissen Diagoncäen. Die mit den Ecken nicht zusammen- 
fallenden Schnittpunkte der Seitenlinien des vollständigen n-eeks heissen Nebenecken. In zwei Seitenlinien 
eines vollständigen «-seits liegen 2« — 3 Ecken. Von der gemeinsamen Ecke aus können also -^ — - — (2« — 3) 

^ ^ ~ '^ ■ Diagonalen, mithin von allen — - Ecken, die zu je zwei auf einer Diagonale Hegen, 

11(11 — K*' — K»— ) Diagonalen gezogen werden. In einem vollständigen «-ecke gehen durch zwei Ecken 
2« — 3 Seitenlinien. Eine durch beide Ecken laufende Seitenlinie kann also mit den übrigi 
^=i ^ ' Seitenlinien Nebenecken bilden. Alle ~~ — - Seitenlinien ergeben demnach - 



Nebraieeken. 

Wählt man aus den —^ — - Strecken zwischen den n Ecken eines vollständigen m-ecks n Strecken 
derart, dass man von einer Ecke zur andern schreitend jede einmal durcblänft und nach Durchlaufen der 
n Strecken zum Ausgangspunkt zurückkehrt, so nennt man den zusammenhängenden Streckenzug ein (ein- 
faches) n-eck. Ein vollständiges n-eck enthält - — ^— ^ (einfache) K-ecke.^) Denn von etnei' ersten Ecke 
kann man auf einer von n — 1 Strecken zu irgend einer zweiten Ecke übergehen, und von dieser aus bleiben, 
da man nicht zur ersten Ecke zurückgehen will, n — 2 Wege oifen, um zu irgend einer dritten Ecke zu. 
gelangen; man kann somit auf (h — 1) (« — 2) Arten von der ersten zu einer dritten Ecke übergehen. 
Ebenso kann man von jeder dritten Ecke nach jeder der w — 3 noch unbenutzten Ecken gelangen, also im 
Ganzen von der ersten nach irgend einer viei-ten Ecke auf (« — 1) {_n — 2) (w — 3) Arten u. s. w. Ist man 
endhch zur «"" Ecke gekommen, so bleibt nur ein Weg offen, um das n-eck zu schliessen. Da nun 
dieselbe Figur entsteht, wenn man den Streckenaug in umgekehrter Ordnung vei-folgt, so ergeben sieh 



(„ _1)(„_B)(„_3). 



■ verschiedene n-ecke, wie behauptet war. 



1) Carnot, Gäom. de position. Deutseh von Schumacher, 1808, I, S. 309. Kruse, Elemente der Geometrie. 
., AM. Berlin 1875. J. H. T. Müller, Lehrbuch der Geometiie, 18i4, II. J, Abt., S. 66. Wolf, Die Lehre von den gerad- 
inigen Gtebilden in der Ebene, 1847, S. 8. 
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2 A. Allgemeine Theorie der Vielecke 

Da das einfache n-eck auch Ton n Geraden gebildet wird, ist es mit dem einfachen «-eeit identisch. 
Man gebraucht für dasselbe Gebilde nm- den Namen n-eck imd bezeichnet die n Strecken desselben als 
seine Kanten (nach dem Vorgange von Möbius). 

2. Über die Teilung der Ebene durch die Geraden des vollständigen w-seits. Die n Geraden des 
vollständigen w-seits, von denen keine drei durch denselben Punkt gehen, teilen die Ebene in — -^ — - -\- 1 
geschlossene Fignren [Felder], von denen — ^~= — ■ + 1 endlich sind, die übrigen w aber das Unendlichvi'eite 
enthalten. Znt^chat gilt der Satz für 1, 2, 3, 4 . . . Gerade. Eine Gerade teilt die projektiviscli gedachte 
Ebene (wo also die Gerade eine geschlossene Linie ist) nicht; 2 Gerade ergeben 2 unendliche Felder; 

3 Gerade ergeben 4 Felder, von denen eins endlich ist. Nun gut der Satz für m + 1 Gerade, wenn er für 
m Gerade gut. Denn die (m + 1)** Gerade wird durch die vorhergehenden m Geraden in m Segmente 
geteilt, und jedes derselben teilt ein Feld des vorhergehenden Systemes in zwei. Es treten also m neue 

Felder auf. Es ist aber ■■■ -\-l-\- m = - — ~— - — |- 1, womit der Satz bewiesen iat.^) Durch jede 

neue Gerade wird eines der unendlichen Felder in zwei geteilt, also giebt es bei n Geraden n unendliche 
Felder. Ist unter den Feldern ein w-eck, so sind die übrigen n Dreiecke und - — - — -' Vierecke.^) 

Bezeichnet man die Zahl der vorkommenden A- kantigen Figuren mit Xi,, so gut zunächst: 
*3 + ^4 + ■^15 "i" ■ ■ ■ "H ^« = • Q — + 1 ■ N'un schneiden sich die n Geraden in -—^ — - Punkten, von 
denen auf jeder Geraden n — 1 liegen. Dieselben teilen die Gerade in n — 1 Kanten, so dass in Summa 
w(« — 1) Kanten vorhanden sind. Da die Zahl der Kanten der Xh A-kantigen Figuren h ■ Xh ist, so gut: 
3aTg -^ 4x^-j- ■ • - -\- nxn = 2n[n — 1), da jede Kaute als solche benachbarter Felder dabei doppelt gezählt 
wurde. Subtrahiert man diese Gleichung von dem vierfachen der vorhergehenden, so kommt: 

^a — ^s — ^^e — ^^i — . . . — (m — 4)a:„ = 4. 
Die linke Seite dieser Gleichung hat also für beliebiges n den invarianten Wert 4 und ist unabhär^g von 
der Anzahl der vorkommenden Vierecke. Sie ist für die Ebene das Analogon einer später für die Theorie 
der Vielflache bedeutsamen Gleichung.^) 

3. Dei' Perimeter des Vielecks. Umfangs-, Innen- und Aussenwinkel. Begriff von konvex. Unter 
einem Vieleck (Polygon) soll also (ohne Rücksicht auf das vollständige Vieleck) ein System Strecken (Kanten) 
verstanden werden, die dergestalt mit einander verbunden sind, dass jeder der beiden Grenzpunkte (Ecken) 
einer Strecke mit einem Grenzpunkt einer und nur einer der übrigen Strecken zusammenfällt. Ein Vieleck 
hat also mindestens drei Kanten und jedenfalls ebensoviel Ecken wie Kanten. Sehneidet der Umfang (Peri- 
meter) sich selbst, so heisst der Punkt, durch welchen zwei — nicht benachbarte — Kanten gehen, ein 
Doppelpunkt des Vielecks, ein Punkt, durch welchen n Kanten gehen, ein n-facher Punkt. Ein w-facher 
Punkt ist gleichwertig mit —5 — — Doppelpunkten. Umschreitet man von irgend einer Ecke aus den Umfang 
des Vielecks in einem fest gewählten Sinne, so legt man für jede Kante dadtu-ch eine bestimmte Richtung 
fest, die man positiv nennen möge, Der entgegengesetzte Umlaufssinn des Perimeters ist dann als negativ 
zu bezeichnen. Bei diesem Umschreiten des Perimeters wird man zwei Seiten (Ufer) desselben, eine linke 
und rechte, zu unterscheiden haben, von denen man eine, z. B. die linke, durch Schraffierimg hervorheben 



1) V. Staudt, Geom, der Lage, 8. 98. Weiui Andere, z. B, Kruse (Elem. d. Geom.), bei n Geraden !^ii'-J- 1 

Felder der Ebene erhalten, unter denen natürlich dieselbe Anzahl wie oben endlich iat, ao setzen sie hereits hei einer 
Geraden die Zweiteilung der Ebene voraus. 

2) V. Staudt, Geom. der Lage, S. 99. 

3) Eberhard, Zur Morphologie der Polyeder, 1891, S. 231. Eberhard, Die Grundgebilde der ebenen Geometrie 
1895, S. 45. Hier ist auch der Fall berflckaichtigt, dass mehrere Gerade durch denselben Punkt gehen. 
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2. t]ber d. Teilung d. Ebene durch d. Geraden d. Tollet, »-seits. 3. Der Perimeter d. Vielecks. 4. Die Art a eines Vielecks. 3 

kann (Figur 1). Wechselt man den TJmlaufasiiin des Perimeters, so Tertauschfc man gleichzeitig die beiden 
Ilfor. Auch der Drehainn aller vorkommenden Winkel sei ein bestimmter; es mögen alle entgegmgeseM dem 
ührmgersmn beschriebenen Winkel als positiv gelten, die umgekehrt beschriebenen als negatir. Kür die an 
den Ecken des Vielecks vorkommenden Winkel sei mm das folgende festgesetzt. Der Winkel, um welchen 
eine Kante im positiven Sinne gedreht werden muss, um in die positive 
Lage der nächst Kante zu kommen, heisse Umfangswinkd.^) Diese 
Winkel sind also aämtÜch positiv und liegen zwischen und 2jc. 
Dreht man den Umlaufssinn des Vielecks um (aber nicht den der 
Winkel), so wird jeder neue Umfangswinkel die Ergänzung des 
vorigen an derselben Ecke zu '2%. Der WmJ^l, um welchen eine 
Kante im posHivem Sinne gedreht werden muss, um mdt der mgaüsen 
'Bichttmg der vorhergehenden Kanie mtsammemufaUm, heisse Imtenwinkel. 
Die Innenwinkel liegen bei einer festgesetzten Umlanf sricbtu n g des 
Perimeters alle auf einer und derselben Seite (Ufer) desselben, und 
ihre Grösse liegt zwischen und 2it. In Figur 1 sind die durch 
stärkere Bogen bezeichneten Winkel die Umfangswinkel, die andern 
die Innenwinkel. Die positive Umlaufsriehtung des Perimeters ist p. ^ 

durch die Reihenfolge der Ifantcn 1, 2, 3, . . . gegeben. Ein Innen- 
winkel an einer Ecke des Vielecks er^nzt den daselbst befindlichen Umfangswinkel zu 5i oder Bit, je 
nachdem er kleiner oder grösser als % ist, d. h. Innenwinkel und dazu gehöriger Umfangswinkel sind 
zugleich kleiner oder grösser als rc oder zugleich einspringend oder ausspringend (überstumpf). Ein Vieleck, 
welches keine überstmnpfen Irmemvimlid enthält, heisse hmvex. Die Winkel, welche die Innenwinkel zu 2jt 
ergänzen, heissen die Aussenwinkel des Vielecks. Wechselt man unter Beibehaltung 
des positiven Drehsinnes der Winkel die Umlaufsriehtung des Perimeters, so ver- 
tauscht man die Innenwinkel mit den Aussen winkeln. 

4. Die Art a eines Vieleckes. Zieht man in demselben Sinne (in der- 
selben Richtung), in welchem beim Umlaufen des Perimeters eines Vielecks dessen 
Kanten erscheinen, von einem festen Punkte der Ebene aus Paralleletrahlen zu 
den Kanten (Fig. 2), so bilden zwei auf einander folgende Parallelen gemäss dem 
festgesetzten Drehungasinn den richtigen Umfangswinkel der beiden Kanten des 
Vielecks, welchem sie entsprechen. Ans dieser sogen, zweiten Figw ergiebt sich, 
dass die Summe XJ allei' Umfangswinkel des Polygons, da man nach Addition 
aller Umfangswinkel schliesslich in die Lage des ersten Strahles zurückkehren 
muss, ein Vielfaches von 2x sein muss. Setzt man U= 2art, so nennt man a, 
d. h. die Zahl der ganzen Umdrehungen um den Pun!st der zweiten Figw, die 
Art des Yidecks. Es ist also a nicht kleiner als 1, aber es kann auch nicht grösser 




- 1 sein, 



I) In tibereinstimmong mit den Elementen bezeichnen Andere diesen Winkel ala Amsenviinkel , z. B. ßauaen- 
berger, Die Blementargeometrie des Punktes, der Geraden und der Ebene, Leipzig 1S87, S. 64, Ebenso Steinhäuser, 
Über die Ermittelung der Winkelsumme ebener Polygone, Grunerta Archiv, 62. Bd., 1871, S. 294. — R. Wolf, Die Lehre von 
den geradlinigen Gebilden in der Ebene, 2. Aufl., 18i7, S. 9, und im Handbnch der Mathematik, Physik und GEeodäsie, 1869, 
Bd. I, S. 118, nennt ihn Drehwinkel. Kruse, Blem. cf. Geom., spricM von Sehwenkvvigen, Keinen, Über die Summe der 
Winkel im Vieleck, Grün. Aroh., 29. Bd., 1857, S. 474, nennt ihn Wendeivii'kel. Unferdinger, Die allgemeine Formel für 
die Summe der Winkel eines Polygons, Wiener Berickte 57. Bd., 2. Abt., 1868, 8. 627, nennt Aussenwinkel denjenigen, 
„welcher gebildet wird Ton einer Polyg-oneeite und der Verlängerung der vorhergehenden". Er hat dann positive und negative 
Aussenwinkel zu unterscheiden, welche, absolut genommen, stets kleiner als jr sind. Auf diese, von Wiener, Über Vielecke 
und Vielflache, Leipzig 1864, herrührende Bezeichnung kommen wir bei der ausführlichen Besprechung von Wieners Theorie 
der Vielecke zurück. Die obigen Eestaetaungen des Textes finden sich bei Hess, Über gleicheckige und gleichkantige 
Polygone; Schriften der Gesellschaft z. Beförderung d. ges. Naturwissenschaften zu Marburg, Kassel 1874 (weiterhin kurz ak 
Hess I citiei-t) und decken sich z. T, mit denen von Möbius. 
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4 A. Aligemeine Theorie dev Vielecke. 

weil kein Umfangswinkel den Wert 2 st erreicht. Iq dem Beispiele, das Figur 1 und Figur 2 zeigt, 
ist t[ = 3 . 

Nun wird, wenn man den Sinn des Vielecks umkehrt, ohne den Drehungssinn der Winkel zu ändern, 
jeder neue Umfangswinkel die Er^inzung des vorigen zu 2n. Bezeichnet man die nunmehr bestehende Art 
des Vielecks mit a', so ist 2a'% -f- 2a« ^ n ■ 2« d. h. a'^ n — a. Man kann demnach den Umlaufssinn 
des Vielecks immer so wählen, dass die Umfangswinkeisumme und damit die Artzahl a den kleinern Ton 
beiden möglichen Werten erhält. Dann liegt die Artzahl a für ein w-eck zwischen den Grenzen (diese ein- 
geschlossen) 1 und Y bez. 1 und — ^--, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Der direkten Bestimmung 
der Zahl a füi' die Art eines Vielecks mittels der Summe der Umfangswinkel durch Betrachtung der zweiten 
Figur sei nun noch eine zweite Be Stimmung sart hinzugefügt, welche sich durch Berücksichtigung der Innen- 
winkelsumme ergiebt. 

5. Die Innenwinkelsumiue des Vielecks. Zweite Bestimiming der Zahl a. Bezeichnet man die 
Summe der Innenwinkel des Vielecks mit J, so gilt, da der Innenwinkel und Umfangswinkel einer Ecke sich 
zu 3ji oder ji ergänzen, je nachdem beide ausspringend oder einspringend sind, wenn Ä die Anzahl der aus- 
springenden Innenwinkel ist, J + Z7 = ^ ■ 3n; + (n — h)x = (n-\- 2Ä) w, also da Z7 = 2are ist: 

J=[n-\-%{k — a)\n, 
d. h.; Die Innen winkelsummi- hingt ausser von der Zahl der Kanten n des Vielecks von der Ärtaahl a und 
der Anzahl h dei nhei stumpfen Innenwinkel ab. Behält man nun den Drehsinn der Winkel bei, ändert aber 
die Umlaufsrichtung des ganzen Polygons, so tritt an Stehe Ton J die Summe J' der Aussenwinkel. Die 
Zahl der aus spring enden derselben ist n — h, die der einspringenden gleich l: Da jetzt die Summe der 
Umfangswinkel fj =2a3r = 2(M — ajn ist, so ergiebt sich aus J'-^U'^in — Ä;)3jr + Ä;7i; für J' der Wert 

J'=[K + 2(a — Ä)]jr, 
so dass in der That J -\- J'=^2n% ist. Die Vergleiehung der Werte von J und J' zeigt: Ihvrck Ver- 
tamchmg der Werie von a un4 h in dem Ausdnick fwr die Winkelsumme eines n-ecks m-hält mcm die 
Winkelsmnme der cmdem Seite desselben Gebildes. 

Da weder J noch J' NuU sein kann, ergiebt sieh für ein gerades n == 2m für J"= 2ji [m -j- A — «] 

der MinimahDert 2a, wenn m-\-h — «=1, d. h. wenn a^li = — 1 ist. Für ein ungerades M==2m + 1 

erhält man für J den Minimalwert % für 2 (m -)- ft — a) -j- 1 = Ij d. h. wenn a — ft = — ^^^ ist. Setzt 
man J=qa, wo q eine positive ganze Zahl ist, so berechnet man aus dem 
^"^ oben geschriebenen Werte von J für a den Wert r 




d. h. es lässt sich für ein n-eck die Artzahl a ohne Berücksichtigung der Summe 

der Umfangswinkel durch w, k und q ausdrücken, wenn die Summe J= q% 

der Innenwinkel auf andrem Wege bereits bestimmt ist. Dies geschieht wieder 

durch Betrachtung einer zweiten Figur. Man ziehe von einem Punkte der 

Ebene aus abwechselnd Parallelstrahlen zu den positiven und negativen Richtungen 

der Kanten des Vielecks, während die Winkel in der der früheren entgegen- 

Fis-. 3. gesetzten Richtung durchlaufen werden.^) Ist n gerade, so ist der Winkel des 

letzten Strahles mit dem ersten Strahle, ist n ungerade aber der Winkel des 

letzten Strahles mit der Rüchverlängerung des ersten Strahles der letzte Winkel. Figur 3 zeigt diese zu 

Figur 1 gehörige zweite Figur. Während in Figur 1 z. B. der Winkel an der Ecke B als der zwischen 

1) Vgl. J. H. T. Maller, Lehrbuch d. Oeona., 1844, H 1, 8. 84. Baltzer, Die Elemente der Mathematik, 
6. Aufl., 1883, S. 16, 
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5 Die Innenwinkelsumme des Tieleeks. Zweite Bestimmg-, ä. Zahl a. 6, Die Einteilg, d. Vielecte nach den Werten von S u. ß, 5 

den Kanten -|- 2 und — 1 erscheint, ist er in Figur 3 als Winkel zwiscli«i + 1 und — 2 zu reelinen u. s. w. 
Hier ist also J=Ö7t, d. h. 2 = 5 und da Ä = 3, w = 5 ist, so findet man mittels der obigen Formel 
ebenfalls a = 5. 

6. Die Einteilnug der Vielecke nach den Werten Ton ft nnd a. Um die möglichen Gestalten des 
w-ecks für ein bestimmtes n übersehen zu können, ordne man sie nach den Werten, welche für die Grössen 
k und a zulässig sind. Ist n eine gerade Zahl, so kann k die Werte 0, 1, 2, ... — haheUj d. h. -^ -|- 1 Ter- 
schiedene Werte. Ist n ungerade, so existieren für k die ■ 7 ^ - möghchen Werte 0, 1, 2, . . . — - — Nimmt 
man nämlich in beiden Fällen grössere Werte für h, so vertauacht man nur die Innenwinkel mit den Aussen- 
■winbeln. Die Vielecke, für welche /c == ist, sind konvex, aUe Übrigen nicht. Um nun entscheiden zu 
können, welche Werte von a bei einer bestimmten Anzahl k der ausspringenden Winkel zulässig sind, 
erwäge man, dass die Innenwinkelaumme [j* + 2 (fe — «)] x sieher grösser ist, als die Summe der k darin 
vorkommenden aus springen den Winkel, also um so mehr grösser als kft, woraus a < — g— - folgt. Weil 
femer jeder der k ausspringenden Winkel kleiner als 23t, jeder der einspringenden kleiner als jr ist, so bat 
man sicher (n -\- k) }i -\- k 27t > [n -}- 2 (?c — «)] ra d. h. « > y ■ Aus den beiden Grenzwerten für a folgt: 

Die Anzahl aller Werte von a, welche für jeden bestimmten Wert von k möghch sind, ist < — ^ — — , 

d. h. <-ö"' Si^ beträgt somit für ein gerades n höchstens -r 1, für ein ungerades n höchstens — ^— - 

Ist nun n gerade, so kann jeder der — -j- 1 Werte von k mit jedem der dazu möglichen — 1 

Werte von a kombiniert werden, d.h. es giebt füi' ein bestimmtes gerades n (y + 1) ("ö" — ^)'^^~~ä — " 
in k und a verschiedene Vielecke. (Es giebt hiemach 3 Vierecke, 8 Sechsecke, 15 Achtecke u. s. w.) 

Ist ra ungerade, so kann jeder der ~—^ Werte von k mit jedem der dazu möglichen — - — Werte 
von a verbunden werden, ausgenommen für k = l; hier ist die Zahl der möglichen Werte von a um 1 
kleiner, denn die Verbindung von et = 1 mit /e = 1 ist unmöglich, da ein Vieleck erster Art konvex sein 
muss. Für longerades » existieren somit ^ "^ ■ ^—^ — 1 = ^^-- — in a und k verschiedene Vielecke 
(1 Dreieck, 5 Fünfecke, 11 Siebenecke u. s. w.). Damit ist freilich noch nicht ausgesprochen, dass nicht für 
dasselbe h mid a das w-eek verschiedene Formen anzunehmen fähig wäre; in der That zeigt die nähere 
Betrachtung der Sechsecke bereits, dass dieselben Werte von k und a ganz von einander verschiedenen 
Gestalten zugehören können. In erster Linie ist die Anzahl & der vorkommenden Doppelpunkte für das 
Aussehen der verschiedenen Formen charakteristisch. Als gewöhnliclie Vielecke seien diejenigen bezeichnet, 
deren Perimeter sich selbst nicht achneidet. Sie gehören sämtlich zu denjenigen, für welche a ~ ft = 1 ist. 
Diejenigen w-ecke, für welche a — Ä> 1 ist, besitzen stets mindestens einen Doppelpunkt; lassen sieh aber 
immer so darstellen, dass — um eine Betrachtung einer späteren Nummer vorwegzunehmen ^ ihre Flächen- 
zeUen sämtlich positiv sind. Ist dabei /; = 0, d. h. das Vieleck konvex, so wird es bei der Masimalzahl 
der Doppelpunkte seines Aussehens wegen ein Stemmeleck genannt. Ist aber a — h = 0, so lässt sich das 
w-eck nicht ohne mindestens eine negative FlächenzeUe darstellen, man nennt es i&>erschlagen und bezeichnet 
alle nicht gewöhnlichen Vielecke nach Möbius als aussergewoknliche. Zur Erläuterung der vorangehenden 
allgemeinen Betrachtungen diene die folgende Zusammenstellung der Vielecke bis n = 6. 

7. Die Formen des Vier-, Fünf- nnd Sechsecks. Diskontinnierliehe Vielecke. Drei Gerade köimen 
nur ein Dreieck bilden, da von solchen Figuren, welche das Unendlichweite enthalten, hier zunächst abgesehen 
wird. Es ist fttr das Dreieck i = 0, J=n. Die möglichen Formen des Vielecks für « ^ 4, 5, 6 finden 
sich auf Tafel I gezeichnet vor. Die positiv genommene Seite des Perimeters ist sehraffiei-t und die über- 
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stumpfen Innenwüikel sind durch Bogen kenntlich gemacht. In dem zur kurzen Bezeichnung gebrauchten 
Symbol, für ein Sechseck z. B. VI^^s, bedeutet der erste Index den Wort von k, der zweite den Wert der 
Art a. Die eingeschriebenen, auf die Fläehenaellen des Vielecks bezüglichen positiven und negativen Zahlen 
kommen erst in der folgenden Nummer zur Beachtung. Für das Viereck sind die drei gezeichneten Formen 
möglieh; das konvexe Viereck, das nicht konvexe Viereck zweiter Art mit einem überatumpfen Winkel und 
das übersehlagene Viereck mit zwei solchen und einem Doppelpunkt. 

Zur Bestimmung der Fünfecke sind nach der allgemeinen Ableitung die Werte h = 0, 1, 2 mit je 
zwei Werten von a zu verbinden, und es ist nur A = 1, « =^ 1 auszuscUiesaen. Dies gieht die möglichen 
Fälle: /c = 0, a = 1, 2; ]c~l, a = 2; Ä = 2, ß = 2, 3. Unter den Symbolen Vo,i bis V^,« der Figuren 
auf Tafel I ist die jeweilige Winkelsumme J bemerkt, und die für die einzelnen Varietäten charakteristische 
Zahl S" der Doppelpunkte ist hinzugefügt, wobei für jede Klasse (d. h. Fünfecke desselben k und a) die 
Varietäten mit dem Minimum der Zahl der Doppelpimkte beginnend aufgeführt sind. Man ersieht leicht 
beim ersten Anblick der Figuren, wie die meisten Varietäten derselben Klasse aus derjenigen mit der 
Maximalzahl der Doppelpunkte durch blosse Variation einer bez. mehrerer Ecken, d, h. Fortbewegung der- 
selben in der Ebene unter Erhaltung der Zahl k der überstumpfen Winkel, erzeugt werden können. An den 
Figuren Fo,a lässt sich dies leicht verfolgen. Andrerseits existieren Vai'ietäteu, z. B. flir Vu^i, welche eine 
solche Umfonnung nicht zulassen. 

Was die Sechsecke anbetrifft, so sind die Werte 7c ^ 0, 1, 2, 3 mit je zwei Werten von a zu kombi- 
nieren. Dies giebt die acht Sechsecke ft = 0, ö = 1, 2; ft = 1, a = 2, 3; ft = 2, « =^ 2, 3; k^d, d = 3, 4. 
S. die Figuren VIo,i bis VIs,4, auf Tafel I. Für das letzte Sechseck F/g,* erhält man, wenn man die beiden 
Perimeters eiten vertauscht, wiederum k^dj dagegen « = 2; es ist aber dann die ganze ringsgeschlossene 
Sechaecksääche, da ihre Aussenseite au schraffieren ist, negativ zu setzen. [Vgl, die folgende Nummer.] 

Auch beim Sechseck tritt der Fall ein, dass zu denselben Werten von k und a von einander ver- 
schiedene Varietäten gehören, weiche nicht, lediglich durch die Anzahl ihrer Doppelpunkte unterschieden, sich 
durch Variation einer oder mehi'erer Ecken aus einander ableiten lassen. Die Möglichkeit solcher Ableitung 
kann man an den Formen von F7i,s, F/a^j und VJs^a verfolgen, dagegen sind die Varietäten von FJa'^g bez. 
VIs,s verschieden von VI^.s bez. VIs,a durch die Aufeinanderfolge der überstumpfen Innenwinkel,^) Beim 
Sechseck kann auch zum ersten Male ein mehrfacher Punkt auftreten, wenn nämlich die drei Doppelpunkte 
der Varietät F/i),a zusammenfallen. Nach der anfangs festgesetzten Definition des Begriffes Vieleck kann 
man von jedem Punkte des Perimeters zu jedem anderen desselben gelangen, indem man auf dem Perimeter 
fortgehend in jeder Ecke von der vorhergehenden Kaute auf die folgende übertritt. Es sind stillschweigend 
die Polygone als hontitmierUch vorausgesetzt. Ist aber n^6, so ist es möglich, dass man von einer Ecke 
aus nach dem Durchsctreiten von weniger als n Xanten bereits zum Ausgangspunkt zurückkehrt, und dass 
man, von einer neuen, dem bisherigen Kantenzuge nicht angehörenden Ecke ausgehend, einen, bez. mehrere 
weitere Kautenzüge beschreiben kann. Keiner der n Punkte soll dabei zugleich verschiedenen Kantenzügen 
als Ecke angehören. Das Vieleck heiast dann diskorMmiiedich imd ist ein Aggregat von zwei oder melu- Viel- 
ecken geringerer Kantenzahl. In diesem Sinne ist z. B, die aus zwei Dreiecken bestehende Figur VIq^^ auf 
Tafel I als Sechseck zweiter Art ohne ausspriugende Winkel zu betrachten. Viele der späteren Betrachtungen 
gelten auch für diskontinuierliche Vielecke, doch nehmen diese in B^ÄUg auf manche Eigenschaften eine 
Sonderstellung ein. Im allgemeinen werden im folgenden kontinuierliche Figuren vorausgesetzt. 

8. Der Flächeninhalt der Vielecke. Es darf als bekannt angenommen werden, was man unter dem 
Flächeninhalt eines ringsum geschlossenen, sich selbst nicht schneidenden, gewöhnlichen Polygones (für welches 
also a — ft ^ 1 ist) versteht. Ein den Perimeter durchlaufender Punkt möge hier die mnere, schraffierte, 
als posiUv bezeichnete Seite immer m,r Linlcm haben. Der ringsumschlossenen Fläche wird dadurch ein 

1) Bereits fur ii = 7 wird die Zähl dei möglichen Formen eine so reiche, dass wir von deren weiterer Darstellung 
ahsehen. Die 5- und 6-ecke finden sith bereits, bei Wolf, Die Lehre von den geradl, Gebilden. 1847, S. IS, doch ist für 
jeclea Wertepaar k, a nur eine Varietät geaeicimefc 
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bestimmter Sinn (entgegengesetzt dem UlirBei gersinn) beigelegt, welcher bereits durch eine Kante vollständig 
■bestimmt ist. Wird die Fläche im mtgegengesetsten Sinn umlaufen, so ist ihr folgerichtig das negative 
Zeichen zu verleihen. Die Unterscheidung von innerer und äusserer Seite dea Perimeters wird aber unter 
Umständen für ausser gewöhnliche Violecke hinfällig. Um auch in diesem Falle von 
einem Inhalte dea Vielecks sprechen zu können, sei die allgemeine Gültigkeit eines 
für gewöhnliche Polygone geltenden Satzes für alle Vielecke gezeigt. 

Ist ABC der im Sinne der Buchstabenfolge durchlaufene Perimeter eines 
Dreiecks (Flg. 4) und ein beliebiger Punkt seiner Ebene, so ist der Flächen- 
inhalt dieses Dreiecks, wenn innerhalb dea Perimeters liegt, gleich der Summe 
OAS-\- OBC -\- OGÄ. Derselbe Inhalt ergiebt sich aber, wenn ff ein ausserhalb 
des Dreiecks liegender Punkt ist, in 0' AB -\- (yBC-{- O'OA-^ denn hier ist das 

Dreieck 0' CA, da es im entgegengesetzten Sinn durchlaufen wird (sein Inneres Hegt zur Hechten des im 
Perimeter wandelnden Punktes), als negativ in Rechnung zu bringen. Dieselbe Betrachtung lässt sich natür- 
lich statt für das Dreieck ABC für ein beliebiges gewöhnliches «-eck anstellen, und es ist also der Ausdruck 
für den Flächeninhalt unabhängig von der L^e des Punktes 0. Es gilt nun der Satz ganz allgemein: Ist 
ABCD...N der Perimeter eines helieUgen geschlossenen Polygons, so ist für jeden Funld seiner Ebene die 

Stmime der Dreiecke 

S = OAB + OBC + OCI) -\ h OS^ 

unabhängig von der Lage von 0. Beweis (au einem Fünfeck Fig. 5 geführt): Sei 0' ein beliebiger zweiter 
Punkt der Ebene, so gilt für das Dreieck O'AB, für welches ein äusserer Punkt ist, nach den vorigen 
Betrachtungen 



Ebenso ist: 



O'AB = 00' A + OAB + OBO'. 




0'BG= 0'B-\- OBC -\- OCO', 

0'CB=00'C -{'OGB+OBO' u. a. w. 
Für die Summe aller links stehenden Dreiecke findet sich somit: 

O'AB -f- O'BC + O'GB + O'ÖE -f O'EA = ^, 
da in der Summe der rechten Seiten der Gleichungen je zwei Glieder (z. B. 
GBO' imd OO'B), weil sie in entgegengesetztem Sinne umlaufene Dreiecke 
darstellen, sieh aufheben. Man bezeichnet £ nach Analogie des gewöhn- _ 

liehen Vielecks als Inhalt des Bolygones. Bei Betrachtung der Figur ergiebt 

sich nun leicht, dass in 2?= OAB -{- OBC -\- ■ ■ ■ diejenigen Dreiecke positiv zu rechnen sind, bei denen 
die eine dem Perimeter des Polygons angehörende Kante dem Punkte die positive (schraffierte) Seite 
zuwendet, die andere aber negativ. Man wird daher sagen: Burchlävft ein Pimkt P den Pmmeter des 
Polygons, so überstreicht der radiusvedor OP sämtliche Breiecke, welche den Inhalt S susamfmnset^en, und 
zwwr sind diese positiv oder negativ m nehmen, je nachdem bei dem einzelnen Breiecke die schraffierte oder 
nicht schraffierte Seite des Perimeters dem Pun&te sugewcmdi ist. Der Wert S, d. h. die algebraische 
Summe der Dreiecke, setzt sich dann aus den Werten der einzelnen Zellen, in welche die Ebene durch das 
Polygon zerschnitten ist, imd deren einzehie Perimeter sieh nicht mehr schneiden, zusammen, z. B. ist in 
Figur 5 27== ABCK -\- KDE, worin KDE negativ ist. Es handelt sieh nun darum, ohne Rücksiehtnahme 
auf den Punkt 0, die Vorzeichen der einzelnen Zellen und ihre Koeffizienten zu bestimmen. 

Man spricht von Koeffizienten, da ja eine bestimmte Zelle, während der Punkt P den Perimeter 
durchläuft, durch den radiuavector OP im allgemeinen mehreremale, c-mal im positiven, c'-mal im negativen 
Sinne überstrichen werden kann, und somit in S die einfache Fläche dieser Zelle (c — c'-mal zu rechnen ist. 
Zwei (unendlich kleine) Fläehenelemente & und ra' derselherk Zelle haben in 2? dasselbe Vorzeichen und den- 
selben Koeffizienten. Sind dagegen la und <o" zwei Flächenelemente benadAoHer Zellen, zwischen denen die 
Kante AB des Perimeters hindurchgeht, liegt dabei a" auf der schraffierten Seite von AB und in der 
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Verlängerung von cara", so kann der radiusveetor OP nicht o überstreichen, ohne zugleich w" zu über- 
streichen; dagegen wird m" einmal aUein ohne a überstrichen, während F das Stück AS des Perimeters 
zurücklegt. Daher ist in S der Koeffizient der Zelle, welche o" enthält (auf der schraffierten Seite Ton AB), 
um 1 grosser als der Koeffizient der Zelle, welche m enthält, auf der andern Seite von AB. Daraus ergiebt 
sieh folgende einfache Begel zur Bestimmung der Koeffizienten der einzelnen Zelten des Vieleeka, dessen 
Perimeter schraffiert vorliegt: Indem man cms der unmdliehen Aussenebene, der der Koefßmni INuU mkommt, 
nach tmd nach in die emzä/nm Zdlen des Vielecks einIriU, bildet mtm a/us dem Koeffmenten der verlassenen 
ZeUe den der betretenen Zelle dwrch Addition oder Sitbfy'oMon von 1, je nachdem man den Ferimeter von der 
nichtschraffierten sm- schraffierten Seite oder entgegengesetst überschritten hatte. Der Ausdruck für den Inhalt 
eines Polygones ist somit U = Ci(pi -\- (^qOj -}-■■■ worin c„ Cj positive oder negative ganze Zahlen bedeuten 
und 95; der absolute Wert des Flächeninhaltes eiuer Einzelzelle ist. Als Beispiele betrachte man die auf 
Tafel I dargestellten Vielecke. Jeder Zelle ist der zugehörige Koeffizient eingeschrieben. Man sieht leicht 
noch die Richtigkeit folgender Bemerkungen ein: Eine Zelle, deren Koeffizient c ist, wird von Zellen um- 
gehen, deren jede den Koeffizienten c + 1 hat, also eine Zelle mit dem Koeffizienten 2 von Zellen mit dem 
Koeffizienten 1 bez. 3. Zellen mit den Koeffizienten c -}- 1 und c — 1 können nie in einer Kante, sondern nur 
in einem Doppelpunkte an einander gi-enzen. Der Inhalt eines Polygones ist Null, wenn die Gesamtflächen der 
positiven und die der negativen Zellen absolut genommen gleich sind. Dieser Fall kann z. B. bei IVa^^ und 
der Varietät von VI^^s mit sieben Doppelpunkten eintreten, wenn immer je zwei kongraente Zellen auftreten, 
die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Auf weitere Methoden der Bestimmung des Inhaltes der 
Vielecke werden wir im folgenden noch historisch hinzuweisen haben; hier sei nur einer andern Auffassung 
des Flächeniahaltes eines Polygones, welches als Begrenzung eines Körpers auftritt, gedacht. Die Ebene, 
welcher das Vieleck angehört, hat in Bezug auf den Raum zwei entgegengesetzte Seiten, ebenso wie die 
Gerade in Bezug auf die Ebene zwei verschiedene Ufer hatte. Bann gehören die Zellen mit mtgegmgesetgten 
Vorseichen verschiedenen Seiten der Ebene an, diejenigen mit dem Koeffizienten Null siud gewissermassen aus 
der Ebene herauszuschneiden, sie gehören ebensowenig wie die ausserhalb des Perimeters liegende unendliche 
Ebene dem Inhalte des Vielecks an. Will man also zum Unterschied von den nicht zur Fläche gehörigen 
Teilen der Ebene die zu ihr gehörigen Zellen etwa mit Farbe überstreichen, so sind die oberen, dem Beschauer 
zugewendeten Seiten der mit posiUven Koeffizienten versehenen Zellen und die imteren, dem Beschauer direkt 
nicht sjehtharen Seiten der mit negativen Koeffizienten bezeichneten Zellen gleichmässig zu färben, und zwar 
giebt der absolute Betrag der Koeffizienten zugleich die Intensität der den betreffenden Zellen zu gebenden 
Färbung an.^) 

9, Andere Bestimiiißiig von a für konvexe Vielecke. Fällt man von einem bebebigen Punkte 
der Ebene, welcher innerhalb eines konvexen Vielecks liegt, auf die Innenseiten (schraffierte Seiten) der 
Kanten Normalen, so ist der Winkel zwischen den Normalen auf zwei benachbarte Kanten gleich dem Um- 
fangswinkel an der von den beiden Kanten gebildeten Ecke. Dieser Winkel zwischen den beiden Normalen 
heiest die Folarecke zu der bez. Ecke des Vielecks. Lässt sich der Punkt so wählen, dass sämtliche 
Kanten des Vielecks ihm ihre Innenseite zuwenden, so ist die Anzahl der ganzen, in dem positiven Drehungs- 
sinne der Ebene erfolgenden Umdrehungen, welche nötig sind, um von einer Normalen ausgehend der 
Reibenfolge der entsprechenden Kanten gemäss in die Lage aller folgenden und schliesslich wieder in die 
der ersten Normale zu gelangen, gleich der Art a des Vielecks, denn die gesamte Drehung ist gleich 2ajr, 
nämlich gleich der Summe aller Umfang swinkel, bez. aller Normalecken. 

Der Punkt von der verlangten Eigenschaft, lässt sieh stets für ein konvexes Vieleck angehen, 
wemi dasselbe eine Zelle mit dem Koeffizienten a besitzt; alsdann kann jeder in dieser Zelle Kegende Punkt 
als Punkt gewählt werden. Denn dieser Punkt ist dann identisch mit dem in voriger Nummer bei 
Bestimmung des Flächeninhaltes gewählten. Projiziert man sämtliche Kanten des Vielecks ans auf die 
Peripherie eines Kreises um 0, welcher vollständig ausserhalb des Vielecks verläuft, so ist die Summe der 

1) C, Reinhardt, Einleitung iu die Theorie der Polyeder. Programm., Meissen 1890, S, 3. 
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Projektionen gleich a Kreiaperipherien. Hieraus ersieht man für die konvexen Vielecke der Art a, welciie 
eine Zelle mit diesem Koeffizienten besitzen, eine geometrische Verdeutiiehung der Zahl a, nämlich als Zahl 
der Kreisbedeekungen bei Projektion des Perimeters auf die Peripherie. 
Bei den regulären und gewissen andern Polygonen, bei denen der um- 
beschriebene Kreis zu dieser Projektion zur Verfügung steht, wird man 
leicht umgekehrt aus der Anzahl der Bedeckungen die Artzahl a des Viel- 
ecks erschliessen können. 

Die Regel füi' die Bestimmung der Zahl a durch Summatiou der 
Polarecken ist überdies auch gültig, wenn das Vieleck nicht konvex und von 
ganz beliebiger Lage gegen den Punkt ist. Nur ist darauf zu achten, 
dass die Normalen in der richtigen Reihenfolge angelaufen werden, und daas 
bei denjenigen Kanten, welche dem Punkte die nicht schraffierte Seite zu 
■wenden, die Normale in der entgegengesetzten Richtung zu ziehen i^t (Pig 6 ^ 




10. Reziprozität der Vielecke, Doppelpunkte und Diagonalen. Man nennt bekanntlich^) allgemein 
zwei ebene Systeme S und S^ reßiprok zugeordnet, wenn jedem Punkte von S eine Gerade von Sj^, jeder 
Geraden von S ein Punkt von Sj, und somit dem Schnittpunkte zweier Geraden von S die Verbindunga- 
gerade zweier Punkte von Sj und umgekehrt entspricht. Man bezeichnet ferner zwei Vielecke S und S^ 
als poUir-resipyoh, wenn die Kanten des einen (jS;^) die Polaren der Ecken des andern (5) als Pole in Bezug 
auf einen festen Kreis, die Direktrix, sind, und umgekehrt. Verbindet man eine Ecke M von S mit dem 
Mittelpunkt M des Kreises, so steht diese Linie senkrecht zu der der Ecke E entsprechenden Kante e d^ 
zugeordneten Vielecks Sj. Ist E' ihr Schnittpunkt mit e, so ist ME-ME' = r^, wenn r der Radius des 
Kreises ist, woraus die Konstruktion der Geraden e bei gegebenem E und umgekehrt folgt. E und E' sind 
die harmonischen Punkte zu den beiden Schnittpunkten der Geraden EE' mit dem Kreise als Grundpunkten, 
und die Berührungssehne (Polare) der beiden aus E' an den Kreis gezogenen Tangenten geht durch E (Pol). 
Fällt E auf den Kreis^ so wird e zur Tangente desselben; fällt E nach M, so wird e zur unendlich 
weiten Geraden. 

Den Punkten der Geraden e als Polen entspricht ein Büschel von Geraden (Polai'en) durch den 
Punkt E. Bewegt sich der Punkt E' auf e von JB nach A, so dreht sieh die dem Punkte S entsprechende 
Gerade & aus ihi'er Lage in die Lage der dem Punkte A entsprechenden 
Geraden a, und beschreibt dabei nach früherem den Umfangswinkel des 
polar-reziproken Polygons (Fig. 7), so dass man sagen kann: Die Umfangs- 
winlid wnd Kanten der Töla/rfigw eKfsprechen den Kwnten und Umfangswinkeln 
der twsprmglichen Figwr. Dies gilt jedoch nur, so lange der Umfangs- 
winkel der ursprünglichen Figur S den Mittelpunkt M des Kreises nicht 
in eich fasst. Denn andemfalla ist, da dem Punkte M das Unendlichweite 
in S-^ entspricht, die Kante der Polarfigur unendlich gross, d. h. ihre End- 
punkte A und B werden durch die unendlichfeme Gerade getrennt. Wird 
der Umfangswinkel überstumpf, so muss die entsprechende Kante mehr als 
einmal in ihrer ganzen Ausdehnung durchlaufen werden. Endlich ist die 

Lage einer Ecke der Polarfigur dieselbe, einerlei, ob die Kante, deren Pol die Ecke ist, ihre schraffierte oder 
ihre nicht schraffierte Seite dem Mittelpunkte des Kreises zuwendet, da ja in der Ebene der Unterschied 




1) Rauacntierger, Die Elementargeometrie etc., S. i47 u. A. Pranzösische Autoren bezeichnen Vielecke, deren 
Ecken- und Kantenzahl (ebenso Polyeder, deren Ecken- und FlächenKahl) vertauscht sind, wohl anch als hrnjugiert. Es gilt 
dann; Jedes Polygou ist sich selbst konjugiert. Vergl. Getgonnes Ann, Bd. 9, 1818 und 1819. Das allgemeine F^-imip der 
Dualität (Vertauschung von Punkt und Gerader der Ebene, Punkt und Ebene dea Raumes) wnrde zuerst von Gergonne aus- 
gesprochen, die reziproke Zuordnung von Poncelet in seinem. Hauptwerke Traitä des proprietes projectives des figures viel- 
fach angewandt. 
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von Punkt und Gfegenpnnkt nickt Yorhanden ist. Die Summe der Kanten der Polarfigur ist also zu der 
entsprechenden Summe der Umfangswinkel der ursprünglichen Figur im Allgemeinen in keine bestimmte 
Beziehung za hringen.^) 

Dagegen kann hei solchen Polygonen der Art a, welche keine überstumpfen Winkel, aber eine innerste 
Zelle mit dem Koeffizienten a besitzen (z. B. stets bei den regelmäsaigen Polygonen u. a.), der Kreis als 
Direktiix so gewählt werden, dass alle Kanten dem Mittelpunkte ihre Innenseite zukehren, d. h. kein Umfangs- 
■winkel das Kreiscentrum enthält, so dms das resiprohe Polygon von derselben AH a ist Denn die Projettion 
des Perimeters jedes der beiden Polygone auf die Peripherie des Kreises muss diese hier gleich oft, d. h. a-mal 
bedecken. Dann zeigen hinsichtlich aller Eigenschaften, die sich auf die Lage der einzelnen Teile der Figuren 
beziehen, die beiden Polygone ein vollständiges duales Entsprechen. Einem Doppelpunkte des einen Vielecks, 
d. h. dem Schnittpunkte zweier nicht benachbarten Kanten Ä und k' entspricht im andern Vielecke eine 
Diagonale, d. h. eine Gerade, welche zwei nicht benachbarte Ecken K und K' des Vielecks verbindet. 
Gleichen Kanten des einen Vielecks entsprechen gleiche Umfangswinkel (und damit gleiche Innenwinkel) 
des reeiproken Vielecks u. s. w. Es ist auf diese Thatsachen bei Betrachtung der regelmässigen und halb- 
i Vielecke mehrfach zurückzukommen. 




11. Diagonalen und Doppelpunkte. Die Zahl der Diagonalen eines **-ecks, gleichviel welcher Art, 
ist — ^"s — ^ ■ Schwieriger ist die Beantwortung der Frage nach der Anzahl ■& der möglichen Doppelpunkte. 
Für die konvexen Vielecke hat man ohne weiteres den Satz: Das Minimum der Zahl der Doppelpunkte eines 
konvexen w-eoks der Art tf ist a — \, vmd dieses Minimum wird für ein beliehiges konvexes M-eck derselben 
Art um eine gerade Zahl (2<J) Überti-offen, so dasa die Anzahl & der Doppelpunkte 
eines konvexen K-ecks a*^' Art a — 1 -f- 2iJ ist. Denn ein solches Vieleck enthalt 
eine Zelle des (höchsten) Koeffizienten a, an deren sämtliche Kanten Zellen mit 
dem Koeffizienten a — 1 grenzen. Diese Zellen mit dem Koeffizienten a — 1 können 
im ungünstigsten Falle sich auf eine einzige Zelle reduzieren (Fig. 8), deren Begrenzungs- 
linie, da der Perimeter des «-eeks kontinuierlich ist, mit der Begrenzungslinie der 
innersten Zelle einen Punkt, welcher ein Doppelpunkt des ganzen Vielecks ist, gemein- 
sam haben muss. Schliesst man in derselben Weise weiter, so ersieht man, dass ein 
konvexes Vieleck a'" Art mindestens « — 1 Doppelpunkte braucht. Der zweite Teü 
des Satzes leuchtet sofort bei Betrachtung der Figur 8 ein, denn die neu hinzutretenden Doppelpunkte sind 
nichts anderes, als die gemeinsamen Punkte der Begrenzungslinien der auf einander folgenden Zellen, welche 
stets paarweise auftreten müssen. 

Für ein beliebiges n-eek a*" Art hat Wiener^) einen Satz abgeleitet, der den eingeführten Be- 
zeichnungen angepasst, so auszusprechen ist: Da^s Mmirmtm der Zahl der Doppelpimkte eines konUmtierlichen 
Vielecks a"'' Art mit h vberstvmpfen Wiifkeln ist a — k — 1, wobei dm Ergebnis — 1 (fewcÄ + 1 ^m ersetsen 
ist. Der Ubersefmss der Zahl # der Doppelpimkte über den Meinstmöglichen Wert ist eine gerade Zahl, d. h. es ist: 

^ = a — ft — l+2d. (5 = 0, 1,2 ■■■)') 

Von besonderem Interesse ist die Beantwortung der Frage nach dem Maximum der Zahl der Doppelpunkte 
eines w-ecks, sowie die Konstruktion eines »i-ecks von einer vorgeschriebenen Anzahl %■ von Doppelpunkten. 
Diese Konstruktion hat keine Schwierigkeit für kleine Werte von #, Bis zu einem gewissen Grade kann 
man femer nach den vorhergehenden Betrachtungen aus einem Vielecke mit # Doppelpunkten solche mit 
■9- — 2S Doppelpunkten . ableiten, indem man durch passende Verschiebung der Ecken bez. Kanten immer je 
zwei Doppelpunkte gleichzeitig verschwinden lässt. Es soll nun das Maximum voil & für ein beHebiges n 
bestimmt werden. .Es sei simächst n ungerade, d. h. w = 2A + 1. Offenbai- gilt der Satz: Das Maximum 
von ^ wird eireicht, wenn bei Zeichnung des Vielecks jede folgende Kante möghchst viel Doppelpunkte 

1) Hess I, S, 617, Auf die polaren Beziehungen bei ephärischen Polygonen kommen wie später zu sprechen. 

2) Wiener, Vielecke und Vielflache, 1864, S. 8. 

3) Vergl. MerzTi die Figuren der Fünf- und Sechsecke auf Tafel I. 
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11. Diagonalen und Doppelpunkte. 11 

erzeugt, d. h. wenn die X'^ Kante die A — 2 ersten Kanten sclmeidet. Der erste Doppelpunkt wird durch 
die dritte Kante hervorgebracht; jede folgende Kaate erzeugt einen Doppelpunkt mehr als die vorhergehende, 
nur die letzte Kante erzeugt ebensoviel Doppelpunkte als die" vorletzte, weil sie die erste Kante nicht mehr 
mit sclmeidet, sondern in deren Anfangspunkte endet. Es ist also 5'^=14-24'3 + -'' + (w— 3) + (w— 3) 
c= — L- T7 ... J . Man überzeugt sich nun leicht, dass diese Konstruktion auf die folgende hinauskommt. Man 
nehme auf einem Kreise « ^ 2A + 1 Punkte und verbinde sie von l zu X, d. h. immer mit tJbersprii^ung 
von je A ^ 1 Punkten. Es entsteht ein konvexes » ^ (2A4- l)-eck der Art a = l ^^^ — mit *-^ — - 
Doppelpunkten. Da dann, weil 7c ^ ist, nach Wieners oben zitiertem Satze allgemein ö- = — ^— + 2d 
sein muss, so ist das Minimum der Doppelpunkte, das durch allmähliches Verschwindenlassen immer je zweier 
Doppelpunkte erreicht werden kann, fr' = -g — ■ Als Beispiele nehme man die Fünfecke Fo,a, sowie das 
Siebeneck dritter Art Figur 2 auf Tafel I. — Die abgeleitete Maximalzahl # ist gerade oder ungerade (und 
damit auch ^ — 2d), je nachdem n von der Form 4fi + 3 oder 4ft -j- 1 ist. Um für diese beiden Formen 
von n auch die Vielecke mit ungerader bez. gerader Maximalzahl * zu erhalten, konstruiere mau folgender- 
massen. Man lege wie vorher auf einem Kreise die Reihenfolge der Punkte 1, 2, 3, ... A, >l + 1, A -f- 2, . . 
. . 2A, 2A-f-r fest, und setze zwischen 1 und 2 den Punkt 1', zwischen 2;i + 1 und 1 den Punkt 2A + 1', 
zwischen A -f* 1 '^'^'^ A -|- 2 den Punkt X'. Den Zug A -|~ 1, 1, A + 2 des vorigen Vielecks ersetae man durch 
den Zug A + 1, 1', l', 2k-{-l', A + 2, während man die übrigen Kanten beibehält. Es ergiebt sich ein 
2A 4" 3 ^ (*t + 2)-eck mit denselben Doppelpunkten wie das ursprüngliche Vieleck und ausserdem den 
Doppelpunkten, welche auf 1', X' und A', 2A -|- 1' liegen. Deren Zahl ist 2(2A — 1) e^ 2{w — 2), Man hat 
also ein (w + 2)-eek mit '^ I" + ^(^ ~ ^) ^ g ~ 3 Doppelpunkten, oder, was auf dasselbe 

hinauskommt, ein w-eek mit ~~ — '-■ — 3 Doppelpunkten, Diese Zahl ist ungerade oder gerade, je nachdem 
M = 4^ -|- 3 oder 4^ -]- 1 ist (Mit diesem Vieleck sind die mit Q- — 2ä Doppelpunkten mit konstruiert,) 
Für das erhaltene n-eck ist Ä = 1, Durch Bestimmung der Winkelsumme findet man «^ — ^ — Daa 
Minimum von ■&, das sich durch paarweisea Verschwinden von Doppelpunkten erhalten lässt, ist fr' ^ ff — -k — ^1 
= ^ - ~~ ■ Vergl. hierzu die beiden Fünfecke Fi,ij und das Neuneck IXi^i mit 24 Doppelpunkten, Aus dem 
ersieht man; Mn n-ech mit vmgerader Anzahl von Kärnten hat 0, 1, 2, - ■ ■ - ■- ■ ■■ — 2 oder 
mnkte, während ein solches mit -~ — - — 1 Doppelpunkten unmöglich ist- 

Nun sei n gerade, d.h. n = 2A. Wollte man hier das Vieleck mit dem Maximum der Anzahl Doppel- 
punkte auf Grund desselben Satzes wie das Vieleck mit ungerader Anzahl Kanten konstruieren, so wörde 

die letzte Kante keine Doppelpunkte tragen und es käme fr = ■■ ^ ■ , also z. B. für« = 6 fr = 6 

(vergl. F/2,3, Tafel I), während doch ein Sechseck F/3,s mit 7 Doppelpunkten existiert; der erhaltene Wert 
giebt also nicht das absolute Maximum von fr. Um dieses zu erreichen, konstruiere man das 2A-eck, die 
Konstruktion des Sechsecks Fia^s verallgemeinernd, folgeudermassen. Man verbinde die Punkte 1, 2, 3,..,2A 
des Kreises, immer in demselben Sinne der Peripherie fortschreitend, so, dass man, bei 1 beginnend, zunächst 
(A — l)-mal je A — 2 Punkte überspringt, dann einmal A — 1 Punkte, dann (A ~- l)-mal je A Punkte und 
ischliesslich einmal A — 1 Punkte, wonach sich das Vieleck schKesst.') Vergl. zu dieser Konsti'uktion das 



1) Denn bezeichnet man den (der Kürze wegen immer als gleich angeaomraenen) Abstand zweier auf einander folgen- 
den Punkte, auf der Peripherie gemessen, mit ir, so hat man für den ganzen Umlauf: (1— 1) , (1— l)e-f-l , lc + (l— l) .(l. + l)(r 
+ l.Xö= äl'(? = l, 21c, d. h. l-mal die Kreisperipherie. 
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Zehneok Xj^s, Tafel I. Für ein solches h = 2 ^-eek ist a = Ä = ^ = Y und ^ = -^-^ 1-1, Dieae 

Maximalzahl für d- ist stets ungerade, sowohl für n == Aji als für w = 4ji -|- 2. — Um die Konstruktion 
eines 2A-eck8 mit gerader Maximalzahl von Doppeipunkten durchzuführen, muss man die genannten Werte 
von n getrennt betrachten. Ist n = 4(t, so verbinde man die 4(t Punkte 1,2, ... 4(1 auf einem Kreise von 

2(11 — 1 zu 2;:* — 1 . Es ergiebt sich ein konvexes Vieleck der Art a = 2ii — 1 = - 1 mit der MaximaJzahl 

von &■ = — ^-^ — ' Doppelpunkten. Das Minimum von &, welches sich durch Verschiebung der Kanten 
erreichen lässt, ist — r— ■ Vergl. das Achteck Figur 3, Tafel I. — Ist n = iX -\- 2 , so ist das nach der- 
selben Konstruktion zu findende «-eck stets diskontinuierlich, weil « und -^ 1 dann beide gerade sind. 

Vergl. das Sechseck F/o'a und das Zehneek Figur 6, Tafel I. Um ein kontinuierliches (4^ + 2)-eek mit 
t Maximum von d' zu finden, verallgemeinere man die Konstruktion des Sechseckes Vl^^a folgender- 
Man lege zwei konvexe (2fi-\- l)-ecke l,2,...2ft-|-l, und 1', 2', . . . 2ji-f- 1' ^^^ höchsten Artzahl 
a = jt so über einander, dass sieh deren erste und letzte Kante (je von 1 und 1' aus gerechnet) und die je 
(ft -|- 1)" Kante nicht schneiden, während je zwei andre gleich indizierte Kanten einen Schnittpunkt mit 
einander haben. Vergh das Zehneck X^-,, Tafel I, für [i = 2. Nun verlängere man die erste und letzte 
Kante jedes dieser (2fi-f-l)-ecke über die erste Ecke 1 bez. 1' hinaus, dass sich die beiden ersten bez. letzten 
Kanten in I und I' schneiden. Es entsteht ein n = (4;l + 2)-eek mit k = 2fi ausspringenden Winkeln. Seine 

Doppelpunkte setzen sich zusammen aus den je ^^ — '^~^ Doppelpunkten jedes der beiden zu Gfrunde 

gelegten (2{i — l)-eeken, den beiden Punkten 1 und I', und den Schnittpunkten, welche die Kanten des 
einen (2ji-|- l)-eck8 auf den Kanten des andern hervorbringen. Deren sind auf der ersten und letzten 
Kante des einen Vielecks, auf welchem sie nur zu zählen sind, je 2ji — 1, auf jeder andern der 2fi — 1 

übrigen Kanten je 2fi vorhanden. Es ergiebt sich durch Addition * =- L-^ilt-ÜJ? 1 = J^_^ — l . Überdies 

hat man a = 2fi-\-l ^ -y, ft = y — 1. Nach allem ergiebt sich der Satz: Mn n-eck mit gerader Anzahl 
von Kanten hat 0, 1, 2 ■ ■ -, — ^-^ — ', -■ ■■ -|- 1 Doppelpui^fe.^) — Die allgemeine Bestimmung der mög- 
lichen Anzahl mehrfacher Punkte, welche durch Zusammenfallen von Doppelpunlcten entstehen, scheint nicht 
leicht zu sein, auch ist die Frage nach den mögliehen Werten von & bei gegebenem n, a und & noch zu 
beantworten. 

12. Geschichtliche Benierknngen. (Ältere Autoren. Girard. Meister. Mübins. Poinsot. JacoM. Wiener. 
Wolf. Hess, Dostor U. a.) Wir können uns im allgemeinen bei einem Überblick über die Geschichte der Ent- 
wickelung der Lehre von den Tieleclien kura fassen unter Hinweis auf die Original arbeiten, und mit der Bemerkung, 
dass in der Monographie von S. Günther: Die gescKiehtÜclie Entwiekeluug der Lehre von den Stempolygonen und 
Stempolyedem in der Neuzeit^) eine dankenswerte Arbeit vorliegt, und auch Cantor in seiner Geschichte der Mathe- 
matik'), soweit die betr. Untersuchungen in die behandelte Zeit fallen, ausführliche Angaben macht. 

Von besonderem Literesse ist bx der allgemeinen Theorie der Vielecke die Beantwortung der Frage nach 
der Winkelsumme imd dem Lihalte der Figuren, und in der That lässt sieh an der Hand dieser beiden Probleme 
die Entwiekeluug der Vieleckstheorie im wesentlichen verfolgen. Sicht eu vergessen ist hierbei, dass die Auffassimg 
eines beliebigen von n Strecken gebildeten Linienzuges als Polygon eine sehr späte ist; erst Girard im 17. Jahrb. 
hat den allgemeinen Vieleeksbegriff klar erfasst. Wie es in der Natur der Sache liegt, beschrSlnken sich die ältesten 
Autoren wesentlich auf regehnässige Gebilde^), insbesondere bei Sternvielecken. 

1) Vergl. hierzu G. Brunei, Note sui le nombre de points doubles que peut prösenter le pörimetre d'im polygone. 
(ohne Beweise). M^moires de la soc, d. eeiences phys. et nat. de Bordeaux, i. e&,, Tome IV, 1894, S. 273. 

2) S. Günther, Vermischte Untereuchiingen zur Geschichte der mathemati sehen WisBenschafton, Leipzig, 1876, 
Eap. I, weiterhin als „Günther" zitiert. 

3) Die drei Bände werden Itänftig kura als Cantor I, n, III zitiert (erste Auflage). 

4) Wir sind Herdurch gezwungen, einiges erst dem nächsten Kapitel Zugehörige hier vorwegzunehmen, ohne hoffent- 
lich dadurch unverBtändlich zu bleiben. 
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12. Geachichtliche Bemerkungen. 13 

Canipiiiiijs' im 1^ Talirh., bestimmt die Winkelsunune des beieits im Altertum Pytha^oras bekarmten 
Stemfunfecks zu zwn Recliteu Bradwaidmus ) kennt die Entstehung dei Steinvielecke nldist hoheiei Alt duri-lj 
"Verlängerung dei beiten des Vielecks der vorbei geilenden Ait und bestimmt die Winkel«iirnme deiselben, wenn er 
auch die allgememe Foimel nicht ausspruht Dieselben Untersuchungen nber lie Winkel dei btenmelecke stellte 
Eegiomontanus') an Die Eegelmässigkeit der btemfitruien wud von Chiiles de Bou^enes*j ausdrücklich bei 
den Beweisen vorausgesetyt Doch schliefst Cantoi aus den Figmen der Vorgänger Bouvelles wohl mit E echt, 
dass auch sie sich stillschweigend nur auf regelmässige Gebilde beschränken. Die Sätze über die Winkekumme 
der Sternpolygone, welche auch hier wieder nicht unmittelbar durch Teilung des Kreises, sondern jedes Vieleck eraei 
nächst höheren Art aus dem umnittelbar vorhergehenden abgeleitet werden, finden sich bei Bouvelles, dei fich auch 
einer ziemlich ausgebildeten Terminologie bedient. Doch wird erst von Eamus^) mit Bestiinnitheit die Stellung der 
Steravielecke zu den konvexen Vielecken erster Art hervorgehoben, „indem es bei den früheren Darstellungea meist 
imgewiss bleibt, ob das Sternpolygon wirklich als solches oder nur als gewöhnliches Vieleck mit anespimgenden 
Winkeln betrachtet wird".^) Mit anderen Worten, Eamus präzisiert zuerst den Begriff emes — zunächst legel 
»lässigen — Vielecks mit sich selbst schneidendem Perimeter, womit er in der That seiner Zeit weit vorauseilt, denn 
noch Kastner'') bemerkt zu der fraglichen Stelle bei Kamus: „. . , dass aber Eamus hei dem Sterne, den die vei 
längerten Seiten des Fünfecks machen, einer Figur, die sichtlich Bebn Seiten hat, nur die fünf auswärts gehenden 
Winkel wahrnimmt, zeigt freilich wenig Scharfsichtigteit." Wir wollen über Kästner, dessen Zeitgenosse Meister 
bereits den Begriff des allgemeinen M-ecks vollkommen klar festgestellt hatte, nicht zu streng urteilen, nach Einsicht 
von Dostors Arbeit, dem Jahre 1880 angehörend, auf welche wir bald zu sprechen kommen. Schon vor Meister 
finden wir bei Albert Girard (1626), einem auch sonst viel verdienten Mathematiker, den Kästner wohl kannte^), 
den Begriff und S"amen des einfachen und des üb erschlagenen Vierecks, des Vierecks mit ausspringendem Winkel, 
sowie eine Einteilung der Fünf- und Sechsecke nach der Anzahl der Kreuz ungspunkte ihres Perimeters, worüber 
ausführlich hei Günther'') berichtet wird. Girard hat sich allerdings nicht auf weitere Untersuchungen über die 
von ihm geschaffenen Gebilde eingelassen. Einen beschränkteren prinzipiellen Standpunkt ihm gegenüber nimmt 
Broscius^") (1652) ein, der in dem Sternfünfeck wieder nur ein Zehneck mit 5 spitaen und 5 überstumpfen 
Winkeln sehen kann. Doch sind seine Untersuchungen, besonders über die Winkel der Polygone, an und für sich 
nicht ohne Wert. Eigenartig ist Keplers Stellung der Lehre von den Stempolygonen gegenüber, insofem er bei 
seinen Untersuchungen, die ihn mit dem Wesen der Btemvielecke völlig vertraut zeigen, den zunächst eingeschlagenen 
geometrischen Weg verlässt und sich „wenn auch nicht ohne einiges Widerstreben" der Eechnung in die Arme wirft. 
Er beabsichtigt die metrischen Eelationen der in den Kreis beschriebenen regulären Polygone klai^ulegen, indem 
er die Seiten der Vielecke auf algebraischem Wege aus dem Eadius berechnet. So findet er z. B., wenn ys das 
Verhältnis der Siebenecksseite zum Eadius bedeutet, dass B der Gleichung 7 — 14« + 7^^ — s^ = genügt, erkennt, 
dass diese Gleichung eine dreifache reelle Auflösung zulässt, und findet die geometrische Bedeutung hierfür, nämlich 
die Möglichkeit von drei verschiedenen dem Kreise einbeschriebenen Siebenecken, dem gewöhnlichen Siebeneck und 
dem Sternsieb eneek zweiter und dritter Art.-'^^) 

Wir gelangen nun zu dem Mathematiker, dem wir als erstem eine gründliche Bearbeitung der allgemeinen 
Vieleckslehre verdanken, zn A. L. F. Meister (1724 — 1788). Die von Girard nur flüchtig hingeworfenen Ideen 
werden von ihm aufgenommen und weiter verfolgt.'^) Der allgemeine Begriff des Vielecks wird endgültig festgelegt. 
Von ihm rührt die wichtige Regel her, die beiden Ufer eines Poljgones durch Färbung bez. Schraffierung zu unter- 
scheiden. Er spricht von positiven und negativen Flächenteüen. Als positiv werden diejenigen Fläehenräume in 
Eechnung gebracht, deren Perimeter ausschliesslich nach innen gerichtete Färbung zeigt, als negativ die übrigen, 
eine Regel, welche an krummlinig begrenzten Figuren erläutert ist. Auf die originellen Untersuchungen über reguläre 
~ " ". nur hingewiesen.*^) Merkwürdigerweise hat Meister wenig Einfluss auf die Mathematikei der Folgezeit 

i Arbeiten sind in der Epoche eines Euler, d'Alembert, Bernoulli u a kaum beachtet worden, wie 
auch das Verhältnis Kästners zu ihm schon zeigte, la der That hat man angenommen, dass selbst hei Möbius 
(1790 — 1868) der Begriff des Vielecks und seiner Fläehe original entstanden sei, wenigstens bemerke man bei ihm 

1) Cantor IT, S. 93. S) Cantor 11, S. 104. 3) Cantor II, S, 254, 

4) 1470—1553. Sein Hauptwerk erecHen 1503. Cantor ü, S, 350. Cfünther, S. 6. 

5) P. Eami Scbolarum mathejnaticarum libri udub et triginta. Basüeae 1569, S. 186. 

6) Wörtlich nach Günther, S. 13. 7) GeecMchte der Matliematik, 1799, Bd. HI, S. 201. 
8) Ebenda, Bd. HI, S. 108. 9) Günther, S. 17—21. 

10) Günther, S. 21. Cantor II, 8. 627. 

11) Gflntlier, S. 27 — 34. Die Untersuchung Keplers selbst findet sich im ersten Bnche der 1619 gedruckten 
Sarmomee mimM (Opera Keplers, ed. Frisch, V, S. 104) und gehört Biirgi an. Vei^l. Cantor 11, 8. 5ül. 

12) Meister, Generalia de geneai flgurarum planarum et inde pendentibua earum affectionibus, Novi Comm. Soc. 
Reg. Scient. Gotting. Tom. I, ad annoa 1769 & 1770, S, 144ff. 13) Günther, S. 44. 
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14 A. Allgemeine Theorie dei' Vielecke. 

keine direkte Einwirkung Meisterscher Ideen. ^) Dun verdankt man die Festsetaung des verschiedenen Vorzeichens 
eines Dreiecks ÄBG je nach Umschreitung dessen Perimeters.^) Von ihm rührt der oben in Nr, 8 bewiesene 
wichtige Satz her, dass der Inhalt eines Polygons unahhängig ist von der Lage des dort definierten Punktes 0.^) In 
einer späteren Arbeit*) giebt er die Regel für die Koeffizienten, welche jeder einzelnen Zelle angehören: Gehört eine 
beliebige Flächenzelle als Teil zu einem grösseren Flächenstück, von dem lediglich das innere, bez. äussere Ufer 
schattiert ist, so erhält sie das positive, resp. negative Zeichen. Eine Zelle, deren Perimeter (entsprechend fort^ 
gesetzt) teilweise zu einem positiven, teilweise zu einem negativen Flächenstück gehört, muss folgerichtig gleich 
HuU gesetzt werden.^) Die von uns ia Nr. 8 schliesslich festgelegte einfache Methode der Koeffizientenbestimmung 
verdankt m.an wohl Baltzer.^) Es darf nicht unbemerkt bleiben, dass Möbius' Untersuchungen über Vielecke nur 
so weit geführt sind, als seine bahnbrechenden Arbeiten in der Theorie der Polyeder dies nötig machten; auf diese 
haben wir aber erst später einzugehen. Der eben genannten zweiten Schrift von Möbius vom Jahre 1865 gehen 
chronologisch die wichtigsten Arbeiten auf dem Gebiete der Vieleekslehre voraus. Poinsots Forschungen'') aus dem 
Anfange des Jahrhunderts waren wesentlich auf die regelmässigen Vielecke gerichtet. Aber man verdankt ihm auch 
die Terminologie, die sich bis auf Wiener erhalten hat. Koavez heisat ihm ein Vieleck, welches nur Winkel kleiner 
als 2 Sechte hat. Die „Seiten" des Perimeters unterscheidet er durch Färbung wie Meister; Innenwinkel kleiner 
als n nennt er „angles saillans", die andern „angles rentrans" u. s. w. Er unterscheidet die konvexen Polygone 
nach Ordnung (d. h. Seitenzahl) m und Art h, und bemerkt, dass seine Untersuchungen auch für irreguläre (konvexe) 
Polygone gültig sind. So findet er als Winkelsunime (»» — 2A)jc. Auf den Flächeninhalt der Polygone geht er 
nicht ein, bemerkt also nicht, dass die innere Zelle des Stemfünfeeks doppelt zu rechnen ist, weshalb auch die 
im weiteren von ihm abgeleitete verallgemeinerte Eulersche Gleichung für Stempolyeder nicht die aUgemeinste 
Form erhält,^) 

Die erste genügende Antwort auf die Frage nach dem Inhalt eines Sternvislecks giebt nach Meister erst 
wieder Jacobi in einer nach seinem Tode veröffentlichten Notiz. ^) Jacobis ganz originelle Eegel lautet^"): „In 
einem irregulären Sternpolygon, dessen Perimeter jedoch keine höheren als Doppelpunkte aufweisen darf, bezeichne 
man, von einer beliebigen Ecke ausgehend, jeden Durchsehnittspunkt durch eine fort- 
laufende Zahl der natürlichen Zahlenreihe, so dass also, mit Ausnahme der Ecken, 
jeder Punkt zwei Zahlen beigeschrieben erhält. Dann nehme man eine willkürliche dieser 
Zahlen zum Anfang einer Reihe; das Fortschreitungsgesetz dieser Reihe ist dies, dass 
auf jede Zahl die der nächsthöheren beigesehriebene zu folgen hat. Lassen sich so 
w, Zahlenreihen bilden, so ist der Inhalt des Vielecks gleich der Summe der m Teil- 
vielecke, deren Ecken durch je eine Zahlenreihe repräsentiert sind. Kommt man bei 
jener Operation zu einer Ecke, so ist natürlich einfach die daselbst stehende Zahl 
Fig 9. zu setzen, und auf die höchste Zahl folgt wieder die erste." Das in Fig. 9 gezeich- 

nete Sechseck besteht hiernach aus den Teilvielecken 1, 7, 8, 12, 4, 5, 14 (l); 
2, 3, 13, 6 (2); 9, 10, 11 (9); von denen das letzte negativ zu rechnen ist, da sein Umlaufssinn dem der vorher- 
gehenden entgegengesetzt ist. Die Eegel wird alsdann von Hermes^') auch auf Vielecke mit vielfachen Punkten 
ausgedehnt nnd überhaupt mit den nötigen Beweisen versehen. 

Auch die Gausssche allgemeine Formel für den Inhalt eines Vielecks, dessen Eckpunktskoordinaten x, y; 
x', *';... ic""^, w"~' sind, nämlich 




= i{pQ/'- 



-1) + x'(y"— y) + ^"{y'"— y'')-\ 1- x^'-'^iy — si"-^)] 



ebenfalls für jedes willkürliche einfache oder sternförmige Polygon. ^^) 
Als originell ist noch zu erwähnen Schröders Auffassung des Polygons der Ordnung (Kantenaahl) p und 

1) Günther, S. 50. Möbius hat übrigens später Meisters Arbeiten sicher gekannt; Möbius, Ges. Werke II, S. 475. 

2) Barreentrischer Calcul § 17 und 18 Gesammelte Werke I S. 39fF.; auch S. 2O0 Anm. zu g 165. 

3) Barycentnseher Caicul ti 165 Anm Vergl a ch ''tat k (Lepzig 1837) § 45. Für das Dreieck bereit« bei Moage, 
J. de l'e'c. i Ivt oah 16 S 08 

4) tber 1 e Best mmung des Inhalt s emes Polv ders 1866 Gfes. Werke II, S. 490. 5) Günther, 8. 351. 

6) Elemente der Mathemat k II Aufi 1883 & Gb 

7) Memo re r les polygone et le polyedcea J i I ec poljt,, 10. cah., t. IV, ä Paris 1810, 8. 16—46. 

8) Vergl Kr 1 7 

9) Tacol i Begel zm Be timmung des Inhalts de Ste -ni. oljgone , Journal f. d. reine u. angew. Mathem., 65. Bd., 
1866, S. 17S He mea Erla teiung des Torstehei len Jacob sehen Bru hstüoks, ebenda, 8, 174. 

10) Qunthe S 1 11) Jou nai f 1 e ne u angew, Mathem,, 65, Bd., S. 177, 

12) Carnot, ßöom. de position. Deutsch v, Schuhmacher, 2. Teil, Altona 1810, S. 362. 
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13. GeachichÜicie Beraerkungen 



15 



1 jedoch für die Auffindung 




■ der Art g als eines Komplexes von 5 Polygonen geljrooliener Kantenzaiil - 
neuer "Wahrteitea dadarcJi etwas Wesentliches gewouBen vrörde. ^) 

Einen Markstein, auch in der Geschichte der Vieleekslehre bildet, Wieners klassische Scb-ift „tJher Vielecke 
und Vielflache" ^) (Leipzig 1864). Die in derselben niedergelegten Deflnitionen stimmen aber nicht mit den von 
uns boliehteu äberein, wie schon in einer Anmerkung berichtet wurde. Da aber in der von ihm zum ersten Mal 
übersichtlich dargestellten Theorie der regelmässigen Vielflache höherer Art — dem Hauptinhalte der Schrift — 
nur konvexe Polygone auftreten, ist dies im weitem für ihn oime Bedeutung. Die allgemeine Vieleck slehre, insofern 
sie ganz beliebige, auch niehtkonvexe Polygone in ihre Betrachtung zieht, 
wie wir sie in den Nrn. 2—11 gaben, rührt in den Hauptzügen schon von 
Wolf) her und findet sich, soweit es ti^ seine Untersuchungen der halb- 
regulären Vielecke nötig ist, wie ebenfalls erwähnt, von Hess*) dar- 
gestellt. Der Unterschied der Wienerschen Vieleckstheorie von der 
Hessschen ergiebt sieh sofort schon im Eingange dm-ch die Abweichung 
in der Definition des Umfangswinkels , den übrigens Wiener Ausaen- 
winkei nennt. Behalten wir einstweilen diese Wienersche Bezeichnung 
bei, dazu den früher festgesetzten Umlaufssinn des Perimeters und den 
Drehsinn der einzelnen Winkel, so gilt folgendes: Wiener denkt sieh" 
(wie übrigens schon vor ihm P o in s o t) eine Gerade , an Länge dem 
Umfang des Polygons gleich, um dieses herumgebogen. Unter Aussen- 
winkel versteht er dann die Drehimg, welche die umgebogene Gerade an 
den Ecken erleidet, woraus sofort ersichtlich, ist, dass dieser Aussen- 
winkel bei einer einspringenden Ecke negativ wird {Fig. 10). Da die 

Gerade schliesslich in ihre ursprüngliche Lage zurückkehrt, so hat sie i'ie lO- 

eine ganze Zahl von vollen Umdrehungen gemacht und die Suamie u 

der Umfangswinkel ist also w = ö ■ 2n, worin mit b dann die Art des Vielecks bezeichnet wird.^) Die Summe u 
wird mittels einer zweiten Figur (Fig. H; diese Benennung ist eben von Wiener eingeführt) bestimmt. Hier kann 
nun, wie auch aus nebenstehendem Beispiele ersichtlich ist, m==0, d.h. & = sein. Die Geraden der zweiten 
Figur, in denen die Drehung umkehrt, heissen wie die entsprechenden des Polygons 
W^tdefferaden, und man ersieht sofort, dass es im Vieleck diejenigen Kanten sind, 
welche zwei Ecken verbinden, von denen die eine einen einspringenden, die andere 
einen ausspringenden Winkel hat. Sie kommen stets paarweise vor. Ändert man 
den Sinn des Umlaufs des Vielecks, so hat es die Art — &. Die Innenwinkelaumme 
ist, da sich bei Wieners Auffassung Innenwinkel und Aussenwinkel stets zu re ergänzen, 
J = nn — ö ■ 2ffl = (« — 2b)m. Durch Vergleichung mit imsem früheren Hesultaten 
ergiebt sich somit; IHe Art b eines VielecJis bd Wiener ist gleich a — k, wemi a die 
Art des Vielecks nach Hess imd k die Zahl der überstumpfen Winkel ist. Es ist also 
die Art bei Wiener und Hess identisch für konvese Vielecke. In der That sind Wieners 
Festsetzungen nicht angünstig für die Ableitung weiterer Eigenschaften der Polygone, 
bes. der Zahl der Doppelpunkte. Der betr. Satz findet sich bei Wiener S. 8 und wurde 
bereits von uns zitiert, nur muss man in unserem Teste a — k durch b ersetzen. Für Fig. 11, 

alles weitere sei auf die Originalschrift verwiesen. 

An Wieners Schrift, und auf ihr fassend, schliessen sich noch eine Reihe Arbeiten anderer Autoren an 
die sich hauptsSchlioh mit der Bestimmung der Winkelsumme von Polygonen befassen. Wir haben dieselben bereits 
in der Auiß. S. 3 genannt. Unferdinger (1868) nimmt besonders Bezug auf eine Bemerkung Wieners, der 
zufolge man sich die Polygone ersetzt denken soU durch krummlinige Gebilde, da gewisse Sätze — über die Anzahl 
der Doppelpunkte und der Schnittpunkte einer Geraden mit dem Polygone — unabhängig von dessen Kanteiwalil 
sind. Steinhauser (1871) giebt ebe mechanische Bestimmung der Vielecks winkelsumme, die in der That für die 
Praxis höchst bequem ist. Besonders lehrreich sind alle diese Abhandlungen für Erkenntnis der Thataacke, d^s es 

1) Schröder, Über die Vielecke von gebrochener Seitenzahl, odei* die Bedeutung der Sternpoljgone in der Geo- 
metrie. Zeitschr. f. Mathem. u. Physik v. Schlömileh, Bd. 7, 1862, S. 57. 

2) Kurz künftig a!s „Wiener" zitiert. 

3) Wolf, Die Lehre von den geradlinigen Gebilden in der Ebene, 2. Aufl., 1847, S. 
hat Günther diese Arbeit von Wolf ignoriert; er zitiert nur S, 84 dessen Handbuch der Mathematik, 1869. 

4) Heaal, S. 612—617. Wohl unabhängig von Wolf, da Hess bes. seinen Gegensatz m Wiei 
Wolf zu erwähnen. 

6) Wiener schreibt a, was wir, nm Verwechselungen mit dem früheren a zn vermeiden, durch 6 
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10 B. Besondere Vielecke. 

trotz Wieners Schrift nicht geluagea war, einer bestimmten Terminologie allgemeinen Eingang zu verschaffen. Es 
scheint die Hoffnung begründet, wenn man die bedeutenderen neuem Lelirbücher durchsieht, dass die Wolf-Hesssche 
Terminologie bez, Vieleckslehre, die z. B. von Kruse (1875) u. a. angenommen wurde, sich einbürgern wird. Im 
Interesse der Eiaheitliohkeit wäre es zu wünschen; allerdings sollte auch der Aussenwinkel des Dreiecks folgerichtig 
in den Elementen schon als Umfangswinkel bezeichnet werden. 

Aus der neuesten Zeit ist, so viel uns bekannt''), über die Weiterentwickelung der allgemeinen Theorie 
nichts Wesentliches au berichten, nur müssen vrir kurz der Arbeit von Dostor^) gedenken. Sie bedeutet insofern 
einen Eückschritt, als er unter konvexen Polygonen nur solche erster Art ohne überstumpfe Winkel versteht und 
das Wesen der Stempolygone (das Sternftinfeck hat wieder fünf ausspringende und fünf spitze Winkel) vollständig 
verkennt. So wird auch der Inhalt der Sternvielecke falsch bestimmt: Der Koeffizient der inneren Zelle des Stem- 
fünfeeks ist eins. Hiermit harmoniert der unrichtige Satz: Der Inhalt einas Stemvieleeks ist gleich dem Produkt 
des halben Radius des einbesehriebenen Kreises in den „äusseren" Perimeter u. s. w. Dostor kennt die Litteratur 
wenig, namentlich findet die nichtfranzösische dieses Jahrhunderts keine Berücksichtigung. Wenn er meint, dass 
seine Abhandlung die vollständige Theorie der Sternpolygone — „dont on ne s'est guere occupe depuis les travaus 
de Poinsot"(!) — zusammenfasse, und als Nachfolger Poinsots nur Amiot und Kouche und de Comberousse 
anführt, so bedeutet das doch, eine arge Vernachlässigung bedeutender deutscher Mathematiker. 



B. Besondere Vielecke. 

13. Einteilung der besonderea Vielecke. Zur Unterscheidung der besonderen Vielecke zieht man 
nicht die Lauge der Kanten resp. Grösse der Winkel schlechthin in Betracht, sondern fasst jede Kante mit 
deu beiden Vielecks winkeln an ihren Enden, jeden Winkel mit den ihn bildenden beiden Kanten ins Äuge. 
Die Ecke eines Vielecks ist also charakterisiert durch die Grösse des Winkels und durch die im allgemeinen 
ungleiche Lange der heideu die'^en bildenden Kanten C^chenkei) Die Kante eines Vielecks ist charakterisiert 
durch ihre Lange und dmch die im illgememeD verschiedene Grösse dei beiden an ihren Enden liegenden 
Vieleekswinkel hm 1 ided kernt glachcclig U(.nn es gkicltc Lltn Iwt 4.us der Definition der Ecke folgt, 
dass ein gleicheckiges "\ leleek gleiche Winkel und ahwechaelnd gleiche Kanten besitzt, deren Gesamtzahl 
also eine geiade Zahl sem muss Em gleichwmkehges Vieleck ist nicht notwendig gieicheckig; es gilt dies 
nur für m = 3 und 4 (gleichseitiges Dreieck und Rechteck). Ein Vieleck heisst gleiehkantig, wenn es gleiche 
Kanten hat. Aus der Definition der Kante folgt, dass ein gleichkantiges Vieleck gleichlaoge Kanten und 
abwechselnd gleiche Winkel besitzt, deren Gesamtzahl und damit auch die der Kanten eine gerade Zahl sein 
muss. Ein gleichseitiges Vieleck ist nicht notwendig gleichkantig; es gilt di^ wieder nur für w = 3 und 4 
(gleichseitiges Dreieck und Rhombus). FÄn Vieleck Jmsst gleickeckig und gleiehkantig, wenn es glekJie Ecken 
und Kankn hat. In einem solchen sind also sowohl alle Winkel als auch alle Kanten der Grösse nach 
gleich. Diese Vielecke existieren für jedes gerade oder ungerade n. Man bezeichnet sie kurz als regelmässige 
(regidä/re) Vielecke und fasst die vorhergehenden beiden besonderen Arten wohl auch als haihregel/mässige Qialh- 
reguläre, semi-regüHer) zusammen.^ Wir beginnen die Betrachtung der TCrsehiedencn besonderen Vielecke 
mit den regelmässigen. 

14. Die regelmässigen Vielecke: ein- and nmlfeschriebeuep Kreis. Ein regelmässiges Vieleck ist 
stets konvex, da alle Winkel gleich, also kleiner als n sind. Kur aus der vorangehenden Definition des 
Vielecks als solchen mit gleichen Kanten und gleichen Winkeln, ohne Rücksicht <mf die Art des Vielecks, wird 



1) Otrtmanns Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik ist daraufhin verfolgt worden. 

2) Theorie gönörale des polygones ^toilöa. Liouvilies Journal, S. sörie, t. VI, 1880 {ä Piyia), S. 343, 

S) Hess I, 8, 611, Vgl. auch Cauchy, Journal de l'feole poljt,, t, IX, cah. 16, S, 72. Sohnke, Grolles Journal 
Bd. 77, S. 47, — Pigeon, Journal de I'öc, polyt. cah. 16, S. 166, u. a. nennen 'polygones semi-reguliers' die durch Projektion 
aua den regulären Polygonen entstehenden. Die Unterscheidung in gleicheckige und gleichkantige Polygone ist von Hesse! 
eingeführt, aber erst Hess verdankt man ihre ausführliche Untersuchung. 
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13, Einteilg. d. tesond, Vielecke. 14. Die regelm. Vielecke; ein- u. umbesehr. Kreis. 15. Fortaetag. Art d, Vielecks u. s. w. 17 

der Satz bewiesen t Um jedes regelmässige Vieleck wnd in dasselbe lässt sich ein Kreis beschreiben.''-) Denn 
errichtet man auf zwei aufeinander folgenden Kanten die Mittelsenkreohten und wiederholt dieselbe Kon- 
struktion an Kwei andern aufeinander folgenden Kanten, so kann mau wegen der Gleichheit der zwei Winkel 
und aller vier Kanten die zweite Figur in zwei Lagen mit der ersten ziu- Deckung bringen, woraus folgt, 
dasa die durch den Schnittpunkt zweier aufeinander folgenden Senkrechten auf diesen abgeschnittenen Stücke 
alle gleich sind. Die Senkrechten auf der ersten und dritten Kante schneiden daher gleiche Stücke derjenigen 
auf der zweiten ab, oder alle drei sehneiden sich in demselben Punkt 0, durch welchen dann auch die Senk- 
rechten auf der Tierten und auf allen folgenden Kanten gehen. Dieser Punkt ist gleichweit Yon allen 
Ecken und von allen Kanten entfernt, er ist daher der Mittelpunkt des umbesehriebenen und des ein- 
besehriebenen Kreises. 

15. Fortsetzung. Die Art des Vielecks. Anzahl der m-ecke. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt 
sofort, dass man umgekehrt die Eckpunkte eines regelmässigen n-eeks erhält, wenn man die Peripherie eines 
Kreises in n gleiche Teile teilt. Ist nun a (kleiner als n) eine Primzahl zu n, so verbinde man diese n-Punkte 
der Peripherie der Reihe nach so durch Kanten, dass man immer um a Teile weiter geht, d, h. den ersten 
Punkt mit dem (a -\- 1)'^, diesen mit dem (2a -|- 1)**" u. s. w. Man kommt dann erst zum Ausgangspunkte 
zurück, wenn man alle n Punkte durchschritten und «-mal die Peripherie durchlaufen hat. Denn wenn man 
zum ersten Mal zum Ausgangspunkt zurückkehrt, so muss die Anzahl der durchlaufenen Teile (Jeder = — 
des Umfangs) das kleinste A^eHache von a und n, d. h., da a und n Primzahlen sind, a ■ n sein. Daher hat 
man, wenn man alle n verschiedenen Teilpunkte passiert hat, den Umfang ö-mal zurückgelegt und die Zahl a 
giebt nach früherem (man projiciere den Perimeter des Polygons auf die Peripherie) die Art dieses hon- 
Unuierlichen «-ecks an. 

Da eine Kante des Vielecks zugleich Sehne zu a und zu m — a Teilen der Peripherie ist, so liefert 
n — a, an die Stelle von a gesetzt, kein neues Vieleck, d. h. jeder Wert « > -r giebt dasselbe Vieleck, 
welches schon durch den Wert von a, der jenen zu n ergänzt, erhalten wurde. Da — nicht Primzahl zu n 
ist, so giebt es also so viel Arten von kontinuierlichen »-ecken, als es Primzahlen zu n von 1 bis 
~^ giebt. 

Hat nun. n die Faktoren a, ß, y . . .^ so dass n = k^ . ß^ . y . . . ist (wo p, i, r . . . ganze positive 
Zahlen sind), so ist die Anzahl der Primzahlen zu n, welche kleiner als n sind, ausgedrückt durch 

n (i — ■ ~) (1 ^^ "ß ) (l — ~) ■ ■ ■ ^)> '™'i ^^ ^wei solche Primzahlen, welche sieh zu 
Vieleck geben, so ist die Zahl iV" der Arten eines regelmässigen kontinuierlichen w-ecks 



^=f(l-i)C-T)(>-7)--')- 



Ist w selbst eine Primzahl, so ist « ^ n, d, h. N^—z — Darnach giebt es z. B. ein Viereck, zwei Fünf- 
ecke, ein Sechseck, drei Siebenecke (Tafel I, Fig. 1 und 2 zeigen ein Siebeneck zweiter und dritter Art) 
zwei Achtecke (Tafel I, Fig. 3 das Achteck dritter Art), drei -Keunecke, zwei Zehneeke u. s. w. mit kontinuier- 
lichem Perimeter, welche regelmässig sind. Ist dagegen a keine Primzahl zu n, so ergieht sich kein kon- 
tinuierliches Vieleck. Haben a und n den gemeinschaftlichen Teiler^, so dass also n=p.n', a = p . a' 
ist, so kehrt man bereits nach a' Um^ufen der Peripherie^ nachdem man n' Kanten eingetragen hat, zum 



1) Bekannter Satz der Elemente, Wiener S. 13, Nr. 25, Baltzer, Elemente etc., ü, S. 50, 

2) S. z. B.; Diriotilots Vorlesungen über Zahlentheorie , herausgeg, t, Dedekind, g 138. Die Formel rührt v 
Buler her, Not, Comm, Petrop., t, VIII, S. 74. 8, auch Gauss, Disquis. arithm., 1801, S, 30. 

3) Zuerst hei Poiasot, Memoire sur les poljgones et les polyfedrea, 1810, bei Wiener, S. 14, Nr, 37. Daaell 
findet man auch auf der ersten Tafel die möglichen. Ärtaa^ der kontinuierlichen Vielecke bia ji =^ 8 gezeichnet. 
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18 B. Besondere Vielecke. 

Ausgangspunkt zurück und muss den Umlauf, bei einem neuen nächsten Eckpunkte beginnend, ao lange 
wiederholen, bis alle « Eckpunkte erschöpft sind, was sichtlich nach p-maliger Wiederholung der Fall iat. 
Das K-eck besteht demnach aus p w'-ecken der Art «', wobei jedes «'-eck £(ir sich kontinuierlichen Peri- 
meter hat. Ist z.B. n ^ 10, a ^ 2, so ist n' = 6, p = 2, a' = 1 , d.h. das regelmässige Zehneck zweiter 
Art besteht aus awei konzentrischen Fiinfecten erster Art. Ist n= 10, a^i, so ist w'=5, j> = 2, a'=2, 
d. h. das regelmässige Zehneek vierter Art besteht aus zwei konzentrischen Fünfecken zweiter Art. Diese 
beiden Vielecke, sowie das Zehneck dritter Art zeigen die Figuren 4, 5 und 6 der Tafel I. Das reguläre 
Achteck zweiter Art besteht aus zwei regelmässig sich kreuzenden Rechtecken. In gewissem Sinn kann 
auch, für gerades n, für « = ~ die aus n sich im Kreiscenirum schneidenden Geraden bestehende Figur 
als reguläres w-eek der y**° -^^ angesehen werden. 

16. Fortsetzung. Die Winkel, die Kanten und der Inhalt des Yielecks. Es sei ra« der Centriwinkel 
über dem Bogen, welcher die Kante des regelmässigen w-ecks der Art a als Sehne in sich fasst, g>a ein 
TJmfangswinkel dieses Polygons und ipa ein Innenwinkel. Es ist dann n-raa=ö-2jr, also »a = — -■ 
— ~— -^ I ^ -■■■■ — -i— . Der Unifangawinkel ist also ^a = -— • 
Die Summe der Umfangswinkel ist natürlich 2aa, die Summe der Innenwinkel {« — 2a)ot. Das Minimum 
der Innenwinkelsumme wird für das Maximum der Artzahl « erhalten. Werden nur kontinuierliche Vielecke 
berücksichtigt, so gilt: Ist n ungerade, so iat ■■■ ■ das Maximum Ton a, also die Innenwinkelsiimme gleich x 
(z. B. beim Fünfeck zweiter Art, beim Siebeneck dritter Art u. s. w.). Ist n doppelt gerade, d. h. teilbar 

durch 4, so ist die grösste Primzahl, welche kleiner als — ist, a =^ — 1, also die Innenwinkel summe 2jc 

(z. B. beim Ächteck dritter Art). Ist n einfach gerade, so ist v^"^ teilbar durch 2; die grösste Primzahl 
kleiner als -5- ist also -^ — 2, und es wird die Winkelsumme gleich 43r (z. B. beim Zehnech dritter Art). 

Ist r der Eadius des umbeachriebenen, q der des einbesehriebenen Kreises, so ist die Kante des 
w-ecks fl'*' Art gleich 2*- sin — oder gleich 251 tan — , und p^j'-cos^- Der Inhalt des Vielecks ist 
gleich dem Produkt aus der Länge des Perimeters und dem halben Radius des einbeschriebenen Kreises, 

d. h. gleich —nr^ -ayu Bei dem n-eck «*" Art hat der Koeffizient der innersten Zelle, in welcher der 

Mittelpunkt des ein- und umbeschriebenen Kreises li^, stets den Wert a; die w, daran grenzenden drei- 
eckigen Zellen haben je den Koeffizienten a — 1, die weiteren viereckigen die Koeffizienten a — 2,a — 3, .. .^ 
bis die äusaersten (viereckigen) ZeUen den Koeffizienten 1 erhalten 

Auf einen Schlag erhält man, soweit die Rechnung au«fuiubar ist, die Kanten s„ sämtlicher ver- 
schiedener Arten des w-ecks (im Kreise vom Radius 1), die dei diskontinuierlichen eingeschlossen, wenn man 
die Analysis zu Hilfe nimmt. Es ist, wenn c» den Centiiwmkel zur \ lelecksseite s„ bedeutet, sin3!--^ = 0. 

Nun gilt bekanntlich^) für ungerades n 

sin -g- = w sin — —^ — ^— sin^ -^ -\ — ""0 a " r ' ^^^^ "S" "F ■ ■ ■ 

und für gerades n: 

sin ~ = j_w sin - — -i-^-^— 'sin« - + a . 3 ■ 4 ■ 6 ^^^' Y + ' ' "J " '^»^ y 
Führt man in diese, gleich Null gesetzten Ausdrücke für sin -|- den Wert ■— ^^"j ^^ efgiel>t 3'ch für s„ eine 

1) Baltzer, Elemente der Mathematik I, S, 209. Klügel, Math. WSrtertmcli II, S. 613; s. auch Rauaenbergor, 
Bis Elementai^oiuetrie etc., S. 99. 
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16. Die Winkel, die Kanten u. d. Inlialt d. Vielecka, 17. Doppelpunkte ii. Diagonalen. Das vollst, regelm, «-seit u, a. w. 19 
Gleichung, deren positive Wurzeln sämtliche Seiten und Diagonalen des betreffenden w-eeks darstellen. Z. B. 
erhält man für m = 5 die Gleichung s| — 5s^ + 5 = und daraus s^ = [/ ^ ■ > d.h. die Kante dea 
Fünfecks erster und zweiter Art. Fär m = 10 kommt nach Absonderung des Paktors cos -^ = , der 
s^o = 2, d.h. die grösste Diagonale des Zehnecks ergiebt^): 

4ü — 8ss„ + 21s*„ — 20s^^ + 5 == 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung zerfällt aber in (s*g — Ös^^ + ^)(^(i — ^^o + !)■ ^^^ ^^^^ Faktor liefert^ 
Null gesetzt, die obigen beiden Werte der Fänfeckskante als Kante des Zehnecks zweiter und vierter Art. 

s* — 3sJ, + 1 = siebt die Kante des Zehneeks dritter rmd erster Art, nämlich s,. = l/-^i— = 1— =— . 



^ _|_ 1 = giebt die Kante t 
So zeigt die Analysis die Gleichberechtigung der kontinuierlichen und diskontinuierlichen Vielecke. Auf 
demselben Wege erhält man auch die, wie früher bemerkt, bereits von Kepler, allerdings mit Hilfe des 
Ptolemäischen Lehrsatzes, abgeleitete Gleichung für die Kanten der drei Siebenecke. 

17. Fortsetzung. Doppelpnnkte und Diagonalen. Das vollständige regelmässige «.-seit und n-eek. 

Die Anzahl der Doppelpunkte eines regulären «-ecks der a"" Art beträgt n(a — 1), Es teüt nämlich eine 
bestimmte Kante die Peripherie des (umheschriebenen) Kreise in zwei Bogen mit bez. a~l und n — a — 1 
Teilpuntten, wo die erste Grösse die kleinere sein mag. Von jedem dieser a — 1 Punkte gehen zwei Kanten 
aus, die also mit der ersten bestimmten Kante (a ■ — 1) . 2 Doppelpunkte erzeugen. ÄUe n Kanten des 
Vielecks tragen also das w-fache dieser Zahl Doppelpunkte oder, da hierbei jeder zweifach gezählt ist, 
«(a— 1) Doppelpunkte. Diese n{a — 1) Doppelpunkte gruppieren sich so zu je n auf a — 1 dem 
umbeschriebenen Kreise des w-eeks konzentiiachen Kreisen, daes sie die Peripherie jedes dieser Kreise in n 
gleiche Teile teilen und dass entsprechende Punkte des (X — l)""" und (X -\- 1)**° Kreises auf einer Geraden 
durch den Mittelpunkt des Polygons liegen. Bezeichnet man den Radius des k'''^" dieser Kreise mit 
p.!(i = 1, 2, . . . « — 1), wobei der innerste als erster 
gerechnet ist, so ist pi = — ~— ; dabei ist p wie früher 

der Radius des dem w-eck «"' Art einheschriebenen Kreises. 
Der Radius p« = — ~ — ist der Radius des umbeschriebenen 



Ki-eises des «-ecks. (In Fig. 12 bilden die Punkte I, II. ..X,XI 
ein Elfeck dritter Art mit 22 Doppelpunkten.) 

Verlängert man die Kanten des «-ecks a*^' Art, 



so verbleiben, da die n Geraden in Summe 



^JlL 



--' Schnitt- 



punkte haben, nach Abzug der « (a — 1) Doppelpimkte 

und der n Eckpunkte des Vielecks noch — 

äussere Schnittpunkte der Kanten des n-ecks «'" Art. Sie 
gruppieren sich ebenso wie die Doppelpunkte auf konzen- 
trischen Kreisen mit den Radien ■~—^, ^=« + 1, a-{-2, ..., 

so dass also die Eckpunkte des w-ecks den Übergang von den Doppelpunkten zu diesen ä 
punkten bilden. Für gerades n liegen die letzten — Schnittpunkte (je zweier parallelen 




Schnitt- 
auf der 



1) Vevgl. die Bemerkung am Ende von Nr, 15. 
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20 B- Besondere Vielecke, 

unendlich fernen Geraden. — Betrachtet man also das vollständige von den n Geraden gebildete regelmässige 
«-seit, so bilden immer die auf dem A'"" Kreise (A^ 1, 2, 3 ... von Innen aus gerechnet) liegenden n Punkte 
vermöge ihrer Verhindung durch die n Kanten ein regelmässiges w-eck der Art A mit (A — l)w Doppel- 
punkten, wobei, wenn l nicht relativ prim zu n ist, der Umfang des Polygons diskontinuierheh wird. In 
Figur 12 ist das vollständige regelmässige Elfseit dargestellt. Hier ist A = 1, 2, 3, 4, 5. Die fünf Elfkanto 
sind sämtlich kontinuierlich, der äusserste Kreis ist hier, weil er zu gross ausfiiUt, weggelassen. Aus dem 
eben Gesagten ergiebt sich eine neue Konstruktion der regelmässigen Vielecke verschiedener Art, die, wie 
in den geschichtlichen Bemerkungen erwähnt war, bereits Bradwardinus u. a, kannten: Das n-ecJc 
(a -f- !)'"■ Art wird durch Verlängerung der Kantm des n-ecks a'^ Art gefunden. 

Zieht man von einer Ecke eines w-ecks «'" Art sämtliche « — 3 Diagonalen, so sind unter diesen 
2(«— 1), deren Enden innerhalb der Umfangswinkel des Polygons liegen. (In Figur 12 die Diagonalen von 
II nach V, IX, VI, X). Der Beweis ist analog dem für die Anzahl der Doppelpunkte. Soleher Diagonalen 

erster Art enthält das n-eck n(a — 1). Die übrigen — -^ Diagonalen liegen mit ihren beiden Enden 

inneihalb der Innenwinkel des Polygons (Diagonalen zweiter Art), während es keine Diagonalen giebt, von 
denen ein Ende in einem Umfangswinkel, das andere in einem Innenwinkel Uegt. Die n(a — 1) Diagonalen 
dei eisten Art gruppieren sich zu je « als Tangenten von a — l konzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkt 
mit dem des Polygons zusammenfällt und deren Peripherie durch die Berührungspunkte in n gleiche Teile 
geteilt wild; dabei fallen entsprechende Tangenten des (A — 1)"" und (A -|- 1)**'^ Kreises, von aussen nach 
innen ioztgesehritten, parallel aus. Die Eadien dieser Kreise sind r cos -^, (A ^ 1, 2, . . . (a — 1)), wenn r, 
wie früher, der Radius des dem w-eck a^ Art umbesehriebenen Kreises ist. Die Diagonalen der zweiten 
Art sind Tangenten der konzentrischen Kreise mit den Radien r cos — , (il = a -|- 1, a -|- 2, . . .). Die 
Kanten des n-eeks bilden als Tangenten des Kreises vom Radius r cos — = p den Übergang zwischen den 
beiden Arten von Diagonalen. Bei geradem n schneiden sich die letzten -^ Diagonalen der zweiten Art im 
Mittelpunkte des Polygons. Betrachtet man also das vollständige reguläre n-ech, so bilden von den '^^^-^ — -' 
Geraden zwischen den n Punkten immer je n als Tangenten des A'™ Kreises ein w-eck der A'^" Art mit 
(A — - 1) w innerhalb der Umfangswinkel liegenden Diagonalen. Ist A nicht relativ prim zu ■(^, so wird das 
M-eck diskontinuierlich. 

18. Reziprozität der regelmässigen Vielecke. Aus den eben beendeten Untersuchungen über das 
vollständige regelmässige n-seit und n-eck erhellt sofort die vollkommene Reziprozität dieser Gebilde. Als 
Direktrix werde nun für das n-eck «"' Art der ihm umbeschriebene Kreis gewählt. Das reziproke 
Polygon ist dann ein w-eek derselben Art. Seine Kanten sind die Tangenten an den Kreis in den Eck- 
punkten des ursprünglichen Polygons. Den n(a — 1) Doppelpunkten des ursprünglichen «-ecks ent- 
sprechen die n(a — 1) Diagonalen erster Art der reziproken Figur und umgekehrt. Je n Doppelpunkte 
des ursprüi^lichen «-eeks bilden vermöge ihrer Verbindungs strecken ein Vieleck der (a — 1), (a — 2), ... 2, 1'"" 
Art. Je n der n(a — 1) Diagonalen erster Art des reziproken Vielecks bilden ebenfalls ein Vieleck der 
Art (a — !),(« — 2),. ..,2,1.0 

19. Gescliichtliclie Bemcrkangen. (Die Kreisteilang. Metrische Relationen.) Wir hatten bereits in 
den geschichtlichen Bemerkuageii in Nr. 12 Gelegenheit genommen hervorzuheben, dass die Theorie der regelmässigen 
Polygone, soweit es sich um Unterscheidung der Art (esp^ce) und Bestimmung der Winkelsumme handelt, wesentlich 
Poinsot zu verdanken ist, und haben daher nur noch weniges hinzuzufügen. Die Resultate der schon mehrfach 
zitierten Ahhandlung Poinsots wurden (ebenso wie die einer Arbeit Cauchys über regelmässige Stempolyeder) 
von Terquem in dem Aufsatze „Sur les poiygones et les polyfedres etoiles, polygones funiculaires, d'apres M. Poinsot^)" 

1) Der Leser entwerte sich eine Figur, etwa für « = 7, 

2) Nouv. annales de Matbem. par M. Terquem et M, Gerono, tome VIIIi*™^, Parig 1849. 
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18, Reziprozität der regelmaesigen Vielecke. 19. GeBchiclitliohe Bemerkungen. (Die Kreisteiluug. Metrische Eolationen.) 21 

wiederholt und erläutert. Besonders wird ein mecliaaiselies Problem, das mit der Lehre von den Sternpolygonen in 
enger Bezietnug steht und sicli in Poinsots Abhandlung gelöst findet, ausführlich behandelt. Wir verweisen hier- 
über auf Günthera „Vermischte Untersuchungen .... etc.", Kap. I, S. 58. Zu dem Kommentar Terqueois hat 
dann Dienger *■) wieder eine deutsche Umarbeitung geliefert. Die Schrift Wieners (Über Vielecte und Vielflache, 1864) 
giebt 8. 13—15 fttr die regelmässigen Vielecke ebenfalls die Ergebnisse Poinsots wieder. Die Untersuchungen 
über die Reziprozität des vollständigen K-ecks und «.-seits, über die Doppelpunkte und Diagonalen findet man aus- 
führlich bei Hess^), dem wir einiges wörtlich entnommen haben, und bei welchem man weitere interessante Eigen- 
schaften der regelmässigen Vielecke abgeleitet findet.^) Ausländische Mathematiker scheinen äch in der neuesten 
Zeit nur wenig mit der Lehre von den regelmässigen Stemvieleoken beschäftigt zu haben. Günther erwähnt nur 
zwei solche Arbeiten und von späteren ist uns nur die bereits zitierte Abh.andlung von Dostor bekannt geworden. 
Von den von Günther aagezeigten Aufsätzen rührt der eine von Muir in Glasgow her.*) Ist s„^a die Seite des 
kontinuierlichen regelmässigen n-ecks a"^ Art im Kreise vom Radius 1, so ist für den speziellen Fall »=10 
bekanntlich: Sio,i 'Sio^s^ !■ Muir sucht analoge Sätae für beliebiges n. Er findet z.B.: Ist n die Potenz einer Prim- 
zahl, etwa gleich j)™, so ist das Produkt IIs„^„ = Yp ^' "■■ ^- ^^^ zweite von Günther zitierte Arbeit hat Pagni 
zum Verfasser; sie dürfte aber über die regelmässigen Polygone kaum etwas Keues enthalten.^} Dostors Abhand- 
lung ist, wenn man von den, wie bereits bemerkt, gegen die heute allgemein angenommenen Anschauungen über 
Sternpolygone verstossenden Hauptsätzen absieht, sehr lesenswert wegen der grossen Zahl metrischer Relationen, 
die sieh in ihr abgeleitet finden und auf die wir am Ende dieser Nummer zurückkommen. Dies führt uns 
auf das Problem der Berechnung und der thatsächlichen geometrischen Konstruktion der regelmässigen Vielecke, 
das, wie auch aus früherem hervorgeht, mit dem Problem der Kreisteihmp") identisch ist. Die Möglichkeit, den 
Bjeis mit alleiniger Verwendung von Zirkel «nd Lineal in n gleiche Teile zu teilen, war lange bekannt, für den 
EaD, dass « = 2', 3 und 5, oder eine Kombination ans diesen Zahlen ist. Gauss erweiterte in den „Disquisitiones 
arithmeticae" diese Zahlenreihe, indem er zeigte, dass die Teilung für jede Primzahl von der Form « ^ 2^ -|- 1 
durchführbar, für alle anderen Primzahlen und Primzahlpotenzen aber unmöglich ist, weU bei diesen auch Gleichungen 
von höherem als dem zweiten Grade auftreten, deren Wurzeln mit Zirkel und Lineal allein nicht konstruierbar sind, 
fi = und |U = 1 geben die bereits dem Altertume bekannten Fälle « ^ 3 und n = 5. Für f» = 2, w = 17 
führte Gauss selbst die Teilung aus. Weitere Konstruktionen des regelmässigen Siebzehuecks gaben, direkt nach 
den Formeln, Grunert in Klügeis Mathematischem Wörterbuch (5. Bd., 8. 811) und Serret in seinem „Handbuch 
der Algebra" (deutsch von Wertheira, 2. Bd.. S. 442). Eine elegante Konstruktion, nach Steiners Vorschrift mit 
Hilfe eines festen Kreises und des Lineals allein, die man v. Standt'') verdankt, ist später von Schröter"'*) noch 
etwas umgesetzt worden. Eine Konstruktion nach Mascheroni, nur mit dem Zirkel, gaben L. Gerard") und 
Mulsow.^**) Die Theorie des Siebzehnecks und die v. Staudtsche Konstruktion findet man recht schön dargelegt in 
einem unten^') zitierten Sohriftehen, dem wir die folgenden weitem Angaben z. T. entnehmen. Für |« = 3 ist 
« = 257; für ji = 4 m = 65537. Da beide Zahlen n Primzahlen sind, so ist die Konstruktion dieser Vielecke 
mit Zirkel und Lineal möglich. Über das 257-eck hat Hichelot 1832 eine umfangreiche Arbeit veröffentlicht.^^) 
Dasselbe Problem wurde neuerdings von Schwendenheim^^) nochmals behandelt. Das 65537-eck ist von Hermes 
(Lingen) in zehnjähriger Arbeit untersucht worden. Das Manuskript wird in der Sammlung des math. Seminars zu 
Göttingen aufbewahrt.-'*) f* = Ö giebt, wie Buler (Oomm. Petrop. VI, S. 104) gelegentlich bemerkt hatte, keine 
PrimzaW, sondern es ist hier « = 641.6700417. Auch f^ = 6 und ft = 7 (s. flir ersteres Lucas, Comptes 
rendus 1877'', S. 136) geben keine Primzahlen^); für fi = 8 aber Hegt noch keine Untersuchung vor. Es ist also, 

1) Über Sternpolygone und Sternpolyeder nach Poinsot, Archiv d. Math. u. Phys., 13. Teil, S. 343. 

2) Hess 1, § 7, S. 617 ff. 3) Ebenda S. 620—625. 

4) Muir, A property of oonvex and stellate regulär polygons of the same number of sidea inecribed in. a circle, 
Messenger of Mathematice, (2) IH, 1873, S. 47—60, Der angefäkrte Satz findet sich in anderer FaBsnng schon bei Gauss, 
Werke, 2. Bd., 8. 26. Vergl. Günther a. a. 0. 8, 351. 6) Günther a. a. 0. 8. 83. 

6) S. hierüber: Bachmann, Die Lehre von der Kreieteüung, Leipzig 1873. 

7) Crelles Journal 24 (1842), 8. 251. 8) Ctellea Journal 75 (1872). S. auch Bachmann, Ereisteilung, S. 69. 
9) Constrnction du poIygone regulier de 17 cötös au moyen du seul compae. Par L. Görard ä Lyon. Math. Ann. 

Bd. 48, Heft 3 (1896), 10) Masoherocische Konstruktionen. Progr. Gymn. Schwerin liS98. 

11) F. Klein, Vorträge über ausgewählte Prägen der Elementargeometrie, ausgearbeitet von F. Tägert, 
Leipzig 189Ö. S. 19—33. 

12) De resolutione algebraioa aequationis fl;"'= 1, sive de divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 
in partes 257 inter ae aequales commentatio ooronata. Grelles Journal 9, 1832. 

13) Sehwendenheim, Das regelmässige 257-eck. Pr. k. h. StaatKgynm. in Teschen, 1892 und 1893, 

14) S, die Mitteilung von Hermes in N"r, 3 der Göttinger Hachrichten 1894. 

15) Für fi = 6 ist n -= 1844674407.'i709561617, 
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22 B- Besondere Vielecke. 

wie mau bemerkt liat^), immerhin möglich, da'!? fi = 4 die letzte Zahl ist, die eiae LBsung zulässt. Auch 
möge noch, als hierher gehöiig, auf pme luteiesoante Ärheit ^on Bochow^) hingewiesen werden, die sich mit der 
Berechnung der Seiten, Diagonalen und Fl<tcheu der mit Zirkel und Lineal komtruierharen Vielecke der Reihen 3, 
4, 5, 17 und ihrer Kombinationen, beschäftigt 

Von der Ableitung metiischer Eelationen bei kon=!tiuierbaren Vielecken, wie sie sich in den Elemeuteu 
findet, soll hier abgesehen werden *) Es ist abei angebiacht, zu bemerken, dass die Begrenzuagsfläctien der regulären 
und halbregulären Polyeder , '■ow ohl des kubooktaedrischen aK des ikosidodekaedrischen Systems den Reihen der 
koEstruierbaren Polygone (3, 6 ... 4, 8 ... 5, 10 .. ,) zugehören; nur im System der prismatischen Polyeder treten 
Begrenzungsflächen von beliebiger Kantenzahl n auf. 

Wir haben versprochen, am Schlüsse auf die tob Dostor abgeleiteten metrischen Relationen hinzuweisen. 
Es bezeichne immer s^a die Kante eines regulären »j-ecks a*™ Art Pn,a) ^»,a dessen Winkelsumme, r den Radius 
des umbeschriebenen Kreises. Dostor nennt mm zwei Polygone P„,o und Psh,«— aa, wenn n ungerade ist, h}r- 
respon^erend, zwei Polygone gerader Kantenzahl Fs„_a und Pan,«_o kot^uffiert. Für korrespondierende Polygone ist 
2J'„,o + ■7^a»,n— Sa = 2«ji; für konjugierte Polygone: Jsh,» + '?2>i,b— a ^= 2«jr, wie leicht durch Berechnung der 
Werte der J zu beweisen ist. Für die Kanten horrespondiermder Polygone dessdhm Kreises gelten die Relationen: 

Für die Kanten Iconjugiertei- Folygone desselben Kreises gut: 

Es sind also, nach der je zweiten Kelation, sowohl die Kanten zweier korrespondierender als zweier konjugierter 
Polygone desselben Kreises die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse der Durchmesser ist. 
Die Beweise dieser Formeln erfolgen durch Einsetzung der Werte der Kanten, wie s^^a'^^rsin — u. s. w. und 
einfache trigonometrische Umformung. Für die Berechnung der Kanten von Polygonen verschiedener Kant«nzahl aus 
einander leisten diese Relationen nicht unerhebliche Dienste, wie sich bei Dostor näher ausgeführt findet. 

20. Ctleicheckige uud gleicikantige Vielecke. Eiu- nnd uinl>esc}iriebe]ic Kreise. Ein gleieheckiges 
Polygon hat, wie in. Nr. 13 erläutert wurde, abwechselnd gleiche Kanton und lauter gleiche Winkel. Die 
Kantenzabl ist somit stets eine gerade. Eine solche Figur wird nach Hessel auch als ein (n -\- nyican- 
tiges glewheeMges 2w-öcä bezeichnet. Ein gleichkantigea Polygon hat abwechselnd gleiche Winkel und lauter 
gleiche Kanten. Da die Winbelanzahl eine gerade ist, so gilt dies auch für die Kantenzahl. Eine solche 
Figur wird man als ein (^^ + n)-eckiges gMchkamtiges 2n--htnt bezeichnen. Um jedes 2w-eck lässt sich, wie 
in jedes 2w-kanfc ein ICreis beschreiben. Wir betrachten zunächst die 2n-ecke. Die Möglichkeit, um ein solches 
einen Kreis zu beschreiben, folgt daraus, dass sämtliche Mittels enkrechten der Kanten sich in einem Punkte 
schneiden müssen. Der Beweis hierfür wird analog dem früheren bei den regelmässigen Vielecken geführt. 
Von dem Mittelpunkte dieses Kreises, der zugleich als Mittelpunkt des ganzen Polygons aufzufassen ist, 
haben die 1., 3., 5. . . ," und ebenso die 2., 4,, 6. . , .'^ Kante des Polygons bez. gleichen Abstand. Es giebt also 
zwei einbeschriebene Kreise, von denen der eine die 1., 3., 5. . , .", der andere die 2., 4., 6. . . ." Kante berührt. 



1) F..Kleiu a. a. 0. S. 13. 2) Boi-how Eme einheitliche Thpone der legelmlsMgen Vielecke Lpzg 

S) S hierübei Hourici Treutlein Lehrbuch d Elt-mentaigeometue H S 118—126 Klugel Math Wörterbuch, 
Ed. V Ai-t Vieleck S 80_ ff J H lan bwmdens Elemente dei Ueomebie (deutsch v Tacobi Jem 1834) S 183 ff. — 
Bürklen Math FormeKaminlung (bammlmg Cö^then) "i 73 u a Für späteren Gebrauch seien nur che folgenden Werte 
Kusammengeatellt lon denen bei jedem Vieleck der erate den Eadiua * dea umbeschnebenen Ereisee der 7weite den 
Radius p dea embeschriebenen Kieises dei diitte den FUi^henmlialt T bedeutet ausgedruckt durch die Kante h des Vielecks. 
Dreieck ^^i —Yl ~Yi Yimeel -^]/2 y 7' Fünfeck erster i.t ^l/lO(5 +y7j ~ l^ö (,5 + 2 Vö) 

^Ybib + ^Yb). Fünfeck meite^- Art: A]/io(5-y5), A ]/ ^"(gTTli'yK) , ^"|/5(5-2y5) 

^yi. Ächleck erster Art.- -|- l/s (2 +l/ä) , -|- (l + )/s) , 2 fc' (l +-J/2) . Aehteck Aritter Art.- ^y2{^-}/2) 



2i'l/3 — ayä. Zeiviieck erster Art: y (l + V^') , yVö + 2l/5, y Ä^^ 1/5 -]- 2 1/5 . Zehnec]i dritter Art. 
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Für die gleichkantigen Polygone gilt: In jedes 2»-ka.nt läast sich ein Ereis besehi-eiben, weil sich die 
Halbierungslinien sämtlicher Winkel in einem Punkte schneiden müssen, was ebenfalls leicht zu beweisen 
ist. Der Mittelpunkt dieses Kreises, zugleich Mittelpunkt des 2«-kants, ist Centrum zweier umbeschriebener 
Kreise, von denen der eine durch die 1., 3., 5. . . .'^ Ecke, der andere durch die 2., 4., 6. . . .'" Ecke des Polygons 
hindurchgeht. Es folgt nun zunächst eine ausführliche Behandlung der gleicheckigen Vielecke. 

21. Entstelinng der gleicheckigen Vielecke. Die Kanten verschiedener Art. Unterscheidet man 
bei einem gleicheckigen Sn-ecke die Ecken, welche gleiche Winkel haben, in Ecken erster und zweiter Art, 
80 ersieht man sofort, dass auf dem umheschriehenen Kreise sowohl die Ecken erster, als die zweiter Art 
für sich die Ecken Ton dem Kreise einbesehriebenen regelmässigen Vielecken bilden. Man wird also um- 
gekehrt ein gleicheckiges 2M-eck auf folgende Weise erhalten.') Auf dem Kreise markiere man n feste 
Punkte 1, 2, 3 ... (n — 1), n, welche unter sich verhunden ein regelmässiges w-eck bilden würden. Ferner 
markiere man in demselben ümlaufasinne auf dem Kreise n weitere Punkte 1', 2', 3' . . . (w — 1)', n', welche 
ebenfalls wie die Ecken eines regelmässigen «-ecks liegen, und denke sieh ge wisser massen die Peripherie des 
Kreises doppelt überdeckt und den Kreis, welcher die Punkte zweiter Art trägt, um sein Centram drehbar, 
so dass die Punkte zweiter Art alle möglichen Lagen gegen die erster Art annehmen können. Die Ver- 
bindungsstr ecken zwischen den Punkten erster und zweiter Art geben dann alle mÖghchen gleicheekigen 
2n-ecke. Ist r der Radius des Kreises, so sei der Bogen zwischen den Ecken 1 und l', also ebenso der 
zwischen 2 und 2' u. s. w. gleich — -e, worin ff eine reelle veränderliche Grösse ist. Ist a = 0, ao fällt 1' 
mit 1 zusammen (dasselbe gilt immer fdi zwei Punkte p^ und p'). Ist e = 1, so fallt Punkt 1' auf 2. Ist 
ö< 1, so fällt der Punkt 1' auf den Bogen zwischen 1 und 3. Ist ff > 1, z. B. gleich der ganzen Zahl m 
^< m), so fäUt 1' auf den Piinkt m -f- 1 Ist w < ff < m -|- Ij so fällt 1' auf den Bogen zwischen den 
Punkten m -j- 1 und m -\- 2. Die pas'^ende Verbindung dieser 2w Teilpunkte, je eines Punktes erster Art 
(zweiter Art) mit je zwei Punkten zweiter Art (erster Art) liefert die verschiedenen Arten der 2H-ecke, wobei 
eich noch verschiedene Möglichkeiten durch verschiedene Wahl 
von ergeben. Es sei zunächst immpr 6 < 1 voravsgeseiBt, 
ao dass also die 2w Punkte auf dem Kreise m der Beihenfolge 
1, 1', 2, 2', 3, 3'. . . (m — 1), (n — \)', n, n' liegen. Zwischen 
diesen 2w Punkten lassen sich in Summa w(2« — 1) Strecken 
ziehen, welche in folgende drei Gruppen zerfallen: 

a) Die Verbindungsgeraden lediglich zwischen den Punkten 
erster Art 1, 2 ... w. Sie bilden ein vollständiges regel- 
mässiges w-eek aus -— - — — Kanten, von denen nach 
früherem je n Kanten Tangenten an den Kreis vom 
Radius r cos — , (A = 1, 2 . . .) sind. 

b) Die Verbindungsgeraden nur zwischen den Punkten 
zweiter Art 1', 2' . . . n', für welche dasselbe gilt wie 
für die Punkte unter a). Diese Geraden unter a) und 
b) geben nicht Kanten,, sondern nur Diagonalen des 
gleicheckigen 2»-ecks. pig j, 

c) Die Verbindungsgeraden der Punkte erster Art mit 

denen zweiter Art, an Zahl gleich n^, welche als Kanten der verschiedenen 2M-eeke auftreten. 

Von diesen n^ Kanten haben immer je n gleichen Abstand vom Mittelpunkte. Jede dieser Kanten 

lässt zweierlei Auffassung zu, je nachdem sie von einem Punkte erster Art p zu einem Punkte zweiter 

Art q', oder von einem Pimkte zweiter Art p' nach einem Punkte erster Art q läuft. Man denke sieh die 




n^' 






1) Eine andere Erzeugungs weise dieser Figuren kommt später 
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Kanten der Keihe nach in demselben Sinne verfolgt, den die Umlauf sriehtung des Kreises, d. li. die 2« Punkte 
1, 1', 2, 2'. . . andeuten. Unter einer p**" Kante, kurz Kante p, verstehe mtui die Kante von 1 nach p' und 
alle mit ihr gleichlangen Kanten, d. h. die von 2 nach p-\-l , von 3 nach p-\-2 u. a, w. Es sind also (Fig. 13): 
die Kanten 1 die Kanten von 1 nach 1', 2 nach ä', 3 nach 3' u. s. w., 

„ „ 2 „ „ „ 1 nach 2', 2 nach 3', 3 nach 4' u. s. w., 

„ „ p „ „ „ 1 nach p', 2 nach p-\-l , 'd nach p-\-2 u. s. w., 

„ „ 11 — 1 „ „ „ 1 nach K— 1 , 2 nach n', 3 nach 1' n. s. w., 

„ „ n „ „ „ 1 nach n, 2 nach 1', 3 nach 2' u. s, w. 

Allgemein kami man sagen: Dk Kante p ist die Kante von irgend einem Funkte m nach einem Funkte 
p-\-m — 1 , wobei zu berücksichtigen ist, dass der Punkt w + A identisch mit dem Punkte X (< n) ist. 

Rechnet man nun die Kanten von den Punkten p nach den Punkten q in demselben Sinne, so folgt 
in der Peripherie auf den Punkt 1' der Punkt 2, auf 2' der Punkt 3, u. s. w. Unter der p'^" Kante, kurz 
der Ka/nie p', versteht man dann die Kante von 1' nach ^ + 1 und alle mit ihr gleich langen Kanten, d. h. 
die von 2' nach p-\-2, 3' nach p-\-S u. a. w. Es sind also (s. Fig. 13) 

die Kanten 1' die Kanten von 1' nach 2, 2' naeh 3, 3' nach 4 u. s. w., 

„ „ 2' „ ,1 „ 1' nach 3, 2' nach 4, 3' nach 5 u. s. w. , 

„ „ p' „ „ „ 1' nach p-\-l, 2' nach p -j- 2, 3' nach p-\~'d u, s, w., 

„ „ n — 1 „ „ „ 1' nach n, 2' nach 1, 3' nach 2 u. s. w., 

„ „ n' „ „ „ 1' nach 1, 2' nach 2, 3' nach 3 u. s. w. 

Allgemein: Die Kante p' ist die Kante von irgend einem Funhte m' nach einem Funkte p -\- m. Aus den 
beiden Tabellen schon folgt durch Vergleichung: Die Kanten p sind, ihrer Länge nach, identisch mit den 
Kanten n -\- \ — p\ doch ist der Sinn, in dem sie dui'chlaufen werden, der entgegengesetzte. Der all- 
gemeine Beweis hierfür wird sofort geliefert werden. 

22. Die Wißkel des gleieheckigen Vielecks, die Kauten und die fiadien der einbeschriehenen Kreise. 
Es möge zunächst der ziur Kante p gehörige Centriwinkel «p bestimmt werden. Eine Kante p geht z, B. 
von 1 nach p'. Nun ist der Centnwinkel über dem Bogen 1 p gleich {p — 1) "IT > *^^^ ^^'^ *^^°^ Bogen p p' 
gleich — - 0, also der Centriwinkel über dem Bogen 1 p' gleich der Summe dieser, d. h. 

w, = 3 (p — 1 + ff) -J • 
Ebenso berechnet man den Centnwinkel über der Kante p' (z. B. von 1' nach p -\- V) als Differenz der 
Centriwinkel über den Bogen 1 p + ^ ^^^d 1 1 au 

Aus der letzten Formel ergiebt sich: o -^ ' ^-- ' = 2 (w -]- I — p — &) — d. h. es ist w^ -|- o} —r]^_ ' = 2jr. Bei 



Auffassung der Kante p als Kante n -\-\ —p ergiebt sieh also der Centriwinkel als Ergänzung des vorigen 
zur vollen Umdrehung; die Kante ist demnach in entgegengesetztem Sinne zu rechnen, wie oben behauptet 

war. Ist Kp die Länge der Kante p, so ist Kp = 2r sin -^ = 2r sin (?) + 1 — e) — ■ Analog gilt für Kp 

Kps = 2r sin (p' — e) — ■, 
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■ 22. Die Winkel d.gleicheek. Vielecks, dieKantenu. d.Eadiend. eiDbeacbr. Kreise. 2S. Die gleicheck, 2 w-ecko d. ersten Art. 25 

Bedeutet Upp' den Umfangswinkel des 2w-eeks an einer Ecke, dereu Kanten p und p' sind, so iat, 
wie mit Benutzung von Fig. 14 leicht abzuleiten ist: 



Die Radien der die beiden Arten von Kanten p und j 
seien Pp und pj,-. Dann ist 



berührenden Kreise 



Pp = r cos ~ und p^' ^ 



Qf, = r COS {p — 1 -j- ö) - 



= J*C08 (p' — o) - 




Gehört eine Kante zu einem Gentriwinkel > je, so ist ihre Länge K positiv, 

der Radius q des Berührimgskreises aber ist negativ zu nehmen. In der That ist z. B. 

= r eos(n+ 1 — P~ß] -^ = r cos Fw — {p — l-j-ff)-^j = — rcos(j3 — l + ff)-^ = ~ pp. 

Es sollen nun in den weitern Nummern die verschiedenen Arten des 2»-ecks und deren ' 
Varietäten der Reihe nach dargestellt werden. So lange keine der Kanten p und p' einen Centriwinkel 
grosser als m besitzt, gilt zur Einführung das folgende. Die Art a eines 2«-eeks ist bestimmt durch die 
Gleichung 2ast = 2n-Upp' d. h. nach Einsetzung der Werte für ra^ und G>p' in Uj,j,- durch: 

2(iit =^ 2n(p -{- p' — 1) -^ , 

woraus a = p -\- p' ^ 1 folgt. Es ist also, da p und p' nur positive ganze Zahlen sind, die Gleichung 
befriedigt, f ür a = 1 durch ^ = 1, y = 1'; für a = 2 durch ^ = 1, p' = 2' und j) == 2, ß' = 1'; für « = 3 
durch p= 1, p' = Z'; ji = 2, p'= 2' und p = 3, jp'= 1'; u. s. w. 



23. Die gleicheekigen 2n-ecke der ersten Art. Ein solches 2M-eck wird gebildet von den Kanten 1 
in Verbindung mit den Kanten 1', so dass der Perimeter 1 r22'33' . , . ««' 1 wii'd (s. Fig. 7, Tafel I, das gleich- 
eckigeZehneck erster Art). Hier ist nach den allgemeinen Formeln 0^=26 — , (a/^2(l — ff)—; .Si=2rsin — , 
.ST/^ 2)- sin (1 — ff)—; %,i'== — ■ Für ff = "s" wird K^ = K^, und das gleicheckige 2«-eck wird zum 
regulären 2w-eck. Für ~ < ö < 1 vertauschen die Kanten K^ und K.^ ihre Länge. Dasselbe 2w-eck erhält 
man durch Zusammenfügen der Kanten n und w', nämlich 1, n',n, n — \ ,n — ^ 1 ... 2', 2, 1', d. h, in um- 
gekehrtem Sinne wie vorher. Hier wird «„,„■ ^ (2w— 1) — , also a = 2w — 1, was mit den Betrachtungen 
über die Art a eines Vielecks in Nr. 4, wonach bei Umkehrung des Umlaufssinnes des Perimeters die 
Ergänzung der Zahl a zur Zahl der Seiten des Vielecks als neue Artzahl a,' erhalten wird, üb er einstimmt. 
Das gleicheckige 2w-eck erster Art hat keine Doppelpunkte und sämtliche Diagonalen liegen mit beiden 
Enden in Innenwinkeln des Polygons. 

24, Die glcicieckigen 2n-ecke der zweiten Art. Die Kanten 1 in Verbindung mit den Kauten 2' 
geben das gleicheckige 2w-eck zweiter Art 11' 33' 55'. . . mm'22'44' m — 1 m — 1 (s. Fig. 8, Tafel I, wo 
K = 5 ist). Das Vieleck ist kontinuierlich oder nichl^ je nachdem n ungerade oder gerade ist. Für gerades n 
besteht die Figur aus zwei sich kreuzenden gleicheekigen w-ecken der ersten Art. Es ist Ä"^ = 2r sin - — , 
K^ = 2r sin (2—6) — , iti^a- = — ■ Die Zahl der Doppelpunkte ist gleich n; sie bilden ein reguläi'es »»-eck 
der ersten Art, erzeugt durch die Kanten 2'. Für die Werte von e zwischen und 1 ändert sich nur die 
Länge zweier auf einander folgenden Kanten, für ff = 1 entstehen zwei auf einander fallende jj-eoke erster 
Art. Das Vieleck hat n Diagonalen, die mit beiden Enden in den Umfangs winkeln liegen (immlich 
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26 B. Besondere Vielecke, 

1'2, 2'3 u. 8. w.) und 2j» Diagonalen, die mit einem Ende in eiaem InnenwiiLkel, mit dem andern in 
einem Umfangswinkel liegen (nämlicli 12, 23, 34 ... «1 nnd 1'2', 2'3' . . . w'l'). Es geht also Yon jeder 
Ecke de3 2w-ecks eine Diagonale aus, die in zwei Umfangswinkeln liegt und ebenso eine Diagonale, 
die in einem Umfanga- und einem Innenwinkel liegt, ^) Setzt man die Zahl aller aber 2n-j-2n = 4n, 
so sind die ersteren doppelt gezählt, die letzteren einfach, Ist also die Anzahl der ersteren Z)m, u, die der 
letzteren 2 Du, i, so ist 2 Du, u + 2 Du, i^= in oder Du, u-j- Du, i=2n. Diese Gleichung ist charakteristisch 
für das 2m- eck. 

Genau dasselbe 2)ä-eek, nur in umgekehrtem Sinne, wird von den Kanten n — -1 und n' gebildet.^) 
Kombiniert man nun die Kanten 2 mit 1', so ergiebt sich das Yieleck 1 2'3 4'... w — i w 1'2 3'4, . 
. . M — 1 n' (Fig. 9, Taf. I, für n ^ 5), welches ebenfalls ein 2«-eck zweiter Art ist. Hier wird 

K=2r6m (1 + ö) -J, ^'= 2r sin (1 — o) -- , «i.s -= ~- 

Dieses Vieleck entspricht dem ersten, nur sind hier die Eckpunkte erster und zweiter Art Tertauscht, Auch 
hier ist Du, u -f- Du, i == 2n. Es giebt also von dem 2'nreck zweiier Art fmr eröe Varietät. 

25. Die gleicheckigen 2n-eeke der dritte« Art. Nach den vorläufigen Betrachtungen am Ende von 
Nr. 22 sind zur Erzeugung der 2w-ecke dritter Art drei Möglichkeiten vorhanden, ß) Die Verbindung der 
Kanten 1 mit den Kanten 3' giebt das 2)«-eck ir44'.,.M — In — 1 2 2'.,.w — 2» — 2 von der dritten 
Art, das kontinuierlich ist, wenn » relativ prim zu 3 ist; z. B. Eig. 15 für w = 7 (das Zehneek dritter 
Art Tafel I, Fig. 10 kommt später zur Sprache). Von den Diagonalen liegen 2w, nämhch die Kanten 1' 

und 2' je in zwei Umfangswinkeln, dagegen 4m, nämlich je 2n aus den 

Gruppen a) und b) in Nr. 21 in einem Innen- und einem umfangswinkel. 

Es ist also 

%Du, M + 2Du, i^4n + 4n oder Du, w + Dw, i = 2 (3 — 1) n. 

Doppelpunkte sind 2» voihanden, welche vermöge ihrer Verbindung durch 

die Kanten ein regelmassiges 2iä-eck der zweiten Art bilden, 

ß) Die Verbindung dei Kanten 2 mit 2' giebt das 2«-eek dritter Art 

12'45'...wl'34' iI^^K'23'... W^^ n^^' (Fig, 11, Taf, I, für w = 5). 

Es ist DUfU^in, Du,i=^0, somit wieder Du,u-\-Du,i^2(ß — 1)«. 

Dagegen ist die Anzahl der Doppelpunkte hier eine andere. 
j^ Bezeichnet maii mit S-j künftig die Anzahl der Doppelpunkte, welche 

Schnittpunkte der Kanten erster Art unter sich sind, mit ■9-g die Anzahl der 
Doppelpunkte der Kanten zweiter Art unter sich, mit &^ die Anzahl der Doppelpunkte, welche Schnittpunkte 
der Kanten erster Art mit denen zweiter sind, mit & die Summe ^i + ^'a + ^ai ^'^ ^^^ ^^^ "^^^ unter a) 
behandelten 2«-ecke dritter Art 9^ = 0, ^g ^ 2n, &g = 0, also d- = 2n. Hier im Falle ß) ist aber 
&^ = M, &2 ^= w, *3 = 2n, also ■9' = 4w. y) Die Verbindung der Kanten 3 mit 1' giebt ein 2n-eck dritter 
Art, welches von derselben Varietät wie das unter a) behandelte ist (Tafel I, Fig. 12, für n = 5). Es giebt 
cdso für « ^ 3 zwei wesentlich verschiedene Varietäten, die sich dwch die ÄtmaM der Doppelpunkte sowie 
durch die Grössen Du, u und Du, i unterscheiden, wobei aber die Stimme Du, u -)- Du, * ^ 2 (3 — 1) », der Art a 
eharakteris^ch, dieselbe bleibt. 




1) Die Anzahl der Diagonalen verschiedener Art wird auch im folgenden stets dadurch heatimmt, dass ma: 
einer Ecke ausgehenden Diagonalen unteraueht, 8. Hess I, S. GSÜff. 

2) Auf diese rückläuflgen Vielecke, deren Art a' die Ergänzung der Art a der reclitläuägen Figuren zw 2« 
künftig nicht weiter hingewiesen werden. Auch die Pormeln für K, K' u, b, w. werden, aJa leicht aus den aUgemi 
leitliar, nicht immer angeführt. 
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42 D, gleicheck. 2K-eoked. 2, Art. 25. D. gleicheck. 2»j-eoked. 3. Ait, 2fi.D, gleicheck. 2)!-eclie d.i. Art, 27. Gleiokeckige etc. 27 

26. Die gleicheckigeit 2n-ecke der vierten Art. Sie entstehen durcli Kombination der Kanten 



a) 1 und 4', Fig. 16 für w = 9; ß) 2 uaA 3', 
Für diese Vielecke ist: 



. 17 für M = 9; y) 3 und 2', Fig. 18 für m = 9; 




». 


-0, 


» = 3». 


*3 


— 2.1, 


» — 5». 


»S 


— 3«, 


* = 5«. 


», 


— 0, 


# = 3m. 




Es iat also stets Du,u-\-Du,i = 6n = 2(4:—l)n eine für die Art charakteristische Eigenschaft, wälirend 
zwei Varietäten existieren, die sich durch die Zahl & der Doppelpunkte unterscheiden, y) geht aus ß) ebenso 
wie d) aus a) durch Vertauschung der beiden Punktreihen hervor. Man beachte ferner die bisher immer 
als richtig befundene Gleichung Du,v,=' %•. Die obigen Resultate sind aber nur gültig, wenn für ungerade 
« dieses > 5, für gerade n dasselbe >6 ist. Für Werte von k^5 bra. 6 tritt eine andere Verteilung 
der Du, u und Du, i ein, worauf spater zurückzukommen ist (vergl. bereits hier Tafel I, Fig. 13ff, für « = 5). 
Wenn alle Kanten des Sw-ecks dem Kreiscentrum ihre innere Seite zukehren, erhalten die Zellen von aussen 
nach innen die Koeffizienten 1, 2, 3, 4. Die dn Doppelpunkte der Varietät cc) bez. $) liegen zu je n auf 
drei konzentrischen Kreisen und bilden für sich ein reguläres n-eck der dritten Art, welches in Figur 16 
diskontinuierlich ist, nämlich aus drei sich kreuzenden Dreiecken besteht. Von den 5n Doppelpunkten 
der Varietät ß) bez. y) liegen die n ersten d-^, gebildet von den Kanten 2 (a. Fig. 17), auf einem Kreise; 
von den 2n Doppelpunkten &^, gebildet von den Kanten 3', liegen je n auf einem Kreise; die 2n Doppel- 
punkte &g aber, gebildet von den Kanten 2 und 3', liegen insgesamt auf demselben Kreise und bilden ver- 
möge ihrer Verbindung ein gleicheckiges 2w-eck zweiter Art. Im folgenden werden nun die verschiedenen 
Varietäten der ra*^" Art eines gleicheckigen 2w-ecks zusammengestellt, hierbei aber die Fälle eines ungeraden 
und eines geraden a gesondert behandelt. Femer sei vorausgesetzt, bei ungeradem n, dass a<i—- — , hei 
geradem n, dass «<— sei. Das 2«-eck a*"' Art hat einen kontinuierlichen oder diskontinuierhchen Peri- 
meter, je nachdem a relativ piira zu w iat oder nicht; die entwickelten Eigenschaften sind aber hiervon 



27. Gleicheckige 2 n -ecke der Art a = 2p'j~ l, wenn a < — 5— bez. <-„ ist.^) Von dem gleich- 
eckigen 2M-ecke der 2^* + 1"*" Art giebt es p + 1 Varietäten, welche durch die Verbindung der folgenden 



Kanten zu stände kommen: 
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B. Besondere Vielecke. 
; Varietät durch Verbindung der Kanten 



2p- 






p^2 



p-q+2 



2'" .- ,■- >, :> „ ^P „ 2', 

„ erste „ „ „ „ „ 2p -\- 1 „ 1'. 

Es tritt also die ^'^ Varietät zweimal auf, nämlich sowohl durch Verbindung der Kanten g mit den Kanten 

2^ — 2 -|- 2 , als auch durch Verbindung der Kanten 2p — 3 + 2 mit den Kanten <[, dagegen die letzte, 

d. h. die ^ -f" 1" ^"^ einmal, durch Verbindung der Kanten ^ + 1 und p -\-\ . Es ist för die g"'* Varietät 

i>M,w = 20 + g'— 1)m, !>»,« = 20 — 2 + 1)»; 

also ist Du, u + Du, i^^ D = ipn für alle 2n-ecke der Art a ^ 2j) + 1, Für die drei Klassen von Doppel- 
punlften gilt für die $'* Varietät; 

^^ = (^—1)», %-^ = {2p — q-\-\)n, *3 = 2(g— 1)«, somit & =^ 2{p-\-g—l)n, 
und es ist Du, u^= &, d. h. die Varietäten dieser 2K-ecke sind sowohl durch die Anzahl der in Umfangs- 
winkeln liegenden Diagonalen, als durch die Zahl der vorhandenen Doppelpunkte charakterisiert. Nach den 
früheren allgemeinen Ableitungen ergeben sich die zu den beiden Kanten des 2w-ecka der g*^" Varietät der 
2p + 1'™ Art gehörigen Centriwinkel ra und ö' zu (o ^ 2 ((^ — l-\-e) — und ro' = 2 (2p — g + 2 ^ — ö) — , 
woraus der Umfangswinkel gleich (2p + 1) — folgt. Die beiden Kanten sind K = 2r am (q — ■ 1 + e) — 
und K' = 2r sin (2p — q-\-2^a) — - Sämtlidie Varietäten besitzen die Eigenschaft, dass ihre TJmfangs- 
winkel den Mittelpunkt des Kreises ausschliessen, weil der zu einer der beiden Kanten gehörige Bogen 
niemals grösser als ein Halbkreis ist. Es erhalten daher sämtliche Flächenzellen positive Koeffizienten und 
zwar die innerste, den Mittelpunkt einsehliessende, den Koeffizienten a = 2p + 1. Es lassen sieh femer die 
Ausdrücke für die Kanten für alle Varietäten unter der Form Ä"=2rsin — und K'^2rsm {« — e) — 
daratellen, sobald man nur bei der g"" Varietät das Intervall der Werte für ö zwischen g — 1 und q nimmt, 
denn die obigen für das Intervall < e < 1 erhaltenen Werte nehmen die eben bemerkte Form für 
e' == 2 — 1 + an. 

28. Gleicheekige 3«-ecke der Art a=2p, wenn a< — 5— bez. <-„- ist.*) Es ergeben sieh j? 
verschiedene Varietäten und zwar die q^" Varietät durch Verbindung sowohl der Kanten q mit den Kanten 
2p — q -{- 1 , als auch der Kauten 2p — j + 1 ^^^ '^'^^ Kanten q'. Hier tritt jede Varietät zweimal auf. 
Allen gemeii^am ist die in der Gleichung D = 2(2p — 1)m ausgesprochene Eigenschaft. Dagegen ist für 
die g^ Varietät 



1) Hess I, § 15, B. 65Ö— 657, 
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28. Gleicheckige2»i-eckea.Art(j=2j),weimtt<— |^ljez.< — ist. 29. Gleiclieck. 2yi-ecke d. Art o = -~-bez. ■■ 29 

Dm, U = (2p -\-2q — S}n, Du, i = {2p—2q-i- l)n; 

femer 

^j = (^ — 1)m, »^ = (2p — q)n, d-j = 2(<^ — l)n, 

also 9 '^ (2p-{-2q — 3), so dass auch hier die Beziehung 9='Du,u besteht. Die übrigen Betrachtungen 
sind analog denen der vorigen Nummer. 



29. Gleichectige 2«-ecke öer Art a = 



t + l 



tez. 



Die jetzt anzustellenden Betrachtungen 
bilden den Übergang zu denen der folgenden Nummer, indem hier zum erstenmal die fortan regelmässig 
wiederkehrende Einteilung der Varietäten einer bestimmten Art in swei unterschiedene Gruppen nötig wird. 
Es wird hier der Fall eintreten, daas eine der beiden Kanten dem Mittelpunkte des Kreises die nichtschraffierte 
Seite zukehrt, so dass das Polygon Zellen mit negativen Flächenkoefiizienten enthält. Es ist zunächst bei 
ungeradem M « = — -~-^ und wie bisher wird die q^^ Varietät durch Verbindung der Kanten q mit den 

q' erhalten. Die erste Varietät, die durch 



» + 3-3g , 



Kanten ■ ■ ■ ~ ■ ^ bez. der Kanten ^ — — mit den 

Verbindung der Kanten 1 und ^^-i— entsteht, immlieh das 2n-eck 1 1' " - "T ' " -""T" 2 2' 
■ ■ nn' -~~- ~^t — 1, hat dann, ganz analog dem früheren gebildet, die charakteristischen 
Du, u = ■ ■ n, Du, i = —= — -n, D = 2 ■ — r — n; 

Ö., =0, &„ = ^^^ -n, e-, = 0, & ==- ~'^- ■ n. ■ 



Dabei ist 



= 2r sin -- 



K' = 



«4-1 



Nun. beachte man aber, dass der zu der Kante K' gehörige Bogen, dessen Centriwinkel ro' = 2 (-^ ej '^- 

ist, für alle Werte von « zwischen und -g- grösser ist als ein Halbkreis, für = -ä gleich einem Halb- 
kreise, und für ff zwischen — und 1 kleiner als ein Halbkreis wird. In dem ersten Falle < e < -5- schliessen 
daher die Umfangswinkel den Mittelpunkt des Kreises ein; der Radius q' des die zweiten Kanten berühren- 
den Kreises p' = »• cos r"j" — ff J — erhält einen negativen Wert, d. h. der Kreis berührt die Aussenseiten 
dieser Kanten, und die innern P^chenteile erhalten infolge dessen negative Koeffizienten (Taf I, Fig. 10, 
wo w = 5, also a == 3 ist). Für e = — _, 

wird der zu K' gehörige Bogen ein Halb- 
kreis, die Kante K' wird Durchmesser und 
sämtliche Doppelpunkte des Vielecks fallen 
im Centrum des Kreises zusammen. Für 
— < ff < 1 ist der zu K' gehörige Bogen 
wieder kleiner als ein Halbkreis und die 
Umfangswinkel schliessen den Mittelpunkt 
wieder aus. Diese Varietät entspricht also vollständig den früher betrachteten. Man vergleiche hierzu auch 
die nebenstehenden Figuren 19a, b, c für w == 3, « =2. Es ergeben sich also für ff in den Intervallen von 
bis Y ^^^ ""^^ V ^^^ 1 ^'^^^ wesentlich verschiedene 2w-ecke, für welche jedoch die Werte der Du, 11, etc. 
(s, oben) dieselben bleiben. Dasselbe Resultat ergiebt sieh für das durch Verbindung der Kanten — - — und 1' 
entstehende Polygon, für welches aber der zur ersten Kante K gehörige Bogen für zwischen y und 1 
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30 B. Besondere Vielecke. 

grösser als der Halbki-eis wird. Bei sämtliclieu übrigen Varietäten des 2«-ecka der Art " ■ "!" ■ ■ tritt dieser 
Umatand nicht ein, und sie bieten also niciits Neues. 



bei geradem n besteht das gleicbectige 2«-eck aus - 



sich kreuzenden 



Eechtecken. S. Fig. S 




für w = 6, a = 3; kombiniert sind die Kanten 3 und 1'. AJle für die Doppelpunkte 
und Diagonalen abgeleiteten Eigenschaften finden sieh auch bei diesen Figuren. 



30. Gleieheekige 2're-ecke der 

Torausgesetzt, und für gerades [ui 



i auch p ge: 



^ei dabei stets p <in 
i [ungerade]. Bereits 



bei der ersten Varietät dieses 2w-ecks, wobei die Kanten 1 mit den Kanten 



l+P_ 



kombiniert sind, ist, wenn p > 1 vorausgesetzt wird, der zur zweiten Kante K' 
gehörige Centriwinkel (a'^2 ( ""T^ — e J — für 0<6<1 gi-össer als ein Gestreckter, 
und die Umfangswinkel des Vielecks schliessen den Kreismittelpunkt ein. Es sind also 
*' dieae2»*-eckeinzweiGruppenzu bringen: Bei dererstm GrvppescMiessendie Umfangs- 

iotnld d^n Kieibmittelfunkt ein, hei der sweiten nicht. Die g" Vaiietät der ersten Gruppe kommt durch Verbinflung 

der Kauten <i mit den Kanten " 2U stände, und es wird dabei bei ungeradem n q ^ ■■■ ^— , 

bei geradem » 5 ^ "f- rorausgesetzt. Bei aUen, Vcmetaten dieser ersten Gruppe ist die Anzahl der Diagonalen, 
welfhe mit hftden Eil.fn m JJmfangsmnkeln liegen, dieselbe. Betrachtet man ?,. B. Fig. 21, wo «^10, ^^4, 





also a ^ 7 und $ = 1 ist, so liegen in TJmfangswinkeln von 1' ausgehend einmal die Diagonalen 1' 2, 1' 3, ... 1' 7 



lallgemein bis 1' - 



also in Summa 6 (allgeme 



. "■ + P 



en, ferner aber die Di^onalen 



V 5', 1 6', 1' T ( allgemein von 1' 



« -(J.-4 ) 



bis 1' ^^^1 d. h. 3 {im allgemeinen p — 1) Diagonalen; so 



n + sp-i 



ist. Genau 



Ergebnis liefert die 



da&s die Summe allei diesei Diagonalen von 1' aus - 
Betrachtung von Fig 22, wo « = 10,^ = 4, a=7, 2 = 2 ist, wenn man die von 2' ausgehenden Di^onalen 
veifolgt Äu€h dw Anzahl der IMcigoncäen., welche mit einem Ende in einem Umfangswinkel, mit dem cmdem 
in etnem Innenwinkel hegen, ibt unabhängig von q. In Fig. 21 sind dies die Diagonalen 1' 2', 1' 3', l' 4' 
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30. Gleicheckig- 2ji-ecke der 7" °" ^i'*' 31 

lis 1' -) (1. li. — 2"- Diagonalen. Mit Berücksichtigung aller Ecken ergeben sieh 

somit die Ausdrüctß Du, u = "^ ^ — - ■ w, -Dw» * = ^-^— ■ « und damit D = 2 ( " T" - -^ — l) «. 

Die Anzahl der verschiedenen Doppelpunkte ändert sich dag^en mit dem Werte von q. Es ergiebt 
sich für die $** Variet-at: 

*^ = (,j-l)„, ^^_ ''-g + -3(g-i) .^^ ^3 = 2(g-l)*i, also ^ = [^ + 4(e- l)],;-. 

Die Doppelpunkte #3 liegen zu je »« auf a ' — konzentrischen Kreisen, und die n Punkte auf dem 

äussersten dieser Kreise bilden die Ecken eines reguhtren w-ecka der Art — ~^ — —, dessen innerste 
Zelle — ein reguläres w-eek erster Art — , die zugleich die innerste Zelle des ganzen gleieheckigen 
2«-eck8 ist, den negativen Koeffizienten ( — ^J hat. Die äussersten Zellen an den Ecken des regulären 
w-ecks besitzen den Koeffizienten q — 2, welcher positiv ausfällt, falls q> 2 ist. Die Zellenkoeffizienten des 
regelmässigen jj-ecks nehmen hier von aussen nach innen inuner um die Einheit ab, so dass also in diesem 
inneren »-eck und damit im 2w-eek als Ganzem Zellen mit dem Koeffizienten Null, welche als Löcher in 
der Ebene des Vielecks anzusehen sind, auftreten, wenn 5 ^ 2 ist. Man vergleiche hierzu die Fig. 21 und 22 
und die Zehnecke Pig. 13 und 14 auf Tafel I. Eür Pig. 13 ist, da w = 5, ^ = 3, a = 4, q=l ist: 
Dm, u = 25, Bit, i = 5; ^^ = 0, 9-^ = 5, »^ = 0; der Koeffizient der innersten Zelle ist ~ 1. Für Fig. 14, 
wo K = 5, p = S, a = i, q = 2 ist, findet sich Du,u = 25, Du,i = 5, &^ = b, 0-^ = 10, *g = 10; der 
Koeffizient der innersten Zelle ist ebenfalls — 1 ; es treten aher auch ZeUen mit dem Koeffizienten Null 
auf. Das oben erwähnte r^elmässige w-eck ist hier ein Fünfeck zweiter Art. Durch Vertauschung der 
Kanten erster und zweiter Art entsteht das Zehneck derselben Art und Varietät Fig. 16, Taf. 1. Dieselbe 
Vertauschung der beiden Arten von Kanten ist natürlich wie früher auch für den allgemeinen Fall der 
Erzeugung der 3**" Varietät des 2«-ecks der Art —^ gültig. Bei den vorherigen Festsetzungen war übrigens 
K = 2r sm {q — 1 -J- u) — , K' ='2r sin r''^ ^ ^^ ... . > _ A —^ wobei 5 zwischen und 1 liegt; nur darf 
für die letzte Varietät hei ungeradem n der Wert von nur zwischen und -^ variieren. Es existieren also 
von einem gleicheckigen 2w-eck - - „ ^ '"' Art der ersten Gnippe bei ungeradem « ^"T , bei geradem n -^ 
verschiedene Varietäten. Für alle beträgt der TJmfangswinkel, welcher den Mittelpunkt des Kreises ein- 
schliesst, — -|-^-— -; ferner haben sowohl Du,u wie Du^i dieselben von der Varietät unabhängigen Werte; 
dagegen sind die einzelnen Varieiäten charakterisiert durch die Anzahl und Beschaffenheit der auftretenden 
Doppelpunkte. Die Gleichung & = Du, u ist hier nickt gülUg, ausser scheinbar für die letzte, d. h. -■"!" ■ " 
Vai-ietät bei ungeradem w, weil nämlich dieselben Werte für %■ and Du, u bei der ersten Varietät der zweiten 
Gruppe, deren Betrachtung jetzt folgt, auftreten. 

Bei Untersuchung der verschiedenen Varietäten der zweiten Gruppe der 2«-ecke der Art ■—-- sind 
die Fälle von geradem und ungeradem n getrennt zu behandeln, ^s sei n zunächst n ungerade. Die erste 
Varietät dieser Gi-uppe kommt dann durch Verbindung der Kanten "T und "T zu stände, d. h. durch 
dieselben Kanten, durch welche die letzte Varietät der ersten Gruppe erhalten wurde; nur darf jetzt dabei 6 
nur zwischen -^ und 1 liegen. Für = y "^^^ nämlich K' = 2r, d. h. gleich dem Durchmesser, für ff > y 
wird K' <, 2r. Die Grössen Du,u, Du,i, d'-,, &^, &g haben dieselben Werte wie bei der letzten Varietät der 
ersten Gruppe; der Wert für •d'g hat sein Maximum —5— ■ » erreicht, und es gilt für diese und die weiteren 
Varietäten wieder die Relation ö'=iJi(,M. Für jede folgende Varietät wachst fl-j um 1-w, ö-j'^™' 1'" und-g-jist gleich 
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32 B- Beaoadere Vieleclte. 

2-Ö'^. Die k^ Varietät der zweiten Gruppe, welches zugleicli die - 



* Varietät der Art - 



Du, M = - 



t~\-2(k — l)n, Du,i= (!L_^ + 2(ä-1))m, 



*i = ( V^ -f (^ - 1)) n, S-, = (^^ - {k - 1)) «, *3 = 2&„ 



Die Zefefc Varietät entsteht, wenn —1-^ gerade ist, für h = ■ — ^ - ^ - ; ist -~-^ ungerade, so kommt die letzte 
Varietät für h = —~-^\, und diese Werte geben zugleich die Anzahl der jeweils mögliehen Varietäten 

der zweiten Gruppe an. 

Es sei femer n gerade. Dann entsteht d 



wobei e z' 
ea ist Du. 



\ und 1 liegt; die /c" Varietät durch Verbindung der Kanten 



Varietät durch Verbindung der Kanten 



-2h — Z\n, Du,i 



- — 2/c + 1, D = 



(n±P_ 



und ~ Qi — 1) , und 



letzte Varietät entsteht, wenn 



gerade 



3-j = /^-^ _ (ft _ 1)\ M, 0-3 = 2*^ und d =-/»»,«. Die 
ist, für Ä^ " - ■ - ; ist " ■ T" ■ ungerade, so kommt die letzte Varietät für Ä = ^^ — ^ ■ , und diese Werte 
geben wiederum zugleich die Anzahl der jeweils möglichen Varietäten dieser zweiten Gruppe an. Bei 
sämtlichen Varietäten der zweiten Gruppe erhält übrigens die innerste Flächenzelle den positiven Koeffizienten 
— ~^- Die Figuren 23 und 24 sind Beispiele für 2)i-eeke dieser zweiten Gruppe. In Figur 23, wo n = 10, 





^ = 4 ist, ist die erste Varietät der zweiten Gruppe bei geradem n dargestellt, erzeugt durch Kombination 
der Kanten 3 und 5'; in Figur 24, wo wiederum « ^ 10, p = 4 ist, die zweite Varietät der zweiten 
Gruppe, erzeugt durch Vereinigung der Kanten 4 und 4'. 

In den bisherigen Betrachtungen sind die sämtlichen Varietäten des gleickeekigen 2ra-ecks durch 
Verbindung der Kanten erster und zweiter Art erhalten worden, und es war dabei der Wert von ff zwischen 
und 1, bez. und — oder — und I liegend vorausgesetzt. Es genügte dies völlig, um einen allgemeinen 
Überblick über die möglichen Figuren zu erlangen. Noch übersichtlicher lassen sich die verschiedenen 
Varietäten derselben Art a darstellen, wenn man der Veränderlichen ß alle zwischen und ~ (bez. a und -|-1 
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31. Vielecke, dyren Kanten das Unendlich weite enthalten. Inverae Vielecke. 33 

liegenden Werte erteilt. Für diese weiteren Untersueliungen sei aber auf die Hesssche Originalarbeit ver- 
wiesen, wo über die Gruppierung der Doppelpunkte, über die durch diese in dem 2M-eck erzeugten Figuren 
u. s, w. interessante Ergebnisae gewonnen werden,^) 

31. Vielecke, deren Kanten das Unendlichweite enthalten. Inverse Vielecke. Um das gleieheekige 
2»z-eck der ersten Art zu erbalten, wurden die Kanten 1 und 1' in der Reihenfolge 1 1'22'33'. . . w«' ver- 
bunden und es war K=2r8m~~f X' = 2j-sin(l — e) — , u = — , während 6 einen Wert zwischen 
und 1 hatte. Geht man zur Grenze ö = 1 Über, so ist K' = 0, d. h. die Kanten K' reduzieren sich sozu- 
Sf^en auf die ver seh windenden Tangenten in den Eckpunkten des regulären Polygons 12 3...« au den 
Kreis;- die Richtung dieser Tangenten ist so zu wählen, dass der TJmfangs- 
winkel — bleibt. Es möge nun e gestattet sein, Werte zwischen 1 und 2 
anzunehmen, wodurch die Punkte der beiden Gruppen auf dem Kreise die 
Reihenfolge 1 «' 2 1' 3 2' 4 3' . . .nn — 1 erhalten. Zieht man nun die Kanten 1 
und 1' in demselben Sinne wie vorher (a. Fig. 25, für n == 5), so fallen die 
Kanten 1' ausserhalb des Kreises und gehen durch die zugehörigen unendlich- 
weiten Punkte. Man erhalt also ein 2 « - eck erster Art , in dem die 
Kanten K endlich, dagegen die andern Kanten unendlich gross ausfallen. 
Es ist erster Art, da sein Umfangswinkel m ^ ^ bleibt. Nimmt man 
zwischen 2 und 3, also die Puukte auf dem Kreise in der Reihenfolge ' "" 

1«— -1 2«'31'...n— Iw- — 3 n n — 2, so ergiebt sieh durch Verbindung 

der Kanten 1 und 1', wobei die letzteren wieder das Unendliehweite enthalten, ebenfalls ein 2w-eck erster 

(s. Fig. 26, für m = 5) u. 




Art, denn die Umfangawinkel sind auch hier von der angegebenen 
Analoge Betrachtungen lassen sieh natürlich auch fiir » > 1 anstellen, d, h.: JEs giebt 
ersten Art (der ß'™ Art) ausser dm früheren im Endlichen geschlossenen 
Figuren micli noch Vatietäien mit pur SiUfte imendlickgrossen Kanten. 
Die Anzahl der Doppelpunkte eines solchen 2n~ecks erster Art 



', 2«-ecfc der 



ist, 



1 p <6 <P -\- 1 ist: ■S-j = p 



n, *9 = - 



-(2y-i) 



= 0; 



' immer d- == ■■ ' ■ "' ■ ^~ - ■ Ei^etzt man nun sämtliche unendlichen Strecken 
1'2, 2'3, . . , durch ihre endlichen m demselben Sinne darehlaufenen Er- 
gänzungen 21', 3 2', ..., so einlebt sieh ein 2j*-eek, welches ebenfalls 
als von erster Art anzusehen ist, insofern der an jeder Ecke durch die 
Richtungen der hier zusammenstoasenden Kanten erzeugte Umfangswinkel 
gleich — ist. Dagegen hat nicht mehr jede Kante die Richtung, nach 
welcher aie von einem den ganzen Umfang des Vielecks beschreibenden 
Punkte durcUaufen wird, sondern je zwei auf einander folgende Kanten 
bedingen entgegengesetzten Umlauf ssinu des ganzen Vielecks. In der 

That ist K' für e>l negativ, wäkrend Ä" positiv ist; dagegen bleiben die Radien 9 und q' der ein- 
beschriebenen Kreise (a. Kr. 22) beide positiv, da ja beide Kanten dem Kreismittelpunkte die schraffierte 
Seite zuwenden, S. Fig, 27, Seite 34, für w = 5, abgeleitet aus Fig, 25. Dieses imeigenüiche 2re-eeÄ der 
ersten Art hat für l<ö<2 n Doppelpunkte; es ist »^ = n, #3 = 0, #3 = 0, Z>m,m = 0, Du,i = n. 
Kehrt man jetzt den Sinn der Kanten K' um, vertauscht alao die aehrafflerte Seite von K' mit der nicht 
schraffierten, so geht dieses uneigentliche 2»-eck erster Art in ein 2n-eci: der Art n -{- 1 über; denn es 




1) Hess I, S, 083—892 unii S. 705—719. 
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Besondere Vielecke. 



"wird dfidtireh der neue TJmfaiigswinkel m'= 
Wenn man nun weiter den Sinn aller 




Art n 



\-:t, also die Summe aller Umfangswinkel gleicli2(n--|~l)n:. 

dieses letzteren Vielecks d. h. seinen ganzen Perimeter um- 
kehrt, so entsteht ein 2w-eek der Art (n — 1). Z. B. entsteht aus Fig. 27 ein 
Zehneek der yierten Art, wie es Fig. 13, Taf. I zeigt. Ana Fig. 26 entsteht durch 
dieselben hintereinander ausgeführten Prozesse das Zehneck Yiorter Art Fig. 14, 
Taf. I. Jenes uneigentliehe 2n-eek erster Art, welches aus dem mit zum Teil 
unendheh grossen Kanten durch Ersetzung dieser durch ihre in demselben Sinne 
durchlaufenen endlichen Ergänzungen erhalten wurde, bezeichnet man nach Hess 
als inverses gleidieckiges 2n-eck der ersten Art.''-) Aus den angestellten Betrachtungen 
ist leicht zu erkennen, dass auch den übrigen Varietäten der 2w-ecke der Art 
n -j- 1 (bez. n — 1) inverse 2 «-ecke der ersten Art entsprechen, und dass überhaupt 
jedes inverse 2M-eck der Art a aus einer bestimmten Varietät eines 2n-eeks der 
a) durch Umkehrung der Richtung der « Kanten K' erhalten werden kann. 




Zweite Art der Entstehnng der gleieheckigen Vielecke. Die im folgenden zu besprechende 
zweite Art der Entstehung des (n -\- nykanbigen gleieheckigen 2w-eeks, sozusagen durch Abstumpfung der Ecken 
eines regelmässigen j^-ecks, ist insofern von besondrer Bedeutung, als sie ihr Analogen später in der Theorie 
der halbregelmässigen Körper findet \md übrigens von grosser Anschaulichkeit ist. Man denke sieh ein 
regelmässiges «-eck, weiches zumtchst von der ersten Art sein möge, festliegend. Das Abschneiden seiner 
n Ecken komme durch n Gerade zustande, welche die Kanten eiaes zweiten w-ecks büden, das mit dem 
eisten konzentrisch so gelegen sei, dass jede seiner Kanten auf dem Radius der dbmstampfenden JEcke 
des ersten senlcrecM steht. Der Eadius des einbesehriebenen Kreises des ersten n-ecka sei q, der des zweiten 
n-ecks q' = tq, wo t eine reelle Veränderliche ist, die positive oder negative Werte' hat, je nachdem das 
vom Mittelpunkte auf die Innenseite der abstumpfenden Kante gefällte Lot mit dem nach der abgestumpften 
Ecke gehenden Radius gleiche odei- entgegengesetzte Richtung hat. Man setzt damit das zweite K-eck seiner 
Grösse und Lage nach veränderlich und erzeugt durch verschiedene Wahl von t die verschiedenen Arten 
und Varietäten des 2ji-ecks, wenn man auch der Art a des 
festen und des beweglichen regehrüesigen w-ecks alle zulässigen 
Werte erteilt. Es erseheinen also sämtliche Varietäten des gleich- 
eckigen 2K-ecks als Kombmationsffestalten zweier regelmässiger 
w-eckc gleicher oder verschiedener AH. Es soll dies hier nur 
an dem Beispiele des gleicheckigen Zehnecks erläutert werden, 
für die allgemeine Theorie aber sei auf die Arbeit von Hess^) 
verwiesen. 

Man konstruiere zunächst die vollständige Figur, die durch 
Verlängerung der Kanten des festen regelmässigen Fünfecks 
12 3 4 5 (Fig. 28) erhalten wird, wodurch neben dem E^nfeck 
erster Art das Fünfeck zweiter Art erscheint. Die Radien der 
umbesehricbencn Kreise beider seien bez. r und ^j. Das ver- 
änderliche Fünfeck ist in Pig. 28 nebst der ihm zugehörigen 
. vollständigen Figur in drei Grössen gezeichnet: Als Fünfeck 
1' 2' . , . 5', für welches p < r ist, als Fünfeck 1" 2" . . . 5", für 
welches q zwischen r und r^ cos 36" liegt, und als Fünfeck 
1'" 2'" . , . 5'", für welches p > »"i cos 36" ist. Dabei ist r^ cos 36" der Radius des einbesehriebenen Kreises 
eines Fünfecks erster Art, dessen Ecken mit denen des festen Fünfecks zweiter Art zusammenfallen. 
Durch Kombination der Kanten der festen und der beweglichen vollständigen Figur entstehen nun in den 
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1) HeasI, S 



2) Hess 1,1% 36—38, S. 720—730. 



y Google 
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Vielecke. 



35 



.nderKelie Fünfeck die in Fig. 29 gezeichnete 

-■ff-' 



genannten drei Fällen die folgenden gleioheckigen Zehnecke. Das Fünfeck 1' 2'. . . 5' stumpft die Ecken des 
Fünfecks 12 3 4 5 ab, so dasB ein gleieheckiges Zehneck erster Art a ß y . . . & ix, (wie Fig. 7, Taf. I) 
entsteht, so lange p'< /■ bleibt. Für p'= 9 ergiebt sich ein regebnäfaiges Zehneek. Wird ß'> r, z. B. für 
das Fünfeck 1" 2" . . . 5", so geht das bisher erhaltene Zehneek erster Art in ein inverses Zehneck erster 
Art aic. . .hik über, oder, mit Vertauschung der beiden Seiten der Kanten des festen Fünfecks, in ein 
Zehneek der vierten Art der Form Fig. 13, Taf. I. Zugleich ergehen die Kauten der vollständigen Figuren 
des festen und des beweglichen Fünfecks für aUe hisher zulässigen Werte von p' bis p' = r^ cos 36° auch die 
zweite Varietät des Zehnecks dritter Art (Fig. 11, Taf. I). In Fig. 28 ergiebt z. B. die vollständige Figur 
von 1'2'...5' mit der vollständigen Figur des festen Fünfecks das Zehneck AjßC...HJK. Wird 
(»' > r^ cos 36", wie für das Fünfeck 1"' 2'". . . 5'", so ergiebt sieh erstens in Ä' B' C . . . H' J' K' das 
Zehneck dritter Art Fig. 12, Taf. I, und zweitens in L M N . . . S T U A&a Zehneck vierter Art Fig. 14, 
Taf. I. Für das Intervall r^ cos 36** < p' < 00 resultieren keine weiteren Zehnecke andrer Art und Varietät. 
LUsst man aber nun p' negative Werte annehmen, so dass 
Gestalt und Lagen annimmt (es erscheint gegen die früheren Lagen 
um % gedreht), so erhält man die noch fehlenden Arten und 
Varietäten des gleicheekigen Zehneeks für p' (absolut genommen!) 
in den Intervallen oo>p'>»*;^, ^i>p'>si, p'<p. Für Q'>r^ 
ergiebt das Fünfeck 1'" 2'" . . . 5'" (Fig. 29) mit der vollständigen 
Figur des festen Fünfecks das Zehneck dritter Art L MN. .. S TU 
der Gestalt Fig. 10, Taf. I. Für p' zwischen r^ und p stumpft 
das Fünfeck erster Art 1" 2" . . . 5" die Ecken des festen Fünfecks 
zweiter Art ab, so dass das gleicheckige 2ehneck zweiter Art 
alc ...hili (s. auch Fig. 8, Taf. I) entsteht. Für p' < p ergiebt 
die Korabination der vollständigen Figuren des festen und beweg- 
lichen Fünfecks, letzteres in Fig. 29 durch 1' 2', . . 5' bestimmt, ' ^, 
das gleicheckige Zehneek vierter Art AB C . . . B J K der ^ 
Varietät Fig. 15, Taf. I. Hiermit sind aber alle möglichen Arten ~r'C' 
und Varietäten des gleicheckigen Zehnecks erschöpft. Drückt 
man die zur Charakterisierung bisher mit verwandten Grössen r 

und Ti durch p aus, immlich r ^ — 000 " t* '^'^ ^i = -00 ' Qt ^^^ setzt, w 
so ergiebt sich nach den Werten von r folgende Übersicht. Man erMIt fär 




) eingangs bemerkt, p' = 



. Fig. 28. 



s 36» < T < ~f^^ oder 0,809 ■■<%< 1,236 ■ ■ - das Zehneek erster Art Fig. 7, Taf. I 
und das „ dritter Art Fig. 11, Taf. I. 
(Für % = 1 das regelmässige Zehneck.) 



^„ oder 1,236 ■■•<%< 2,618 ■ 



i Zehneck vierter Art Fig. 13, Taf. I 
\ „ dritter Art Fig. 11, Taf. I. 
; „ dritter Art Fig. 12, Taf. I 
i „ vierter Art Fig. 14, Taf. I. 



I— oo<T<— — 
cos 72» ^ ^ ^ 
-\<z 



5 oder 
oder 



- cc < T < — 3,236 das 

- 3,236 < -c < — 1 das 



dritter Art Fig. 10, Taf I. 
zweiter Art Fig. 8, Taf L 
vierter Art Fig. 15, Taf. I. 
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B, Besondere Vielecke. 



S'd. Erste Art der Entstehung der gleichkaiitigen Vielecke. Die Reziprozität. In den Nrn. 13 und 20 
befindet sich die Definition des (m + »)-ec]dgen gleichkantigen 2w-kants als eines Vieleckes von gerader Kanten- 
zahl mit gleichen Kanten und abwechselnd gleichen Ecken (Winkeln). Dasselbe besitzt darnach emen ei«- 
ieschriebmm und swä umbesckriebme Kreise; die letzteren tragen die abweehseluden Ecken des Vielecks. 
Ea wird also umgekehrt ein solches 2n-kant zunächst erhalten, wenn man auf einem Kreise in zweimal je 
n Punkten 1,2, ... n mid 1', 2', . . . n', die die Ecken von zwei regulären M-ecken bilden, die Tangenten 
zieht. Die Tangenten ' der ersten Punktreihe mit den Tangenten der zweiten Punktreihe ergeben in ihren 
passend kombinierten Schnittpunkten die Ecken der Yersebiedenen Arten des (n -|" '*)"eckigen gleichkantigen 
2«-kants. Die veraehiedenen Varietäten ergeben sich, wenn der Anfangspunkt und damit sämtliche Punkte 
der zweiten Punktreihe ihre Lage auf der Kreisperipberie gegen die erste Punktreihe ändern, d, h. — die 
Bogen 11', 22', . . . gleich — ß gesetzt — wenn man der Veränderlichen u Werte zwischen und 1, 1 
und 2 u. s. w. beilegt. Von den sämtlichen n(2n — 1) Schnittpunkten der 2n Tangenten kommen die 
Schnittpunkte der n Tangenten erster Art 1, 2, ... « unter sich, ebenso wie die Schnittpunkte der n Tangenten 
zweiter Art V, 2'^ . .\ n' unter sich, die je ein Tollatändiges - reguläres w-kant der Eekenzahl n — -— 
bilden, in den zu betrachtenden gleichkantigen Figuren nur ala Doppelpunkte in Betracht. Die n" Schnitt- 
punkte der Tangenten erster und zweiter Art bilden, die Eckpunkte der gleichkantigen 2k- kante und 
gruppieren sich n-mal 0u je n so, dass n susammengehSrige, auf einem um den festen Miüelpunki beschriebenen 
Kreise liegend, dessen Feti^erie im n gleiche jTeUe .teilet. Jeder dieser n Punkte (Ecken) eines bestimmten 
Kreises läsat zweierlei Auffassung zu, je nachdem er der Schnitt einer Tangente erster Art p mit einer 
Tangente zweiter Art q', oder der Schnitt einer Tangente zweiter Art p' mit einer Tangente erster Art q ist. 
Versteht man unter einer ^'™ Ecke oder kurz Ecke p die durch die Tangenten in 1 und p' erzeugte und 
alle mit ihr auf demselben Kreise liegenden Ecken, so kann man die in Nr, 21 gegebene erste Zusammen- 
stellung sofort wieder benutzen: Es sind darnach allgemein die Edcen p die SehnitipunUe der Tangenten in 
den Pimkten m und in den TumMen p -\-m — 1 (wobei zu berücksichtigen ist, dasa die Tangenten n -\- X 
imd A identisch sind). Diese Ecken p liegen auf einem Kreise, dessen Radius r^^ ist. 

Dieselben Ecken lassen nun noch eine zweite Auffassung zu. Unter der Ecke p' yersteht man die durch 
die Tangenten in 1' und i» + 1 erzeugte und alle mit ihr auf demselben Kreise liegenden Ecken, allgemein 
also die SchniWpurikte der Tangenten in m' und p -\- m, welche auf dem Kreise yom Radius Tp- = 



liegen. Es sind also die Ecken p identisch mit den Ecken « -j- 1 — jj , und es ist dabei f^^^zr' = — *i- 
Setzt man nun das bisher Gesagte neben die Betrachtungen Yon Nr. 21, so ersieht man sofort die 
Beziprosität der beiden Entstehungsweisen der gleieheckigen und der gleichkantigen Polygone in Beziehung 
auf den festen Kreis vom Radius^ als Direktrix. Die Berührungspunkte 1, 2, ...w; 
1', 2', . . , n' der beiden Tangentenreiben sind dieselben Punkte, welche dort als 
Ecken der gleicheckigen Polygone auftraten. Die Ecken der 2K-kante, d. h, die 
Schnittpunkte der » ersten und n zweiten Tangenten, sind die Pole zu den 
Verbuidimgslinien der n ersten und n zweiten Punkte des festen Kreises, 
d. h, zu den Kanten des gleieheckigen 2M-eeks, aJa Polaren. „Den Ecken der 
■gleicheckigen Figuren entsprechen hiernach die Kanten der gleichkantigen in 
der Weise, dasa, wenn eiue Kante der gleicheckigen Figur durch Drehung den 
Umfangswinkel der Ecke beschreibt, der entsprechende Eckpunkt der gleich- 
kantigen Figur, welcher der Pol jener Kante ist, die Kante d 
Figur beschreibt (und umgekehrt). Es entsprechen den abwechselnd gleichen Kanten der gl 
die abwechselnd gleichen Ecken der gleichkantigen. Den Di^onalen der einen Figur entsprechen die Schnitt- 
punkte der zugehörigen Kanten in der andern Figur und umgekehrt." Femer ist folgendes zu beachten. Wie 
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34. Gleich kantige Sji-kajite der Art a < — ~— ■ bez. —■ S7 

einer Kante p als Kante w + 1 — jj enigegenge setzte Richtung zukam, so ist die Ecke p die Ergänzung 
der Ecke w + 1 — p zu 2jr. Während nämlich (Figur 30, Seite 36) ein die Kante p beschreibender Punkt 
von 1 nach p' wandert, dreht sich die Tangente 1 um den Winkel u in die Richtung der Tangente in p' 
(s. die Entwieltelungen Ton Nr. 10). Während ein Punkt aber dieselbe Kante als Kante w -f- 1 —p ^«h P nach 
1 durchwandert — zu ihr gehört als Centriwinkel c die Ergänzung des vorigen c zu 2it (a. Nr. 22) — 
dreht sieh die Tangent-e in p' um den Winkel u', welcher u zu 2% ergänzt, in die Lage der Tangente 1, 
womit die obige Behauptung bewiesen ist und zugleich die Richtigkeit der Gleichung r ^ , ^_ ' = — r erhellt. 

Die Art a der durch Polarisierung der gleicheckigen erhaltenen gleichkantigen Figur bleibt dabei 
dieselbe, aber die Reziprozität ist nur eine ungeatöi-te, wenn der TJmfangswinkel der gleicheekigen Figur das 
Kreiacentrum auaschliesst, bez. der Innenwinkel es einschliesät. Es sind deshalb in Nr. 34 und Nr. 3ö die 
Fälle a < -~~, bez. -^ und a == "J^ wieder unterschieden, da eben im zweiten Falle zwei Oruppen getrennt 
zu behandeln waren. 

34. Gleichkantige 2 n-kante der Apt a < ^^-^|^ bez. ^ ■ (Vergleiche hierzu Nr. 23^28.) Die g'° 
Varietät eines gleicheekigen 2»j-ecks der Art a kam durch Kombination der Kanten q mit den Kanten 
a — q -\- 1 zu stände (s. die Tabelle in Nr. 27). Die entsprechende g*" Varietät des 2«-kanta der Art a 
entsteht daher durch die Verbindung der Ecken q und a — q-\- 1 , welche die Pole jener Kanten sind, und 
die Verbindung dieser Ecken geschieht genulss derselben Zahlenreihe 1, q'ja-^lja-^-qj.-.njq — 1,.. 



,.w — «-f-1, B — « -f" 9? Ij i^ welcher die Zahlen jetzt die in den zugehörigen Punkten c 
konstruierten Tangenten bedeuten. Bei sämtlichen Varietäten dieser 2w-kante liegt der Mittelpunkt des 
Kreises ausserhalb des Umfangswinkels und die Reziprozität ist daher eine volleiändige. Der Umfangswinkel 
des gleicheekigen 2K-eeks 3**" Varietät war u ^ {q^\-\- o) — -\- {a — ^ + 1 — 0) — = — ; die dieser 
Ecke entsprechende Kante des gleichkantigen 2tt-kants wird 

S = r ■ [tan (2 — 1 + 0) -J + tan (a — 5+ 1 — ff) .|-] 



3(3-1 + «?) i' -cos {»-9 + 1 



Die Kanten des 2w-eeks hatten die Werte K^2r^ia(q — l-\-s) — und Ä'=2»'sin(a — q-\-\ ^ß) —■ 
Die abwechselnd gleichen Umfangswinkel der diesen Kanten entsprechenden Ecken des 2M-kants sind 
u = 2(2 — l + ff)-J, u' = 2(*t — 2+1— e)-J, 

so dass, wie notwendig, «u -f" ''"' = 2ax ist. An Stelle der beiden Kreise mit den Radien q und p', welche 
die beiden Kanten des 2)i-ecks berührten, treten hier die Kreise mit den Radien r und x', welche den Ecken 
mit den Umfang s wink ein u und u' bez. umbesehrieben sind, und es ist 

r = — — und t' = — — — — . ■ .. . 



cos (a - 1 -f ö) - cos (« - 3 + 1 - a) - 

Den Diagonalen Du,i und Du,u der gleicheckigen Figur (d. h. den Verbindungslinien zweier nicht benach- 
barter Ecken), von denen die ersten mit dem einen Ende in einem Innen-, mit dem andern in einem Um- 
fangswinkel, die letzteren mit beiden Enden in Urafangswinkeln liegen, entsprechen in der gleichkantigen 
Figur die Schnittpunkte zweier nicht benachbarter Kanten, d. h. die Doppelpunkte der Figur, und es bedeuten 
entsprechend Cm, i die Doppelpunkte, welche auf der einen dieser Kanten, aber auf der Verlängerung der 
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andern, D'u, u die Doppelpunkte, welche innerhalb jeder der beiden sich in ihin schneidenden Kanten 
liegen; d. h. D'u, u sind die wirklichen Doppelpunkte des gleichkantigen 2«-kants. Ist die Zählweise dieser 
Punkte die entsprechende der früheren Diagonalen (b. Nr. 24), so erhält man als charakteristische Gleichungen 
für die g'^ Varietät des gleichkantigen 2w-kants der Art « 

J)'M,M = (a — 1)« + 2(4 — l)» = (a + 2§ — 3)w, D'm, * = (« — 2?+ 1) w 

und die Summe beider 2 (a — 1) «. — Den Doppelpunkten fl'^ , d-^, ^^ der gleicheckigen J'igur, welche als 
Schnittpunkte der Kanten erster und zweiter Anordnung unter sich, bez. unter einander erhalten wurden, 
entsprechen in der gleichkantigen Figur Diagonalen, welche mit beiden Enden in Umfangswinkeln liegen, 
und es TCrbinden die Diagonalen &i die Ecken der ersten Anordnung, d'^' die Ecken der zweiten Anordnung 
unter sich, wäbrend die Diagonalen ■S-g' die Ecken der ersten und zweiten Anordnung unter einander ver- 
binden. Dann ist (s. Nr. 27 und 28) 

^/= (q — l)n, */= (« — q)n, #/=2(g — 1)«, ö'' = */+ &^' -\- ö-/=={a + 2g — 3)w. 
Ebenso ergeben sich, analog dem für die gleichecldgen Figuren Gesagten, für das 2»-kant «**' Art m -}- l 
Varietäten, wenn (i = 2jw + l, dagegen m Vaiietäten für a = 2m. Es gut auch stets die Gfleichung 
B'u, u = -&', und die innerste Zelle des 2n-'ka.nts der Art a hat den Koeffizienten «. 



Als Beispiele für die in dieser Nummer behandelten 2K-kante der Art a < - 



- für ungerades « 

betrachte man die in Pig. 31 und Fig. 32 dargestellten Vierzehnkante der dritten Art. Die erste Varietät, Fig. 31, 
entsteht durch Verbindung der Ecken 1 mit den Ecken 3'. Die Ecken 1 sind die Schnittpunkte der beiden 
Tangenten, die den Kreis in den Punkten 1 und 1' bez. 2 und 2' u. s. w. berühren. Die Ecken 3' sind 





die Schnittpunkte der Tangenten, die den Kreis in den Punkten 1' und 4, bez. 2' und 5 u. s. w. berühren. 
Die Tangenten bilden also in der Reihenfolge 1 1' 44' 7 7' 3 3' 6 6' 2 2' 5 5' 1 die Ecken des Vielecks. Es 
ist D'u, u = 2 .1 (die wirklichen Doppelpunkte des Vierzehnkants), D'u,i^2. 7; d. h. die thatsäehliche Anzahl 
der Schnittpunkte, die auf einer Kante, aber auf der Verlängerung der andern liegen, ist 4.7 (s. Nr. 24). 
Endlich ist ^i'^O, *2'=2.7, ^^'^0. — Die zweite Varietät, Pig. 32, entsteht durch Verbindung der 
Ecken 2 mit den Ecken 2'. Die Ecken 2 sind die Schnittpunkte der Tangenten in den Punkten 1 und 2', 
2 und 3' u. s. w.; die Ecken 2' sind die Schnittpunkte der Tangenten in 1' und 3, 2' und 4 u. s. w. Das 
Vielkant wird demnach durch die Tangenten in der ßeiheufolge 12'45'71'3 4'67'2 3'56'1 gebildet. Es 
ist D'u, «( = 4.7, D'u, i = 0, */ = 1 . 7, */ = 1 . 7, ^/ = 2 . 7, also S' = 4 , 7. Femer beachte man als 
Beispiele die Zehnkante erster und aweiter Art, Fig. 17 und Fig. 18 Taf I, welche die polar-reziproken Figuren 
zu Pig. 7 und Fig. 8 derselben Tafel darstellen. 

35. (üleickkantige 2n-ka,atfi der Art a^ — ±^, yüi die gleicheekigen 2w-ecke der Art ""^ . ^ 
waren zwei Gruppen zu unterscheiden. (Vgl. Nr. 30.) Die erste Gruppe war dadurch charakterisiert, dass 
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der zur zweiten Eante K' gehörige Bogen grösser als ein Halbkreia war, so dass jeder Umfangswinkel den 
Mittelpunkt des Kreises einschloss. Die polar- reziproken 2H-kanto zeigen nun ein unTollständiges duales 
Entsprechen. (Vergl. Nr. 10.) In Fig. 23, Taf. I, jat das gleieheekige Zehneck vierter Art (wie Fig. 14) und 
das durch Polarisierung aus ihm erhaltene Zehnkant dargestellt. Der Kante erster Art 1, 2' des gleich- 
eckigen Vielecks als Polaren ist als Pol die durch den Schnitt der Tangenten in 1 und 2' erzeugte Ecke 
erster Art I zugeordnet. Der Kante zweiter Art 2' 5 des gleicheckigen "Vielecks entspricht die Ecke zweiter 
Art II, der Schnittpunkt der Tangenten in 2' und 5. Die zweiten Ecken liegen also hier mit den ersten 
Ecken auf der Tangente auf derselben Seite vom Berührungspunkte aus, und das Stück der Tangente 
das dem den Kreismittelpunkt einschliessenden Umfangswinkel dei- gleicheekigen Figur entspricht, entMlt 
den unendlichfemen Punkt, ist also unendlich gross, und ist in dem Sinne der Pfeile a zu durchlaufen. Der 
Ausdruck für die Kante S ist nun in allgemeiner Auffassung, wenn o und ro' die zu den Kanten .E'und K' 

gehörigen Centriwinkel ej = — und Bj'=äf — g ^/y ^^"^^ (vergl. Nr. 30): 

^ = r[tan ?^ + tan (— |^ — ^) f ] " 

Dieses S wird hier, da (ij'>« ist, negativ, und stellt die im mügegmgesetsten Sirme dwrchlaMfme entMit^e 
Ergänsung ß der unendlich grossen Kante dar. Fasst man diese S als Kanten des gleiehkantigen 2»-kant8 
auf, so ist die andere Seite derselben zu schraffieren. In der That findet sich für dieses schraffierte Zehn- 
kant Fig. 23, Taf. I, für welches die Zahl der überstumpfen Innenwinkel bei II gleich 5 und die leicht zu 

bestimmende Innenwinkelsumme 12ir ist, nach der Formel in Nr. 5 für die Art a der Wert «=— — =4. — 

Man vergleiche hierzu auch das dem Zehneek dritter Art Fig. 10 reziproke Zehnkant dritter Art Fig. 19 und das 
dem Zehnecke vierter Art Fig. 13 reziproke Zehnkant vierter Art Fig. 22 derselben Tafel. Würde man die ent- 
gegengesetzte Seite des Perimeters schraffieren, so wären diese Zehnkante von der siebenten bez. sechsten Art, 

Die Anzahl der Doppelpunkte auf den unendlich grossen Kanten der 2w-kante ist ebenso wie 
die Anzahl der Diagonalen, die mit beiden Enden in Umfangswinkeln der entsprechenden gleicheekigen 
Figuren liegen, bei allen Varietäten dieser ersten Ciruppe dieselbe. (S. Nr. 30.) Die Zahl der tvirklichen 
Doppelpunkte auf den endlichen Kanten des 2»«-kants ist gleich der Zahl D'i,i der Diagonalen des 
2M-ecks, welche mit beiden Enden in Innenwinkeln liegen. Nun ist mit Berücksichtigung der Bedeu- 
tung der Zeichen die Summe aller Diagonalen des 2»-ecks D'u,u -^ '2D'u,i -j- D'i,i = n(2n — 3), 
also, da D'u^u^'^^^f^^n, l)\i = ^-^ ■ n wB,r, J[>'i,i ^ n (n — 3 + p — ^ ^^ ~ ^ ) , und dies 
ist die wirkliche Zahl der Doppelpunkte des 2M-kanta mit endlichen Kauten, In dem oben bereits angeführten 
Zehnkant dritter Art Fig. 19, Taf I, ist <D'i, * = 5, da j) = 1 ist. Für die beiden Zehnkante vierter Art, 
Fig, 22 und 23, ist D'i, i = 0, da ^ ^ 3 ist, Schnittpunkte der unendlichen Kanten mit ihren endlichen 
Er^nzungen, oder was dasselbe ist, der endlichen Kanten mit ihren Verlängerungen, existieren I)'u,i=-—^-ny 
also für das Zehnkant dritter Art 2 . 5, für jedes der Zehnkante vierter Art 1 . 5, welche bekanntlich immer 
zweifach zu rechnen sind. 

Die Umfangswinkel an den zweiten Ecken dieser 2w-kante der Ai-t '.—^ sind gleichzeitig mit den 
Innenwinkeln daselbst überstumpf, während Innen- und Umfangswinkel an den Ecken erster Art je kleiner 
als at sind. (S. Fig. 23: i = Innenwinkel, m = Umfangswinkel.) Den auf der Kante K' des 2«-eck8 liegenden 
Doppelpunkten entsprechen in der gleichkantigen Figur solche Diagonalen, welche in dem den Überstumpfen 
Umfangswinkel zu 2% ergänzenden Winkel enden. Den auf der Kante K des gleicheckigen 2n-ecks liegenden 
Doppelpunkten entsprechen die in dem Umfangswinkel einer ersten Ecke des 2K-kants endigenden Diago- 
nalen. Es ist also sofort aus Nr. 30 zu entnehmen: &^ = {cx-^\)n, &^= {—^-\-{<l — 1)1 ä*j *3'=2(5 — l)w. 
Für das Zehnkant dritter Art ist somit, da ji = 1, g = 1 ist, •&j'=0, Ö'g'=2'5, &^=0. Für die erste 
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Varietät des Zelmkants vierter Axt (Fig. 22), wo p ^ 3, g = 1 ist, kommt 9'/= 0, &^' = 5, fl-/^ 0. Für 
die zweite Varietät q = 2 (Fig. 23) ergeben die Formeln #^'=1-5, d'2'=2-6, #3'= 2 -5. Von den 
itadien r und r' der dem 2K-kaüte umbescliriebenen Kreise wird der ßadiua r' des durch die Punkte zweiter 
Art gehenden Xreises negativ, und es giebt von dem 2w-kante der Art - ■ ■ - bei ungeradem n 'T , bei 
geradem n ~ Varietäten, welche zu dieser (ersten) Gruppe gehören. 

Die zweite Gruppe der 2K-kante der Art ^"T - , die alle Varietäten enthält, welche den in Nr. 30 
an zweiter Stelle besprochenen Varietäten der zweiten Gfruppe der 2w-ecke derselben Art polar-reziprok ent- 
sprechen, bedarf nun weiter keiner Untersuchung. Da das gegenseitige Entsprechen ein völlig ungestörtes 
ist, weil die Umfiii^swinkel der gleioheckigen Figur den Kreismittelpunkt ausschliessen, sind die Betrach- 
tungen denen in Nr. 34 analog. Die Wei'te von D'u, u und D'v,, i stimmen mit den Werten von Du, u 
nnd Du,i überein, ebenso wie */, d'3', 1%' mit ©-j, S-g, O-j. Es besteht wieder die Relation D'u,u = &', 
welche für die 2n-kante der ersten Gruppe ungültig geworden war. Als Beispiele beachte man die Zehn- 
kaute dritter Art Fig. 20 und Fig. 21, Taf. I, welche den Zehnecken Fig. 11 und Fig. 12 dera. Tafel polar- 
reziprok augeordnet sind; ferner das Zehnkant vierter Art Fig. 24, welches reziprok zu dem Zehnecke Pig. 15 
ist. Die innerste Zelle jedes solchen 2w-kants aus der zweiten Gruppe besitzt den Koeffizienten a = — „ — , 
ebenso wie die innerste Zeile des ihm zugeordneten 2w-ecka. 

Zum Schlüsse mag noch bemerkt werden, dass den früher bei den gleicheckigen Figuren unter- 
schiedenen iiwersett 2»i~ecten solche uneigentliche gleichkantige 2»-kaEte entsprechen, die man aus den 
eigenthchen 2n-kanten dadurch erhält, dass man an n Ecken die Umfangswinkel durch ihre Ergänzungen 
zu 2:it ersetzt. 

36. Zweite Art der Entstehung der gleichkantigen Vielecke. Wie in Nr. 32 jedes gleieheckige 
2«-eck als Kombinationsgestalt zweier regulären w-ecke bestimmter Art dargestellt wurde, so lassen auch 
die gleichkantigen 2»-kante eine zweite Art der Entstehung, welche jener entsprechend ist, erkennen. Auch 
jedes 2w-kant ist eine Kombinationsgestalt zweier konzentrisch liegenden regulären w-kante (d. h. also zweier 
regelmässigen w-ecke), von denen das eine fest, das andere veränderlich ist. Man erhält es, wenn man 
die beiden Ecken an den Enden einer Kante des festen w-ecks mit einer Ecke des veränderlichen w-ecka 
durch Gerade verbindet. Dies lässt sich auch so ausdrücken: Wählt man auf zwei konzentrischen Kreisen 
(welche dann als die beiden in Nr, 33 besprochenen umbeschriebenen Kreise des 2w-kants erscheinen) je 
» Punkte, welche wie die Ecken je eines regelmässigen w-ecks hegen, so, dass die beiden «-ecke entweder 



ähnlich liegen oder das eine gegen das andere um den Winkel - gedreht erscheint, nnd verbindet man je 
einen Punkt des ersten Kreises mit je zwei Punkten des zweiten Kreises durch gleich grosse Strecken, so 
bilden diese bei veränderlichem Radius des zweiten Kreises sämtliche Varietäten und Arten des 2tt-kants. Es 
kann dies an den Zehnkanten Pig. 17 — 24, Taf. I leicht verfolgt werden. Die beiden, von den Ecken I, 
bez. II gebildeten regulären Fünfecke sind in den Fig. 18, 19 und 24 ähnlich gelegen, in den übrigen um 
den Winkel -;- gegen einander gedreht. Diese Art der Entstehung ermöghcht ein bequemeres Zeichnen der 
2«-kante und ist wegen ihrer Änschanlichkeit bemerkenswert. Ihr Zusammenhang mit der in Nr. 32 
besprochenen Entstehung der gleieheckigen Figuren erhellt leicht, wenn man, unter r bez. tr die Radien 
der beiden dem festen bez. veränderlichen n-eck umbeschriebenen Kreise verstehend, der Variabein t wie 
dort alle zulässigen Werte erteilt; doch soll hierauf nicht weiter eingegangen werden. War die Entstehung 
der gleieheckigen 2«-ecke aus den regelmässigen «-ecken in Kr. 32 als durch Abstumpfung der Ecken dieser 
letzteren bezeichnet, so kann man sagen, die 2«-kante entstehen aus den regelmässigen «-ecken durch 
Zuschmrfimg der Kanten (s. hierzu Fig. 17, Taf 1, wo das äussere Fünfeck dasjenige ist, aus welchem durch 
Zuschärfung der Kanten das Zehnkant erster Art entsteht), wobei diese Zuschärfung aber auch eine negative 
werden kann. 
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37. Die regulären sphärischen Polygone.^) Ein reguläres sphäriBchee n-eck (erster Art) wird 
erkalten, wenn man die aufeinander folgenden Teilpnnkte eines in n gleiche Teile geteilten kleinen Kugel- 
kreisea durch Hauptkreiabogen (d. h. Bogen grösster Kreise der Kt^el) yerhindet. Das sphärische n-eck 
besitzt dann n gleiche (sphärische) Eanten « (d. h. die Centriwinkel der Bogen) und n gleiche Innenwinkel A, 
und es werde a und A kleiner als zwei Rechte Torausgeeetztj d. h. es sollen nur sogenannte gemeine sphaiische 
Polygone berücksichtigt werden. Die n vom sphärischen Mittelpunkte des kleinen Kugelkreises, d i vom 
Mittelpunkte des Polygones nach dessen Eckpunkten gehenden Eadien steUen ein System lon w untei Wiakeln 
von — geneigten Haupthalbkreisen dai'; ebenso bilden die n Tom Mittelpunkte nach den Mitten dei Kanten 
gehenden Ra«lien des dem n-eck einbeschriebenen Kreises ein solches System, das ans dem ersten durch 
Drehung um — um den Kugelradius des Kreismittelpunfctes als Achse erhalten wud Ist « geiade so 
fallen bei beiden Systemen je zwei gegenüberhegende Radien in einem Hauptkieise zusimmen Ist n 
ungerade, so fällt ein Radius des einen Systems mit einem gegenüberliegenden Radius des andern Systems 
in einen Hauptkreis. In jedem Falle wird das sphärische w-eck durch n Hauptkiei'^e, gegen welche es 
symmeta-isch liegt, in 2w rechtwinklige sphärische Dreiecke zerlegt, Ton denen je zwei benachbaite ni Bezug 
auf den zwischen ihnen liegenden Hauptkreis symmetrisch sind. In jedem diesei i echtwmkligen Dieiecke 
sind die Kanten B (Radius des umbeschriebeiien Kreises des n-ecks), P (Radius des einbeschriebenen Kreises) 
und ~ , die spitzen Winkel — und — , und es bestehen nach den Elementen der sphärischen Trig 
zwischen diesen Stücken des rechtwinkligen Dreiecks und damit für das w-eck die Beziehungen: 



sin P = cot -^ ■ tan -|-, -E = nA — (« — 2)ix, 

wobei E den sphärischen Exzess bedeutet.*) 

Man erhält also nach dem Gesagten ein reguläres n-eck (erster Art), wenn man auf n unter gleichen 
Winkeln — in einem Punkte geneigten Haupthalb kreisen von diesem aus gleiche Bogen It abschneidet und 
die aufeinander folgenden Punkte durch Hauptkreisbogen verbindet. Ein regn^res sphärisches n-eek der 
«**" Art (sternförmiges n-eek der Art a) wird erhalten, wenn man jeden Punkt erst mit dem (a -\- 1)"^" 
daiauf folgenden vei bindet ") D^bei muss fm geiides n « < ^ — — fu ungeiade« n (i < ■■ ■ spjn Iit 
n lelativ pnm zu », so orgeben ■sich kmtm utiliehe n ecke, audurnfilK besteht da^ n ttk au« legtlmis■-l^ 



1) Vergl füi dieae «nd die folgende Nummei E Hess Einleitung in die Lehre von der Kugelteilung Leipzig 1883 
S 3 — 16 Wir zitieien dieses Werk kmifhg als Hess II S auiJi Meier Hirei^li Sammlung geometrischei Aufgaben i Teil, 
Beilm 1<*17 S 6Ift 

21 Dei Inhalt eines 'sphdriGchon Dieiecks mit den Winkeln A B 6 ist bokaunthch wenn & die Eugelobei flache 

1 p eichnut — ~ ~- — d h dPi Inkalt emps sphäriscliea Dieiecka veikalt ''ich zur Halbkugel wie sein scgpnannfcer 

spbliucler Exzess E ^ A + B + t — it m 25r Biltzei Elemente n % 3%2 Teilt man en beliebiges Bphänscbes 
Pohgon duich Diaf,onalen von emei Ecke aus m w — 2 Dieierke und wenlet den eb n zitie ten Satz anl jedes diesei 

Dieiecke an bo e h^lt man Irach. &amnn,tion fu de Plache des n ecks wenn u dessen Wmkel'Jimme ist ^^^ — -r- 



[Girirds Theorem) Man bezeichnet u — (« — 3) w ^ E dh den ÜbeiBohuH'! der Wmkehumme des sphariijchen j e ks 
iVer die ^ummt, der Winkel des entspie henden ebenen n ecka auch hiei -üh sphärischen Bszei? de^ P It^oiib 

3) Odei auch in lern inT,n dip Kinten des n eck« eibtei 4it verl mgeit \ h ii« le bildenden Hai i tkiei«) oi,en bis 
zu den ementen Scbnittp intten v ifol^t 
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42 B, Besondere Vielecke. 

sicli kreuzenden w'-eeken von niederer als a'" Art.^) Für das w-eck a^'" Art gelten die den obigen analog 

abzuleitenden Relationen: cos y ■ sin -^ ^ cos «— u. s. w. und es ist: Ea^^n ■ Aa — {n — 2a) ■ jt. 

Die Pöla,rfigur eines regulären sphäi-ischen n-ecks ist ein zu diesem konzentrisches sphärisclies w-eck 
derselben Art, Die seine Kanten bildenden Hauptkreise sind die Äquatoren zu den Ecken des ursprüng- 
lichen als Polen; seine Ecken sind die Pole zu den Hauptkreisen der Kanten des ursprünglichen w-ecks als 
Aquatoren. Bedeuten also «', A', P', It', E' die den früheren entsprechenden Grössen für dieses neue w-eck, 
80 ist a-\-A = it, a-\- A'^Tt, P'-\-E = ^, P + B' = ~, und man findet leicht £'=2ji; — m-k. Die 
regulären sphärischen Polygone sind zugleich gleieheckig und gleiehkantig. 

38. Die halbregnläreii sphärisclien Polygone. Ein halbreguläres sphärisches Polygon ist entweder 
mw gldcheckig oder nur gleichkantig, was nach dem früher für ebene Polygone Gesagten keiner Erläuterung 
bedarf. Im ersten Falle liegen die « -j- w Ecken, im zweiten Falle die Mittelpunkte der n -\- n Kanten auf 
einem Ideinen Kugelfcreise. Die eine Figur ist die Polarfigur der andern. 

Ein gleickecMges Polygon (erster Art) wird erhalten, wenn man von dem gemeinschaftlichen Schnitt- 
punkte zweier Systeme von je n unter gleichen Winkeln — - gegen einander geneigten Haupthalbkreisen, 
wobei das eine System aus dem andern durch Drehung um ö ■ — (0 < u < 1) um den Kugelradius des 
Schnittpunktes entsteht, auf den Haupthalbkreisen gleiche Bogen E abschneidet, und die aufeinander folgenden 
Endpunkte der Bogen durch Hauptkreisbogen verbindet. Das entstandene (n -f" »*)-bantige gleicheckige 
2w-eck hat 2n gleiche Winkel A, n Kanten cc^ und n Kanten k^ und zwei einbeschriebene Kreise von den 
Eadien P^ und P^, welche die Kanten «j bez. a^ in den Mittelpunkten berühren. Die 2n Ecken zerfallen 
in je w und n unter sich kongruente, gegen einander aber nur symmetrisch-gleiche (spiegelbildlich-gleiche) 
Ecken, und jeder Winkel A wird durch den Radius seiner Ecke in zwei ungleiche Teile Ä^ und Ä^ (an den 
Kanten «^ und a^) geteilt.^) 

Die Polarfigw eines solchen SM-ecks, ein gMchkantiges (n -\- nyeckiges 2n-kant, wird erhalten, indem 
man durch jeden Punkt zweier Systeme von n Punkten, welche die Peripherie eines Kreises in « gleiche 
Teile teilen, und von denen das eine aus dem andern durch Drehung um 6 — um die Mittelnormale dieses 
Kreises erhalten wird, einen Hauptkreis unter demselben Winkel P, also senkrecht zu je einem Eckradius 
des gleickeckigen Polygons legt.') Die aufeinander folgenden Schnittpunkte je zweier Hauptkreise bilden 
die Eckpunkte der gleichen Kanten «' des 2tt-kants mit abwechselnd gleichen Winkeln ^j' und A^. Jede 
Kante a' wird durch den Radius P' des einbeschriehenen Kreises in zwei ungleiche Teile k^' und a^ geteilt, 
und die beiden Arten von Ecken, deren Winkel A^ bez. A^ sind, liegen auf konzentrischen umbeschriebenen 
Kreisen mit den "Radien Bj' bez. P^. Diese Grössen stehen mit den angeführten des gleieheckigen 2«-ecks in 
den Beziehungen: P'+ Ji = y, u' -\- A=^%, «/+ J^ — ~, a^ ^ A^^^ — i A'+ ßi=='^i A^ -{-a^^n, 
i?j' -|- p^ == — , iJ^' -j- Pg = .^ - Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen leitet man leicht durch Betrach- 
tung der in den gleicheckigen und gleichkantigen Polygonen auftretenden rechtwinkligen sphärischen Dreiecke, 
die durch die Radien der ein- und umbesehriebenen Kreise gebildet werden, die Relationen*) ab: 



1) Veigl Im 15 ul er die ebenen ref,eliaa6aigen n ecke 

2) Dassel! e 2» eck ■wird auct als Ecmbination zweiei regulärer n ecke erhalten von denen dia eine d ich ae ne 
Kanten die Ecken le andern gleiclmiä'j^ig und gerade ihstumptt Vergl das für die ebenen _Ji etie in Nr S Oesigte 

3) Oder Daa ''«. k<int ist eme Bolche Kombmartion zweier konzentnficlien regulären n ecke hei der be Eck 
punkte des einen auf den gleichmässig verlängerten nacK den Eantenmitten des andern gehenden Badien liegen 'S erg] t, b 

4) S. Hesall, S. 13. 
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38, Die haJbreguiären sphärischen Polygone, 39, Gescbichtliclie Bemerkungen., Eiiekblick und Ausblick, 43 

ein Y = cos -^ ^ sin iJ • sin fl — , cot Aj_ = tan k/ = eos i? ■ tan — , 

sin ~ = cos -^ ^ sin Ji ■ sin (1 — 0) — , cot A^ = tan a^' = 00a B ■ tan (1 — c) — , 

cos 6 — ^= cos Y sin A = si"^ "o" cos «/ = cot i? ■ tan P, = tan P ■ cot R,', 

cos(l — s) — == coa —■ sin Ä^ = sin -^ cos a^' ^ cot iJ • tan P^ ^ tan P - cot B^'. 

Für 6 '= Y ergeben sich die Formeln für das reguläre 2w-eck. Für iJ = -^ sind das gleicheckige und das 
ihm polare gleichkanfcige Polygon demselben Kreise bez. ein- und umbeschrieben. 

Die gleieheckigen, sowie die gleiehkantigen sphärischen Polygone höherer Art werden aus denen 
erster Art in derselben Weise erhalten, wie die ebenen Polygone höherer Art aus denen erster Art abgeleitet 
wurden. Es giebt TOn ihnen je so viel kontinuierliche Ai'teuj als es Primzahlen zu w von 1 bia n — 1 
giebt. Für bestimmte Werte der Grösse können diese Polygone auch nicht konvex werden und Flächen- 
teile mit negativen Zellenkoefflzienten aufweisen. Es ist nicht schwer, die für die ebenen Polygone 
angestellten TJnterauchungen auf die Kugel zu übertragen. 

39. ßescliiclitliche Bemerkungeu. Rückblick uud Ansblick. Mit den Betrachtuagen, die über die 
, ebenea Gebilde, soweit diese unter den Begriff des Vielecks fallen, in den vorhergehenden Kummern 

ingestellt worden sind, ist deren Theorie in den Elementen abgescHossen , die für das Verständnis des Folgenden 
erforderlich sind. Von besonderer Wichtigkeit fanden wir den Begriff der Art a des Vielecks, die von seiner 
Gestalt, d. h. der Grösse seiner Winkel (Ecken) abhängig erkannt wurde. Ein Einblick in den Keiehtuni der Formen 
ergab sieh namentÜch durch Berücksichtigung des Dualismus, der in der polar-reziproken Verwandtschaft der Figuren 
sich aussprach. Mit den bisher betrachteten besonderen Vielecken, den regulären, den gleicheckigen und den gleich- 
kantigen Polygonen*), ist aber ihr Gestaltenreiehtum noch bei weitem nicht erschöpft. So sind Untersuchungen 
über die Symmetrie der ebenen Figuren, als für die fernem Zwecke nicht wesentlich, nicht berücksichtigt worden. 
Doch auch in der Richtung des Fortschreitens von den regulären zu den halbregulären Polygonen ist noch 
ein weiterer Schritt möglich zu Polygonen mit mehr als zwei verschiedenen Arten von Kanten imd Ecken, die 
sich wieder aus den gleicheckigen bez. gleiehkantigen Figuren in analoger Weise ableiten lassen, wie diese aus den 
regulären Vielecken. Die Untersuchungen auf diesem Gebiete sind aber erst begonnen worden und zwar ebenfalls 
von Hess, der solche Vielecke höherer Art als Begrenzungsfläclien gewisser komplizierter Vielflache (den gleicheckig- 
gleichilächigen Polyedern) entdeckte und kennen lehrte. Wir werden deshalb erst an dem betr. Orte auf sie 
zu sprechen kommen. — Es ist nicht uninteressant zu bemerken, dass überhaupt in neuerer Zeit die Untersuchungen 
der ebenen Vielecke besonderer Art vielfach parallel laufen mit denen der Vielflache besonderen Charakters, ja dass 
oft die ersteren wesentlich durch die letzteren hervorgerufen zu sein scheinen. Die Lehre von den einfachen regel- 
mässigen Vielecken ist ebenso alt, wie die von den einfachen regelmässigen Vielflachen; beide gehören bereits dem 
Altertume an. Nach den Untersuchungen Hesseis über halbregelmässige, d, h. gleicheckige oder gleichfläehige 
Polyeder erster Art hat man sieh dem genaueren Studium der halhreguläien Polygone gewidmet; die Kenntnis dieser 
regte zur Behandlung der entsprechenden räumlichen Gebilde, der halbregulären Stempolyeder, an, und zur Beachtung 
noch speaiellerer Vielecke, wie wir sie oben erwähnten, wurde man bei Lösung des Problems geführt, die gleich- 
eckigen und zugleich gleichflächigen Polyeder zu finden. Die wichtigsten hierher gehörigen Arbeiten sind Hess zu 
verdanken und kommen, so weit sie noch nicht erwähnt sind, fernei-bin zur Sprache. Es geht in der That der 
Fortschritt auf dem Gebiete der räumlichen Figuren Hand in Haud mit dem der ebenen. Die für die Betrachtung 
der ebenen Figuren aufgestellten Definitionen (Art der Figur, Ereziprozität u. a.) werden dabei für das räumliche 
Gebiet erweitert. Es ist aber selbstverständlich, dass die Untersuchung der Eaumgebilde, deren Reichtum an Formen, 
vergHchen mit dem der. ebenen Figuren, ein weitaus grösserer ist, eine bedeutende Anzahl neuer Definitionen, neuer 
Begriffe bedingt. Diese sind in den folgenden Trümmern zu geben, wobei der allgemeine Gang der Darstellung, 
soweit möglieh, parallel mit dem früheren laufen soll. Der Reichhaltigkeit des Stoffes entsprechend wird der Lehre 
von den räumlichen Gebilden ein breiterer Raum für die Darstellung zu widmen sein. 

1) Die der ersten Art wurden von Hessel gelegentlich bei krjstallographis eben Untersuchungen definiert, Vergl. den 
Artikel „Eijstail" in Gehlers physikalischem Wörterbuch, 1830, Bd. V, S. 1046, Das gleicheckige 2»-eck wird dort als 
2 xM-eck bezeichnet. Später von demselben auch als (»j-|-»^)-eok in der Abhandlung; tJbersicht der gleicheckigen Polyeder, 
Marburg 1871, S. i. (Vergl. Nr, 112 dieses Buches,) Die vollständige ITieorie der gleicheckigen und gleiehkantigen Vielecke 
.gab Hess in der wiederholt angefahrten Schrift. 
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44 C. Allgemeine Theoiie der Violflachc, 

C. Allgemeine Theorie der Yielflache. 

40. Das vollständige päumliclie w-eck und w-flach. (Diagonale, Kanteiidiagonalpnnkt nnd -ebene, 
Hauptdiagoualpnnkt und -ebene.) Em voUsiimdiges n-eck im Baume besteht aus n Punkten (Eckpunkten), 
von denen im aUgemeinen keine vier in einerlei Ebene liegen, den Geraden (Kwntm), deren jede zwei, und 
den Ebenen (Flächen), deren jede drei von den n Punkten verbindet. In jedem Eckpunkte schneiden sich 
also n — 1 Kanten, in jeder Kante n — 2 Flächen, daher die Anzahl aller Kanten -— — ■' und die Anzahl 
aller Flächen - •^ ■. ~ -- '->~~ -l ist. — Ein voUsfä/ndiges n-flach besteht aus n Ebenen (Flächen), von welchen 
im allgemeinen keine vier durch ein und denselben Punkt gehen, den Geraden (Kanten), in deren jeder 
zwei, und den Punkten (Eckpunkten), in deren jedem drei von den n Ebenen sich schneiden. In jeder Fläche 
liegen darnach n — 1 Kanten, in jeder Kante n — 2 Eckpunkte, daher die Anzahl aller Kanten —~ — - 

und die Anzahl aller Eckpunkte -—^ — ~öq ist. ^) Die Schnittgoraden zweier Ebenen des vollständigen 

M-ecks und die Verbindungs geraden zweier Ecken des vollständigen w-ilachs, welche nicht Kanten des Gebildes 
sind, heissen Diagonalen. Dabei ist eine Diagonale erster Ord/nung des vollständigen n-eeks der Schnitt zweier 
durch dieselbe Ecke gehenden, sich nicht in einer Kante sehneidenden Ebenen; eine Diagonale swdter Ord- 
nimg der Schnitt zweier Ebenen, welche keine Ecke gemein haben. Ein.e Diagonale erster Orämmg des voll- 
ständigen w-flachs ist die Verbindungslinie zweier Ecken, welche auf derselben Ebene liegen, aber nicht auf 
einer Kante; eine Diagonale sweiter Ordnung die Verbindungslinie zweier Ecken, welche nicht auf derselben 
Ebene liegen. Diagonalen erster Ordnung ti'eten für n^5, Diagonalen zweiter Ordnung für w^6 auf, 
denn es sind mindestens sechs Ecken [Ebenen] nötig, um zwei Ebenen [Ecken] zu erzeugen, welche keine 
der « = 6 Ecken [Ebenen] gemeinsam haben. 



-^ (« — 3) (n — i'){n — 5) { , . -ci i, [ ' ^i^ Summe sämtlicher Diagonalen des vollständigen w-ecks 



XI' T 1 1 1 n- 1 ± /-i j beim vollständigen m-eck 1 . . „ 

Die Zahl der Oiaffonalen erster Urdnuns J, . ■,,,..■,■ ^ . 1 ist m öumma 

° ° l beim vollständigen w-nachj 

i / .^/ i^^ / o^ / ,\ i (gehen) 1, .,, „. . „,, .. (durch eine Ecke: 

-^n(n— i)(n — 2){n~-3)(n — i); davon {?. —(n — l)(n—2)(n~-2,)(n~-4) ■ ■ -p, ' 

8 ^ •"• -"• -"• -" (hegen) 8 ~ -^ ^ ^ • -^ • Im einer JLbene; 

I gen i /^ _ g-j A^ _ 4\ ^ „ , ■ Die Zahl der Diagonalen zweiter Ordnung ist (bei beiden 

es gehen) 2 ■• ■'^ •* (durch eme Ecke) ^ ° ^ 

„ , ., , s J^ / -,■,/ o-,/ —V\f 4U Pi'i d fliegen beim vollständigen sj-eck je 1 

'72^ ■"• '^ '^ ^^- '' I gehen beim vollständigen «-flach je) 

(durch eine Ecke) 
wie des vollständigen »i-flachs ist also y^ (w + 4) w (w — !)(»*■ — 2) (« — 3) (« — 4) . 

Ein Kantendiagonalpunkt des vollstEuidigen w-ecks ist der Schnittpunkt einer Kante mit einer nicht 
durch sie gehenden Ebene, somit, da die erstere durch zwei, die letztere durch drei Ecken des «-ecks bestimmt 
ist, nur möglich für w ^ 5 ■ Eine Kantendiagonalebene des vollständigen «-flachs ist eine Ebene durch eine Kante 

und eine nicht auf ihr li^ende Ecke. Das vollständige { a . [ besitzt tö**(w — l)(w — 2)(n — 3)(w — 4) 

j Kantendiagonalpunkte. Durch einen Kantendit^onalpunkt des vollständigen w-ecks gehenl . „ 

t Kantendiagonalebenen, In einer Kantendiagonalebene des vollständigen w- flachs liegen J ' 

n—l\„, \f n — 2 Diagonalen, wovon drei erster, die übrigen n- — 5 zweiter Ordnung sind. Es liegen 

nämlich in einer Kanten diagonalebene des vollständigen w-fiachs diejenigen n — 2 Ecken, welche auf einer 
Kante liegen und auf dieser durch die n — 2, die Kante nicht erzeugenden übrigen Ebenen des «-flachs 

1) V. Staudt, Qeom. der Lage, S. S8. 
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40, Das vollständige ränmliciie «-eck und «-flach, (Diagonale, Kant cndiagonalp unkt und -ebene, Hanptdiagonalpunkt ii. s. w.} 45 

gebildet sind, und überdies diejenige Ecke, welche mit der Kante zusammen die Diagonalebene bestimmt, 
d. b. in Siimme n — 1 Ecken. (Eine entsprechende Betrachtung gilt für die n — 1 Ebenen durch einen 
Kantendii^onalpunkt des vollständigen w-ecks,) Bilden die Ebenen E und E' des vollständigen w-flachs die 
Kante {EE'), die Ebenen Ei, Eu, Em die Ecke (^i Etl Euijy und legt man die Kantendiagonalebene durch 
diese Ecke und Kante, ao schneiden die drei Ebenen Ej, Eu., -Eni die Kante (EE') in drei Punkten, deren 
Verbindungslinien mit der Ecke (EiEnEjn) die drei Diagonalen erster Ordnung sind, die in' der Kanten- 
diagonalebene liegen. Die übr^en n — 5 Ebenen des w-flachs schneiden die Hauptdiagonalebene in Diago- 
nalen zweiter Ordnung. — Ist dem entsprechend beim vollständigen «-eck ein Kantendiagonalpunkt x der 
Schnitt der Kante ee' mit der Ebene eienem (wo die e fünf Ecken des «-ecks sind), so gehen durch die 
Kante ee' die drei Ebenen ee'ci, ee'en, ee'eju, welche die Ebene eiejiCm in den drei Diagonalen erster 
Ordnung xei, xeu, xem schneiden u. s. w, — Ein Han/ptdiagomdpimld des vollständigen »i-ecks ist der 
Schnittpunkt von drei nicht durch ein und dieselbe Ecke gehenden Ebenen, von denen je zwei keine 
Kante gemein haben; in ihm schneiden sich drei Diagonalen. Sind von diesen drei Diagonalen 3, 2, 1, 
erster Ordnung, die Übrigen 0, 1, 2, 3 zweiter Ordnung, so heisst der Hanptdiagonalpunkt von der ersten, 
zweiten, dritten, bez. vierten Ordnung. Die drei Ebenen esiCn, e'eleii, e"eieii durch je drei von neun Eck- 
punkten des vollständigen w-ecks ergeben als Schnitt drei Gerade und einen Punkt, nämlich den Haupt- 
diagonalpunkt. Jede der drei Geraden ist der Schnitt zweier Ebenen, die keine Ecke gemein haben, 
also eine Diagonale zweiter Ordnung; der Hauptdiagonalpunkt ist vierter Ordnung. Ein solcher ist also nur 
für »^9 möglich. Ist Cn identisch mit e', so schneidet die Ebene eeie' die Ebene e'eien in einer Geraden 
durch e', d. h. einer Diagonale erster Ordnung, während die beiden andern Diagonalen von der zweiten 
Ordnung bleiben; der Hauptdiagonalpunkt ist von der dritten Ordnung und tritt zuerst beim vollständigen 
Achteck auf. Wird femer ei mit e" identisch, so wird auch die Diagonale, welche Schnittgerade der Ebenen 
e'eie" und e"ei'eü ist, zu einer solchen erster Ordnung; der Hauptdiagonalpunkt, der von der zweiten 
Ordnung ist, tritt zimäehst beim vollständigen Siebeneck auf. Fällt schliesshch eji mit e zusammen, so 
ergeben die drei Ebenen eeie', e'eie" und e"ei'e drei Diagonalen erster Ordnung, die sich in einem 
Hauptdiagonalpunkt erster Ordnung schneiden, der somit bereits im vollständigen Sechseck zu finden ist. Die 
Zahl der Hauptdiagonalpunkte erster Ordnung des vollständigen w-eeks ist -— n(«— 1)(to~2)(»— 3)(«— 4){»— 5), 
die zweiter Ordnung -^ w (« — 1) ... {n — 6), dritter Ordnung j-n(n — l). . . (n — 7) und vierter Ordnung 
~n(n~l)...(n — 8). 

Eine Hauptdiagonald)en.e des vollständigen n-flachs ist eine Ebene durch drei Eckpunkte, von denen 



keine zwei in ein und derselben von den n Ebenen liegen (denn sonst lägen si 



e auf einer Kante). Auf ihr 



liegen drei Diagonalen, deren Ordnung wiederum vier Ordnungen von Hauptdiagonalebenen unterscheiden 



lässt. Die Anzahl dieser ist identisch mit der eben angeführten der Hauptdi 



iagonalpunkte 



Ordnung des vollständigen w-eeks.') Die Beweise für die Richtigkeit der angeführten Zahlenwerte ergeben 
sich leicht auf kombinatorischem Wege. Es liegt Überdies offen zu Tage, wie die angestellten Betrachtungen 
für das vollständige w-eck und «-flach sich dualistisch entsprechen: Ecken und Flächen des einen entsprechen 
Flächen und Ecken des andern, während die Kanten des einen den Kanten, des andern zugeordnet sind, da 
zwei Punkte (Ecken) ebensowohl eine Verbindungsgerade (Kante) besitzen, wie zwei Ebenen sich in einer 
Geraden (Kante) schneiden. 

41. Das (einfache) räumliche n-eck und »i-flach. Definitionen. (Fläclienwinke!; Begriff von konvex; 
Normalecke; allgemeines nnd singnläres Vielflach; Trigonaipolyeder,) In derselben Weise, wie man in der 

Ebene vom vollständigen M-eck bez. w-seit zum einfachen w-eck überging, welches zugleich einfaches «-seit 
war (da die Zahl der Kanten mit der der Ecken übereinstimmte) (vergl. Nr. 1), könnte man nun auch 

1) Weiteres hierüber a. Hertzer, Über Vielecke, Vielseite und Vielflache, Ztschr, f. Math, n, Phjs, von Schlömilch- 
Cantor, 11, JaLrg,, 1866, S. 344, 
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46 C. Ällgemeiao Tlieorie der Viälflache. 

versuehen, im Räume vom vollständigen »i-eek und »i-flach zum einfachen n-eek und n-flach überzugehen. 
Aber diese beiden Gebilde sind zwar gestaltlieh gleichartig, aber nicht identisch, da die Zahl der Flächen 
im allgemeinen (ausgenommen ist nur « = 4) von der Zahl der Ecken verschieden ist. Man wird sich also 
entscheiden müssen, ob man die Zahl der Ecken oder die der Flächen zum Ausgangspunkt (zum Benennungs- 
prinzip) wählen wÜl, Hier aoU zunächst das letztere geschehen, indem die Definition an die Spitze gestellt 
wird: Ein (emfaches) Vidfladi, n-flach oder Polyeder ist die Gesamtheit von n ebenen Vielecken, von denen 
jedes jede seiner Kanten mit einer K<mie eines a/ndern Vielecks gemein hat. Die Gesamtheit der Vielecke 
büdet eine zusammenMngende Fläche, die Oberfläche des Vielflacha; jedes einzelne Vieleck heisst eine Seiten- 
fläche (Grenzfläche, kurz: Mäche) desselben. Die beiden Endpunkte (Ecken) jeder Kante hat diese mit 
mindestens zwei weiteren Kanten gemein, da erst drei ebene Flächen eine körperliche Ecke bilden können. 
Jede körperliehe Ecke hat ebenso viel Kanten wie Flachen. Die (Innen-) Winkel der Vielecke heissen die 
ebenen Winkel oder die Kamtenrnnkel des Vielflachs. Je zwei Vielecke bilden au ihrer gemeinsamen Kante 
zwei sieh zu 2a ergänzende Flächenwinkel mit einander, deren Schenkel die auf einem Punkte dei- 
Kante errichteten, in die Ebenen der beiden Vielecke fallenden Senkrechten sind. Bildet man das Netz des 
Vielflachs, indem man dieses nach einer Beihe von Kanten öffnet und um die andern Kanten alle Seiten- 
flächen der Reihe nach in die Ebene einer solchen umklappt; unterscheidet man dann die beiden Seiten dieser 
Ebene etwa durch weiss und schwarz, und bildet dann wieder durch Zurüekbiegen das Vielflach, so sind 
seine Flächemmücel (Keile) diejenigen, welche von derselben Seite jener Ebene, entweder der weissen oder 
der schwarzen, gebildet werden,') Gemeiniglich beachtet man bei einem gewöhnlichen Vielflach (man nehme 
z. B. ein beliebiges Prisma) die von den Innenseiten der Seitenflächen gebildeten Flächenwinkel. Ein Vielflach 
heisst honvex, wenn jeder seiner Flächenwinkel kleiner als sr ist (die Ergänzungswinkel also sämtlich grosser 
als TT), nicht konvex, weim auch nur ein Mächenwinkel überstumpf ist. Ein nicht konvexes Viclflaeh kann 
überstumpfe Kantenwinkel besitzen, doch ist dies nicht notwendig. Die Verlängerungen der eine Ecke 
bildenden Kanten und F^hen über diese Ecke hinaus bilden deren Seheitelecke. Die Ecke und ihre Scheitel- 
ecke sind symmetrisch^), d. h. sie stimmen derEeihe nach in allen einzelnen Teilen (Kanten, Winkeln, Flächen- 
winkeln) überein, ohne gleich (kongruent) zu sein. FäUt man aus einem Punkte im Innern einer Ecke die 
Normalen auf deren Flächen und legt durch je zwei auf einander folgende Normalen Ebenen, so bilden 
diese die Polarecke der urspiiinglichen Ecke. 

Eia Vielflach, welches nur dreiseitige Ecken hat, d. h. dessen sämthehe Ecken nur durch drei 
Flächen begrenzt sind, heisse aUg&mein; wird auch nur eine Ecke durch mehr als drei Flächen gebildet, so 
heisse das Vielflach singulär. Ein Violflach, welches nui- Dreiecke zu Grenzflächen hat, heisse Trigonalpolyeäer.^) 

42. Über die Teilung des Raumes durcli die Ebenen des vollständigen m-flaclis.*) Der unbegrenzte 
Raum wird durch n Ebenen, von denen kehie drei durch ein und dieselbe Gerade und keine vier durch 

ein und denselben Punkt gehen, in w -J ~ ■ ■- - Teile geteilt. Ist b>3, so ist jeder der Eaumteile 

ein Polyeder, das lauter auespringende Winkel und lauter dreikantige Ecken hat und durch keine der 
n Ebenen selbst wieder geteilt wird. Jede Ecke eines jeden dieser Polyeder ist von einer Ecke eines andern 
die Scheitelecke. Um sich zu überzeugen, dass für jeden Wert von n die Anzahl der Eaumteile der Anzahl 



1) Wiener, S. 16. (Es wird spätei nicht unberaeikt bkiljeii dass cUese Definition nur Gültigkeit für zweiseitige 
Toljeder hat. Vergl. Nr. 56.) 

2) Im Sinne von Legendre, filements de Gfiom--b.ie ÜMe V pioposition XXIII, 8. ödit, Paris 1809, p. 165. Bio 
zweite Ecke wird als Spi^elbild der ersten gegen ngend eme ihiei Ebenen erhalten, 

3) Der Name Vielflach für Polyedoi -nheint lon h. Wolf herzuiuhren (vergl. Handbuch der Mathematik etc. 1869, 
Bd. I, S. 339) und ist bes. durch Wienet (a. a. 0. S. 17) eingebürgert worden. In der Krjatallographie und sonst (z, B. bei 
Heaeel) ist auch Vidfiächner gebräuchlich. Wir verwenden Vielflach neben Pohjeäer. Weitere Unterscheidungen {nach Wiener, 
Hessel u. a.) kommen erst bei Betrachtung der besonderen Vielflaohe zur Sprache. Allgemeimes und singuläres Poljeder 
findet sich bei Eberhard, Znr Morphologie der Polyeder, 1891, 8. 19; THgonalpolyeder bei Möbius; ein deutsches Wort 
hierfür (Dreiecks vielflaob?) ist noch nicht im Gebrauclie. 4) v. Staudt, Geometrie d. Lage, S, 108ff. 
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41. Das (emf .) räuml, «-ecku.n-flach. Defimtioneii, 42.Überd.Teilg. d.Eaumea darckd. Ebenen, 43, D.vollat, Vier-n.Fünfflach. 47 

der Ebenen Termöhrt um die Anzahl ihi-er SchmUpimkte gleicli sei, darf man aur bemerken, dase dies für 
« == 4 der Fall ist^), und daes, wenn zu m Ebenen noch eine hinzukommt, dadurch die Anzahl der Ebenen 
um 1, die Anzahl ihrer Schnittpunkte um ~ 



und die Anzahl der Baumteile 



'»■("'- 1) 



sieh vermehrt, indem die letzte Ebene^) durch die Spuren der m ersteren in 1 -j- 



«Cm 



iL) 



1- 

Teile geteilt wird, deren jeder einen der Torigen Raumteile selbst wieder in zwei Teile teilt. ^) — Durch 
« -(- 1 Ebenen, von denen keine drei durch eine und dieselbe Gerade und keine vier durch ein und den- 
selben Punkt gehen, wird also der Haum in m -|- 1 -f- — - - - ■ q"a = ■ „ + 1 TeUe geteilt. Ist 

unter den Ebenen die unendlich ferne Ebene, so dass also n die Anzahl der übrigen bezeichnet, so ist die 
Anzahl der ins Unendhche gehenden Baumteile gleich «(« — 1)-|-2 und also die Zahl der endlichen 

gleicl. '-')'--"'-^' - 

43. Das vollständige Tier- und Fiiiifflach. Die gewöhnliche]! nnd anssergewöhnlichen {einfachen) 
Vier- und Ffinfflaehe. Um das Vorhergehende auf Beispiele anzuwenden, um überdies zu zeigen, welche 
einfachen Vielflache wenigstens in den vollständigen Vielfiachen geringster Ebenenzahl enthalten sind, und 
um schliesshch weitere Definitionen anzufügen, möge der Fall von vier und fünf Ebenen im Räume betrachtet 
werden. Wird die von drei Ebenen gebildete Ecke von einer vierten Ebene geschnitten, die mit keiner 
der vorhergehenden parallel läuft, so wird der Raum in acht Vierflache (Tetraeder) zerlegt, von denen eins 
mit sämtlichen vier Ecken, sechs Kanten und vier Mächen 
im Endlichen gelegen ist und gemeiniglich schlechthin als 
Vierflach bezeichnet wird. Ausserdem bilden die vier Ebenen 
noch vier Tetraeder der Form, wie sie Fig. 33 andeutet, bei 
denen die vier Ecken zu (3 + 1) im Endlichen liegen, drei 
der Kanten aber durch das Unendlich weite gehen, und drei 
Tetraeder der Form Fig. 34 mit den vier Ecken zu (2 + 2) 
und zwei Kanten im Endliehen, während vier Kanten durch 
das Unendlichweite laufen.*) Es wird in den folgenden 
Kümmern des Buches, wenn nicht ausdrücklich anderes be- 
merkt ist, von allen solchen räumUchen Figuren, welche 
das Unendlichweite enthalten, abgesehen werden. In diesem Sinne existiert nur ein Vierflach (sieh selbst 
zugleich als räumliches Viereck dual zugeordnet) mit f= 4 Ilächen, h^Q Kanten, e = 4 Ecken. Die Mächen 
sind sämtUch Dreiecke, die Ecken alle dreikantig; das Vierflach ist gleichzeitig ein aUgemeines Vielflach und 
ein Trigonalpolyeder. — Es trete nun zu den bisher festgelegten vier Ebenen eine, im allgemeinen mit keiner 
der vorigen parallele, fünfte Ebene hinzu, mit jenen das vollständige Fünfflach bildend. Das durch die vier 
ersten Ebenen gebildete endhche Tetraeder habe die Ecken A, B, C, D (Fig. 35, S. 48) und die fünfte Ebene 
schneide die sechs Kanten AB, ÄC, AB, BC, BB und CD in den Punkten E, F, G, H, J und K. 
Auf jeder Kante liegen drei Ecken; durch jede Ecke gehen drei Kanten, deren im ganzen zehn vorhanden 
■iind In jeder Ebene bilden die Spurtn dti viei andern Ebenen em vollständiges Viei«eit, de'isen diei Diagonalen 

1) Hier wild analog dei BetiacMung iVei dio Teiling ilei EVene (vetgl Hi 21 ^oiaiigp^etzt \ä.m eine Ebene den 
(projektiviBch tß*'^^*'^^^^) Kaum noch niclit teilt Zwei Elenen teilen ihn m zwei Teile diei Elenen m vier Teile v er 
Ebenen m acht leile vun denen einer gaüiz im Endlioten legen kann Diei Ebenen b Iden nOLh. kfine im Endlirhen 
geschlossene Zelle scndem nui eine Ecke wenn ihie ''dmittgeraden nidit parallel lauten 

2; T ergl Ni '' uber die Teiling dei Ebene duich trerade 

3 Es ist in dei rh it m H- ii!!L::i--'^^-:^ + l + '^f^?' - i . = m + l + — Ü — *" '*" - " ^ Schk»» von 
w auf n + 11 

i) Haien lip i ei Ebenen des v llet ndigen ^lerßichs noch je/iplleie ^pa allUc Lage so tntitehen entirtete 
Tet ledei ant d e hiei nicht weiter e!n„egina;en wird 




»ig. 34. 
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48 A m in Th V fl he. 

die dre Diagonalen e ste Odniiij, snl le n de 1 et El me liegen; z. B. in der Ebene ASG die 
D aj,onalefl iS CH und BF also f s mti ehe Eben f iifzelin Diagonalen, Dareh jede Kante geht eine 
Kantenl ag nalel ene le en es lern ach m ganzen zehn g ebt B -durch AB die Ebene ÄBK, denn K 
ist d e z o6 Eclv 1 e n ht a t len la ge d r Kante AB s h schneidenden Ebenen liegt. In jeder 
Kantend agonalebene legnve Ekn(in ABK a ä e A B d Ä die Ecke E) und drei Diagonalen erster 
L dnmio ( u 4.BK he D ag nalen AK, BK und EK). Die Zahl der 
geschlossenen ßaume, welche durch die Ebenen des vollständigen Fünf- 
flachs abgegrenzt werden , beträgt vier. Davon sind zwei Fünf flache 
(Pentaeder), begrenzt von zwei Dreiecken und drei Vierecken, und zwei 
Vierflache, die sich an eine Seite je eines Pünfflaehs anfügen: Die 
beiden Fünfflache %^BGDaEF und SÖ = CSFQJD und die Vier- 
flache e ~ GEFA und S = GDJK. Die Fünfflache 3t und SS haben 
das Viereck BD GF gemein, während die beiden andern Viereeksflächen 
je in die Ebenen der Dreieekaflächen des andern fallen. Die beiden 
Fünfflache sind moi-phologisch nicht von einander verschieden, d. h. die 
Art und Anordnung ihrer Grenzflächen ist dieselbe; beide sind konvex. 
Es sollen nun zur Begrenzung eines Vielflachs auch nicht konvexe 
■^ gewöhnliche und aussergewöhnliche Vielecke (vergl. Nr. 6) zugelassen 

werden. Für die Begrenzung des Fünfflachs kommen darnach ausser dem 
gewöhnlichen Viereck IVu,i (s. Taf I) das nicht konvexe Viereck zweiter Art mit einem überstumpfen 
;ene Viereck 7Fa,a niit zwei überstumpfen Winkeln und einem Doppelpunkt 
i unter seinen Begremungsßächen aussergewöhnliche Yidecke hat, heisst selbst ein 
Vtelflach^y, seine Oberfläche schneidet sich selbst. Um derartige weitere möglichen 
Fünfflache in dem vollständigen Fünfflach zu finden, füge man zwei bez. drei der geaehlosseaeu Käume 
zusammen. Es ergeben sich Fünfflache durch folgende Zusammenfügungen ^); 1) St -{- 33, ein Fünfflach mit 
zwei Vierecken JFs,s, BCKJ und EFKJ und einem Viereck iTö,!, BCFF\ seine Oberfläche schneidet sieh 
^ngs der Geraden GD, die nicht Kante des Fünfflachs ist (Taf. I, Fig. 26). Morphologisch dasselbe 
Fünfflach ergiebt sich in SB + ß. 2) ß + ®, ein Fünfflach mit drei Vierecken IV^^^, AEJD, AFKD 
und EFKJ. In G, welches keine Ecke des Fünfflachs ist, sondern ein Doppelpunkt, sehneiden aich die 
Kanten und Ebenen (Taf I, Fig. 27). 3) §t -f- S5 + S, ein gewöhnliches nicht konvexes Fünfflach mit zwei 
Vierecken IFi,s, ABHF und ABJG und einem Viereck IYq i, FGJH. Die Ecken .F und G sind nicht 
konvex (Taf I, Fig. 28), 4) 9t + © + S>, ein Fünfflach mit 'zwei Vierecken JFi,b, ABJG und ACKG 
und einem Viereck TVi,'s:, BCKJ. Die Ecke G ist nicht konvex; die beiden Vierecke iTi, 2 schneiden sich 
Kngs der Geraden GX), die keine Kante des Fünfflaehs ist (Taf I, Fig, 29). Mit diesem Fünfflach sind 
die Fünfflache 91 + 58 -f- S) und SS + ß + 3) morphologisch gleich. Die bisher aufgeführten Fünfflache 
sind allgemeine Vielflache, da jede Ecke dreikantig ist. Erhält die fünfte Ebene des vollständigen Fünfflachs 
besondere Lage, z. B. durch die Ecke A des Vierflachs ABOB, so können noch drei morphologisch ver- 
schiedene singulare Fünfflache entstehen, begrenzt von vier Dreiecken, die eine vierkantige Ecke bilden, 
und einem Viereck, welches ein JFo.i, /Fi, 2 oder 7Fa,ä sein kann (Taf I, Fig. 30, 31, 32). Es sind also 
in Summa acht morphologisch verschiedene (endliche) Fünfflache möglich, fünf mit drei Vierecken und zwei 
Dreiecken, drei mit einem Viereck und vier Dreiecken. Je ein Fünfflach jeder Gruppe ist konvex, ebenso 
je eins jeder Gruppe gewöhnlich nicht konvex; sämtliche übrigen sind aussergewöhnliche Fünfflache. Die 
Zahl der Ecken und Kanten ist bei allen dieselbe. 



Winkel 7Fi,ä 
in Frage. Jt 



und das 



1) Naeli A. J. MObius, Über die Bestinmiung des Inhaltes eines Polyeders, 186ü, g 2. Gesammelte Werte, Bd, 11, 
S. 473 ff. Diese Abhaudlung wird künftig als Möbins I zitiert. 

2) In den Füg. 25—32 der Taf, I sind aämtUolie Fünffiaclie, die folgenden mit der Buclistabenbezeicliming der Figur 
des Textes, nur b. T. anders gelegen, gezeichnet. 
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44. Einf, u, mehrf. zusammenli. berandete Fläclieii. Definition v. Quersebn, Die Grundzahl e, Fläche. 45. Beziehg. d. Zahl u, s.w. 49 

In derselben "V^eiae, wie hier geschehenj kann man weiteibm aus dem voiUtandigpn Seclisflach die 
möglichen einfachen öechsflache ableiten und trhilt, wenn man die grosse Anzahl dei moiphologiM,h vei 
schiedenen ebenen Fünfecke beachtet, eine kaum mehi zu übeisehende Zahl idumln,her Figuren, weshalb yon 
der weiteren TJnteisuthung hici abgesehen wud Es leuchtet jedenialls ein, dass sich fort und foit jede neue 
Ebene des vollständigen Vielflachs so annehmen lasit, dass unter allen in ihm enthaltenen PolYedern stets 
mindestens ein gewöhnliches n üa'h. ist dessen n Begienzuugsfl ichen von aEen )i Ebenen des vollständigen 
Vielflaehs gebildet werden, deiait, dass samtliohe n Begienzungsflachen gewöhnliche Vieieuke sind Es wiid 
später gezeigt werdpn, wie man ille möglichen einfachen (^allgemeinen und smgnlaren") >i flauhe ans den {» ^ 1) 
flachen durch Zufiigung der ii^ Ebene ableitet 

44. Eiufdch und meliifacli zu!iamineiiliiiiigeii([e beiandete Flaclieii Defimtiou des Qaersohmtts Die 
Orimdzahl einer Flaelie Eine ringsum begienzte, d h beiaudete Flache heissfc einfach msammeukangend, 
wenn jede in ihr gezogene Lmie, die zwei Punkte des Randes veihmdet, em sogenannter QueiScIiniM der 
Fläche, sie in zwei Teile zerlegt, aus deien einem man auf keinem Wege m den andern (selbstvei stand 
lieh nur in der Flache fortschreitend) gelangen kann, ohne den Queischnitt zu ubeisUiieiten ^) Beispiele 
hierfm sind: eine ebene Ljreisflache, em gewöhnliches Polygon mit semei Innenebene, die Obeiflache emei 
Kugelhauhe u. a. w Die folgenden Deimitionen sind mit die«er eisten gleichwertig Euie Flache heisst 
einfach ausammenh^ngend, wenn &ie duich stetige Umformung {also bloss duich Dehnungen und Biegungen, 
ohne Zerreissungen und ZusammenheftungenJ m ein ebenes, nm von einer emzigen Randknive begienztes 
Flächenstück verwandelbai ist'') odei Bme Flache heisst emfai-h zusammenhangend, wenn jedwede auf ihi 
konstruierte geschlossene Kuive mittels einei auf dei Fliehe stetig fortschreitenden Gfestaltsveiandeiung in 
einen unendlich klemeu Kieis d h einen Punkt veiwondtlbai ist '] Eine berandete Flauhe heilst zweifach 
zusammenhängend, wenn sie duich einen geeigneten Queischnitt, d h die Veibmdnngsbnie zweiei Rand- 
punkte, in eine emfach zusammenhingende veiwandelt weiden kann 

Ein Beispiel ist die ebene Flache zwischen zwei konzentrischen 
Kreisen; ein Querschnitt, der emen Punkt des mnem mit einem 
Punkte des äussern Kieises verbindet, veiwindelt die Flache m eine 
einfach zusammenhangende, die durch jeden weitem Querschnitt zei 
stückelt wird. Dass der Kreisring nicht einfach zusammenhangend 
ist, ersieht man auch daraus, dass er der obigen dritten Dehmtion 
einer solchen Flache nicht genügt, denn eine auf ihm konzentrisch 
mit den Rändern verlaufende Kreislinie lässt sich nicht duich Zu 
ziehen in einen unendlich kleinen Kreis verwandeln — Eine 

che heisst n-fach Msammenhängend, wesm » — 1 auf em ,/f//' 

ander folgende Querschnitte ^forderlich smd, um sie m eine emfarh 
eusammenhängende liädw sm verwamä^. Die Zahl n wird dei Gliad ^,^ 

des Zusammenhanges oder kurz die Grundzahl der Fläche genannt 

Ein Beispiel dafttr ist eine beliebige, einfach begrenzte Figui, aus dei « — 1 ebensolche ausgeschmtten sind 
Vergl. Fig. 36 (n = 4); die drei Querschnitte $^, q^, q^ verwandeln die Flache m eme emfach zusammen 
hängende mit einem Rande (in der Figur durch Punktierung angedeutet} Em n fach zusammenhangendes 
ebenes Polygon besteht aus einem äusseren Perimetei und ti — 1 inneihalb desselben unter sich getiennt 
gelegenen Perimetern. 

45. Beziehung der Zahl der Räuder zur Grundzahl einer beraudeteu Fläche. Die Randei emei 
berandeten FBiche sind Linien, die ira allgemeinen nui mit emei Seite (Ufer) an die Flache austossen 

1) B. Riemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veränderlichen kompleseii Grösse. 
(Diseert, 1851.) Ges. Werke, S. 3. 

2) C. Neumann, Eiemanna Theorie der Ahelsohen Integrale, 2. Aufl., 1884, S. 146, 

3) C. Neitraann, Beiträge zu einzelnen Teilen der math. Physik, 1393, S. 14. 
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e Theorie der Vielflaohe. 



Legt man die Quei^chnitte, um allmählich die Flache der Gnmdzahl n in eine einfach ! 
zu yeiwandeln, so bemeikt man, dass beide Heiten derselben der Eerandung a,ngehören (vergl. Fig. 36). 
Geht man nun von einem Punkte eines Randes längs desselben fort, so muss man schliesslich wieder zum 
Ausgangspunkt zunickkehren, und man nennt dann das durchlaufene Stück der Begrenzung der Fläche einen 
seXb'itmidigen Beffienmingsteil odei einen Bund schlechthm Die Zahl der Ränder einer Flache der Grund- 
zahl n spi mit *■ bezeichuet Füi h = 1 ist sichei auch ! =1. Denn wäre r = 2, so könnte man beide 
selbständigen Randei durch einen Querschnitt in Verbindung setzen 
und dann mit den beiden Seiten des Querschnitts in einem Zuge 
duichlaufen, die Flache wäre also durch einen Querschnitt nicht 
zezstuekelt worden, also nicht einfach zusammenhängend gewesen.'-) 
Um nun eme Beziehung zwischen r und n für beliebige berandete 
Flachen zu hnden, vei an schauliche man sich das folgende an Fig. 37, 
die eine Flache dei Grundzahl 4 mit zwei Rändern darstellt.^ Jeder 
Querschnitt, dei zwei Punkte desselben Randes yerbindet, erhöht (allein 
ausgeführt) die Zahl der Bänder um eins, z. B. ^i oder q^ (für q^ 
sind die beiden neuen Ränder punktiert). Jeder Querschnitt, der 
zwei Punkte tetschtdemr Ränder verbindet, vermindert die Zahl 
dei Raadei um eins, z B. der Querschnitt q^. (Die gesamte Fläche 
erhält bei allemigem Durchschneiden längs q^ einen einzigen Rand.) 
üntei den n — 1 Quei schnitten, welche die Fläche der Grundzahl n 
einfach zusammenhangend machen, seien m der eraten Art, welche 
hohen, also u—1 — m dei zweiten Art, welche die Zahl der Ränder um 




die Zahl dei Randei um eins 

ems veimmdem, di die suhliesshch einfich zusammenhangende Fläche 

/ + m — {n—l—!n) = l, d h 



■ einen Rand besitzen l 



I ist 



d. i. in Worten; Die Zahl der Bänder einer Fläche ist um eine gerade Zahl Jcleiner a 
Fläche Ton gerader [ur^erader] Grundzahl besitzt also auch stets eine gerade [ungerac 
46. Die geschlossene Fläche und ihre Grundzalü. Zweiseitige Fläche. 



's ihre Gnmdsahl. Eine 
le] Anzahl von lindem. 
Um auf eine ringsum 
, d. h. unherandete, Fläche die vorigen Betrachtungen anwenden zu können, verwandle man sie 
in eine berandete Fläche dadurch, dass man aus ihr ein behebig kleines, einfach zueammenhängendes, einfach 
berandetes Flächenstück ausschneidet, das man sich auch in einen Purdct zusammengeschi'umpft denken 
kann. Die neue einfach berandete Fläche hat dann noch denselben Zusammenhang, d. h, dieselbe 
Grundzahl, wie die unbegrenzte Fläche. Da aber eine berandete Fläche mit nur einem Rande die Grund- 
zahl n = 2m -\- 1 hat, so heisst dies: Die Grundzahl einer nirgends iegrengfen Fläche ist immer imgerade. 
Ein Beispiel für n= 1 ist die Kugelfläehe, die durch jeden von einem Punkte (dem unendlich kleinen 
Rande) ausgehenden und in ihn zurückkehrenden „Quei'schnitt" zerstückelt wird. Ein Ring (Wulst, tonis) 
hat die Grundzahl w = 3; denn es sind zwei Querschnitte nötig, um seine Fläche einfach zusammenhängend 
zu machen, nämlich ein vom Pimkte P der Fläche ausgehender, in diesen Punkt zurücklaufender, etwa den 
innem Umkreis umziehender Querschnitt und dann ein um den Rii^ geschlungener, zwei Punkte jenes 
ersten Querschnittes (Randes) verbindender Querschnitt. Als allgemeine Form einer Fläche der Grundzahl 
H ^ 2?» -j- 1 kann ein m-facher Ring (Fig. 38, S. öl, m = 3) gelten, den man durch folgende Quer- 
schnitte in eine einfach berandete F^che verwandelt. Man lege zunächst von einem Punkte P aus einen in 
sich zurückkehrenden Querschnitt a um alle „Öffnungen" des Ringes, dann m- — 1 Querschnitte \, \, . . ., 
die in a beginnen und endigen, um alle „Öffnungen" bis auf eine, und schliesslich die m Querschnitte 
(^, Cg, Cj, . . ., die, von Punkten von a ausgehend, in diese zurückkehren. Die zerschnittene Fläche hat 



1) Vergl. Herzu Raussnl 

2) In der Mitte der Figur 



erger, Die Elementargeometrie etc., S. 300 ff. 
verläuft ein Teil der Tläche über dem andern. 
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46. Die gesohloss. Fläcte u. ihre QnmdKahl, Zweiseit, Fläche. 47. Der Satz e— Ä-f-f= 
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dann nur einen (den punktierten) Rand und iit einfacli zusammenliangend Man ktmi dieae Flaelio ohne 
ihren morphologischen Charakter, d. h. ihre Grundzahl zu andern, hehehitf durch Dehnung und Biegung 
umgestalten, unter anderem so, dass die die Querschnitte q, c^ tragenden Teile an Giusse hetiathtln^h ge^en 
den mittleren Teil zurücktreten, das Ganze also, wie man sich leicht 
veranschaulicht, die Geetalt einer Kugel mit m Henkeln (welche die 
Querschnitte c^,c^... tragen) annimmt. Diese Form dei Flachen legen 
u. a. Mobius, F. Klein und C. Neumann ihien Betiachtungen zu 
Grunde. Von letzterem, der vom Kreisring (n = 3) ausgeht, welchei 
in Gestalt zweier durch zwei Röhren verbundenen Ki:^eln sich dar- 
stellen lässt, wird noch gezeigt, dass jede zusammenhangende Flache 
der oben geschilderten Art in ein System von Kugeln umgestaltet 
werden kami, die durch eine gewisse Anzahl von Rohien mit einander 
(oder sich selbst) verbanden sind. Solche Flachen weiden von ihm 
sphärotische Flackert genannt. Verbindet man z. B zwei Kugeln duich 
vier Röhren, so erhält man eine, der in Pig. 38 abgebildeten gestalt 
lieh gleichwertige, sphärotische Fläche, deren Giundzahl 7 ist M — 
Es leuchtet nun aus der Anschauung ein, dass jede solche geschlossene 
Fläche einen bestimmten Teil des Raumes vom Gesamtraum abtiennt, ^,g g3 

derart, dass man nicht von einem Punkte des Ausseniaumes zw einem 

Punkte jenes Innenraumes gelangen kann, ohne die Flache zu durchdringen ^) Denkt man sieh eine m einem 
Punkte der Fläche nach aussen errichtete (kleine) Noimale lar^s der Flache nach allen ihien Punkten toit 
bewegt, so wird sie nie in den Innenraum gelangen Die Flache hat 0wei Sateti, die man vielleicht duieh 
schwarze und weisse Färbung unterscheiden konnte Man nennt alle solche Flächen stveibeitig 

47. J)er Satz e — fc+/'=l fär eine einfach zn&ammenhausende, berandete, zweiseitige polyedrische 
Fläche. Es ist wohl leicht ersichtlich, dass die bishei angestellten Betrachtungen ubei den Zusammenhang 
der Flächen unabhängig davon galten, ob das Flachenstnck in seinen einzelnen Teilen eben odei gekiummt 
war^), wenn nur diese einzelnen Teile lückenlos mit emandei verbunden erschienen betzt man also ugend 
beliebige einfache, ebene Polygone zu ein&r polvcdmchai Öbeifiaüu zusammen, derart, dass immei eine Kante 
eines Polygons an eine und nur eine Kante eines andern Polvgons gienzt, so eihalt man eine zusammen 
hängende Fläche, die hinsichtlich ihrer Grundzahl und der Zihl ihier Randes den vorhergehenden Sätzen 
gehorcht. Es sei nun zunächst ein einfach zusammenhangende* polyednaches Flachenstuck, das natüihch 
einfach berandet ist [der Rand wird von einer gewissen Anzahl Kanten gebildet und besitzt ebensoviel 
Ecken wie Kanten], mit e Ecken, h Kanten und f Flächen (Vielecken) vorgelegt, und es werde nach dem 
Werte der Grösse e — Ä + /" gefragt. Man setze das polyedrische Flächenstück der Reihe nach aus seinen 
Einzelflächen zusammen. Für eine erste etwa em m eck ist e = jw Tc = m /" = 1 also e ^li, -\- f = 1 . 
Setzt man an deren Kante ein zweites A 1 k tw k k mm Fl he, m'— 2 Ecken 

und m'~ 1 Kanten nen hinzu, es bleibt 1 ^ / + / = ^ S t t di it Fl he an, sei es mit 

einer oder mit zwei Kanten, so kommt wd Ktmhh lEk Ise — li -\- f = 1 



1} C. Neiimann, Beiträge etc., 8. 
Flätte von sonst Lebebiger Gestalt sict ausd nL 
aptäiTotische Tlaohe »erwandelbar ist. Diese \ 
60 lange festauhalten ist bia etwa an irgend 
kaum zu hefrirchten Benn eine geschlosBe 
fläche irgend umes ESrpers " 
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bleibt. Auch weiterliiti übertrifft immei die Zahl dei hmzutietenden kmten Jie dei hinzutretenden Ecken 
um ems, wenn man nur die Fläche einlach zusammenhangend bleiben lasat Üb gut albi fv/t die Ämahl am" 
Ecken, Kanten tmd Flächen einer einfaüi subammenhangendm hetandeten suei'^e^hgen polyednsrlmi Oberfläche 
die Gleichung: ^ j^ i j ^ 

48. Die entsprechende Gleichung für eine mehrfach znsamintiuhäugeiide, zweiseitige heiaiidete 
polyedrische Fläche. Eine solche Fläche ist Ton der Gfestalt, wie sie in den Nm 45 und 4() bescliiiebLn igt, 
und wird, wenn ihre Grundzahl n ist, durch w -— 1 Querschnitte zu einer einfach zusammenhangenden, einlach 
berandeten Fläche, Die Zahl der Ränder der ursprünglichen Fläche ist für das folgende zunächst gleich 
gültig. Es seien nun e, Ic, f die Zahlen für die Menge der Ecfeen, Eanten und (einfach zusanunenhangenden) 
Vielecke der ursprünglichen polyedrisehen P^che, und es mögen die Querschnitte von einer Ecke eines 
Randes ^ngs eines Kantenzuges zu einer Ecke eines andern (oder desselben) Randes gefühlt weiden 
Durch Zerschneiden längs eines Quersclmittes wächst für das neue Gfebilde dann stet*, die Zahl dei Ecken 
um eins mehr als die Zahl der Kanten; es wächst also der Ausdruck e- — /c + / ^^^ jeden Querschnitt nm 
eins. (Genau dasselbe tritt übrigens ein, auch wenn der Querschnitt nicht längi Kanten <<ondem behebig 
durch Vielecke hindurch gelegt wird. Figur !) Da nach Zerechneidung längs samthehei « — 1 Quer 
schnitte für die entstandene einfach zusammenhängende Fläche der Wert des Ausdrucks eins ist, d h 
{e-\-n — 1) — h +/■=!, 80 erhält man den Satz: Zwischen den Zahlen e, Je, f fm (im ip>anflfh, polytäi i'^ch 
zweiseitige Fläche der GrundmM n besteht die Gleichung: 

c — fc+/=3 — 11. 

49. Der Eulersche Satz. Zweite Ableituag der Oleiehung der vorigen Nnmmer. Aus einer einfach 
zusammenhängenden, ringsum geschlossenen polyedrisehen Fläche, d. h. also einem einfachen Vielflach (nach 
Nr. 41), gleichviel oh es konvex ist oder nicht, wenn nur seine sämtlichen Einzelflächen einfach zusammen- 
hängende sind, werde mte Begrenzungsfläche ausgeschnitten. Für das Restpolyeder, das von dem Typus 
einer einfach zusammenhängenden Fläche mit einem Rande ist, gilt nach Nr. 48 die Gleichung e — Ä + Z^ 1- 
Durch Wiedereinfügung der ausgeschnittenen F^che wächst nur f um 1, es ergiebt sich also der Satz 
(Eulerscher 8ats) Bezeichnet man die Zahl der Ecken, Kamill wnd Flächen emes einfach zmatmnenkängenden 
(zweiseitigen) Yidflacht-^ mit nm einfach msammenliangendm Eimeelflächm mit e, k, f, so gilt: 

Dies»- Glenhung wuid>- von L Eulei ITÖi gefmiden (s. die folgenden historischen Bemerkungen) und die 
eben genauei deflnieiten Vielflache von Hessel FMersche Polyeder genannt.^) Man kann sie auch, da sie als 
einfach zusammenhangende Flächen den Typus der Kugel haben, als kugelwrtige Polyeder bezeichnen.^ — 
Et. mögen nun aus einem solchen Eulerechen Polyeder n einfach berandete, polyedrische Flächenstücke aus- 
geschnitten werden Das übrigbleibende Flächenstück ist dann nichts andres, als eine mit n Rändern ver- 
sehene Flache dei Grundzahl n, die sich leicht in die am Ende von Nr. 45 beschriebene Gestalt bringen lässt. 
Nun galt für das unzerschnittene kugelartige Polyeder e' — k'~^ f'^2, für jedes ausgeschnittene polyedrische 
FläehenstÜck e,- — ki-^f = l (i = 1, 2 ... «), demnach ist für die von n Polygonen berandete «-fach zusammen- 
hängende polyedrische Mäche e—-k-]-f^2 — n.") Das ist dieselbe Gleichung wie in Nr. 49, nur für den 
besonderen Fall abgeleitet, dass die «-fach zusammenlüingende Fläche auch n Ränder besitzt, während die frühere 
Ableitung davon unabhängig war, wie die Gleichung in der That die Zahl der Ränder nicht enthält. 

50. Der erweiterte Enlersche Satz für mehrfach zusammenhängende Vielflache. Es sei endlich 
eine geschlossene polyedrische Flache beliebiger Grundzahl n (das nach früherem stets eine ur^erade 

1) Denselben Namen (polyecLres enl^riens ou polyfedreE simples) fälirt Camille Jordan für diese Vielflaohe ein, auf 
S, 35 der Abtandlnng: Recherckes snr les polyödres, Borchardts Tonmal, 66. Bd., 1866, S. 22^86. 

2) Keae Benennung braucht Möbius. Mitteilungen aus seinem Nachlass, Ges. Werke, Bd. II, S. 524. 

3) Tergl Eberhard, Zui Morphologie der Polyeder, Lp^. 1891, S. 53. Eüuftig unter Eberhard, Morphologie, zitiert. 
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Zail ist) oder, was dasselbe sagt, ein mehrfach zuaammenhängendes Vielflaeh der Grundzahl n, dessen Seiten- 
flächen aber sämtlich einfach zusammenhängend sind, vorgelegt und e, h, f die hetr. Zahlen dieses Gebildes. 
Scheidet man eine einzelne Fläche aus ihm aus, so bleibt n ungeändert, aber die nun erhaltene Fläche 
besitzt einen Eand, und es lässt sich auf sie die Formel in Nr. 49 anwenden, wonach e — ^ -{• f den 
Wert 2 ~~n hat. Demnach gilt nach Wiedereinfügung dieser ausgeschnittenen Einzelfläche, wodurch nur f 
um 1 wächst, für das (zweiseitige) Vielflach der Gnmäeahl n die Gleichung^) ^zwischen e, k und f: 

Es ist also die Grösse e — Tt-^f für ein zweiseitiges Vielflach, da n ungerade sein niuss, stets eine gerade 
ZaM (wenn keine mehrfach zusammenhängenden Einzelflächen TOrkommen). 

51. Vielfache mit mehrfach zasammenhäugenden Eiazclflächen. Besitzt ein mehrfach zusammen- 
hängendes Vielflach eine gewisse Anzahl Einzelflächen von mehrfachem Zusammenhange, die, weil sie eben 
Bein müssen, ebensoviel Eänder besitzen, als ihre Grundzahl beträgt (vergl. Nr. 45 am Ende), so mache 
man sämtliche Eihzelfläehen durch Ziehen von Querschnitten einfach zusammenhängend. Durch das Anlegen 
eines Querschnittes wird aber immer eine Kante mehr erzeugt, als Ecken hinzukommen. Führt man den 
Querschnitt nämlich zwischen zwei Ecken gerade, so tritt eine Kante, aber keine Ecke hinzu. Stosst der 
Querschnitt an eine Kante &n, so erzeugt er an dieser Stelle eine Ecke, zerlegt aber jene Kante in zwei u. s.w. 
Immer nimmt durch Ziehen eines Querschnittes die Grösse e — ^ -\- f für das Vielflach um 1 ab. Sind 
sämtliche Einzelöächen durch insgesamt q Querschnitte einfach zusammenhängend gemacht, so hat die Grösse 
e — Ä + /■ um q abgenommen und für das nun entstandene Polyeder, dessen Gesamtzusainmenhang immer noch 
n ist, gilt die Gleichung der vorigen Nummer, also gilt für das ursprüngliche Polyeder, d, h. für evn, (swm&Mges) 
Viel flach der Gnmd^ahl n, dessen einselne Seitenflächen durch q Querschnitte einfach misammenkcmgend werden:^') 

Es ist z. B. für das in Fig. 39 dargestellte, aus zwei in einer Fläche zusammen st os senden Tetraedern erzeugte 
Achtflach e ^ 8, /c = 12, f= 7, also e — Ic -\- f= 5, da hier n = 1 und 3 = 1 ist; denn es genügt der 
Querschnitt CC'j um die ringförmige BinzelfläcLe, deren Ränder £CI) und B'C'JD' sind, einfach i 




XPI 



hängend zu machen. — Es mag hier auch darauf hingewiesen werden, dass die Gleichung e — k -\- f= 2 
wohl für Eulersche Polyeder gültig ist, dass aber nicht umgekehrt das Bestehen dieser Gleichung für 
ein Vielflaeh es als Eulersches {kugelförmiges) charakterisiert. Denn dieser Gleichung genügen die 
Zahlen der Begrenzungsstücke aUer Polyeder, für die 3 — « + 2^2, d. h. n ■ — g = 1 ist. Neben den 
Eulerschen Polyedern (w = 1, 2 = 0) kann man sich beliebig viel andre Vielflacho konstruieren, welche die 
— q = 1 erfüllen. Wenn man z. B. einem ParaUelepiped m Durchbrechungen giebt (Fig. 40, 
= 3), so hat das entstehende Vielflach vom Typus eines m-fachen Ringes (vergl, Nr. 47) die Grund- 



1) Vergl, I 

2) Eauee 



; Godt, Untersijcliungen über Polyeder von mehtfaclieni Zusamineiiliang. Progr. Lübeck 188] 
rger, Elementargeometrie etc, S. 204. P, Lippioli, Zur Theorie der Polyeder. Wiener Bei', ■ 
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zahl 2)M + !■ Es ist 2 = 2m, da die obere und untere Deekfläclie je m Querschnitte e^, Cg, . . . brauchen, 
um einlach zusammenhängend zu werden, also ist e — Ä + /'=3 — (2m + l)-\-2m^2, obgleich das Vielflach 

kein Eulersches ist. Setzt man femer auf ein 
Parallelepiped A „Henkel" auf (in Fig. 41, 8. 53, ist 
h ^ 2), 80 ist die &ruadzahl des entstehenden Viel- 
flachs M^2Ä-j-l; die Zahl q der Querschnitte 
Cj,c^', 0^,02, . . ., welche die eine Deckfläehe einfach 
zusammenhängend machen, ist 2Ä, also wiederum 
e — h-\- f= 2 a. s. w. Es lassen sich leicht immer 
zwei auf den ersten Anblick sehr ähnliche Polyeder 
neben einander stellen, von denen das eine dem 
Eulerschen Satze genügt, das andre nicht. Es ist z. B. aus leicht ersichtlichen &ründen^) für das Polyeder 
Fig. 42a der Wert- der Grösse e — ^ -\- f gleich 2, dagegen für das Polyeder Fig, 42b gleich NuU. 

52. Diskontinuierliclie Vielflache. Es war bisher immer vorausgesetzt und der ursprünglichen 
Definition entsprechend, dass die der Untersuchung unterworfenen Vielflache konUnuierlich, d. h. so beschaffen 
waren, dass man jeden ihrer Eckpunkte mit einem beliebigen anderen durch einen zusammenhangenden 
Kantenzug verbinden konnte, oder, was dasselbe sagt, dass ein Punkt von jedem Vieleck, ohne die Oberfläche 
des Polyeders zu verlassen, auf jedes andre Vieleck gelangen konnte. Besteht das Vielflach aber aus 
mehreren getrennten polyedrischen Oberflächen, so heisst es dislconUnuierlich. Hierher gehören die VieMache 
mit inneren Höhlungen (wenn man an den Begriff des Körpers anknüpft) und die Durchdringungen mehrerer 
Polyeder. Es bestehe nun das Vielflach aus i Einzelpolyedem mit den Zahlen e,-, Jd, fi von Ecken, Kanten 
und Flächen, so dass e,- — ■ Äj + /,- = 3 — % ist, wenn das *** Polyeder die Grundzahl m hat. Durch 
Summation über alle i flndet sich, wenn e, h, f die betr. Zahlen des Gesamt vielflachs bezeichnen, und wenn 
überdies insgesamt q Querschnitte nötig sind, um mehrfach zusammenhängende Einzelflächen einfach zusammen- 
hängend zu machen die Formel 

Ist von den i Polyedern eins von der Grundzahl «, die übrigen i — 1 (als Höhlungen) jedes vom Znsammen- 
hange 1, und hat q die vorige Bedeutung, so ist e — Je -j- /■= 3^ — (n -^ i — l) -\- q, oder 
e — fc -f /= 3/ — n -i- 1 + a- 

53. Die eiaseitigeii Flächen. Die bisher betrachteten polyedrischen, nichtgeschlossenen oder geschlossenen 
Flächen waren durchweg zweiseitig. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf Flächengebilde, bei 
denen es gleichgültig ist, ob sie schon polyedrisch sind, d. h. ob sieh an ihnen Ecken, Kanten imd Einzel- 
flächen, die stets als einfach zusammenhängend vorausgesetzt werden, unterscheiden lassen. Ist ABCD ein 
rechteckiger (bi^samer, dehnbarer) Streifen, so entsteht, wenn man seine Kanten AB und CD derart an 
einander fügt, dass C mit B, D mit A zusammenfällt, eine zweiseitige Fläche der Grundzahl n^2 mit 
zwei Rändern; denn ein Querschnitt (eben CD^ AB) genügt, um die Fläche einfach zusammenhängend zu 
machen. Ein in sich selbst zurücklaufender, parallel den Rändern geführter Schnitt zerstückelt die Fläche 
in zwei wieder zweifach berandete, zweiseitige Flächenstücke der Grundzahl 2. Dreht man aber das Ende CD 
des rechteckigen Streifens im Räume, ehe es an AB gefügt wird, um 180", d. h. tordiert man den Streifen 
einmal nnd heftet dann zusammen, so dass C auf Ä, D auf B fällt, so entsteht eine Fläche mit nur einem 
Bande und der Grundzahl n = 2; denn der Querschnitt AB (vergl. Fig. 43, S. 55) verwandelt die Fläche 
wieder in eine einfach zusammenhängende. Diese Fläche ist aber einseitig (Möbiussches Blatte); denn 

1) Solche Polyeder betrachtet Hessel, Nachti-ag zu dem Eulerachen Lehraatee von den Polyedern. Grelles 
Joumal Bd. 8, S. 13. 

2) Die Entdeokimg der einseitigen Plächen ist Möbius Buanachreiben und fällt in das letate Viertel des Jahres 1S58. 
Über das eben beschriebene sog, Möbiussche Blatt vergl. Möbius, Ges. Werke, Bd. H, 8, 519, 
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■wenn man in irgend einem ihrer Punkte P eine (kleine) Normale PJV errichtet so kann min indem 
man P auf der Fläche fortbewegt, nach einmaligem Umlaufen der bandförmigen Flache dje Normale PN, 
entgegengesetzt gerichtet, nach dem Punkte P zurückbringen, so dass sie 
in P auf der andern Seite der Fläche, die aber mit der ersten identisch 
blieb, erseheint. Nach zweimaligem Umlaufen des Bandes kehrt die Normale 
erst in ihre ursprüngliche Richtung zurück. Ein längs des einen Randes (etwa 
in der Mitte der Fläche) von P nach P zurückgeführter Schnitt zerstückelt aber 
die Fläche nicht, sondern es entsteht eine zweiseitige Flache der Grundzahl »i = 2 
mit s-um Rändern.^) Ein solcher Rückkehrschnitt heisse auf der polyedrisch 
gedachten Fläche, da man sich ihn aus Kanten bilden kann, ein Ka/ntenrüclikehr- 
polygon. Die polyedrische einseitige Fläche, die durch ein solches Polygon nicht 
zerstückelt wird, enthält eine einsetüge Zone. Eine Zone auf einem Polyeder 
oder einem polyedrischen Flächenstück ist hier eine in sieh zurücklaufende Reihe 
Ton Einzelfläehen — Vielecken — , von denen jedes folgende mit dem vorher- 
gehenden eine Kante gemein hat. Ist eine solche Zone zweiseitig, so hat sie 
zwei Ränder; ist sie einseitig, so hat sie nur einen Rand. Jede Kante, die 

eine Einzelfläche mit der vorhergehenden oder folgenden gemein hat, ist ein Quer'schnitt der Zone Eine 
einseitige Zone ist selbst von dem Typus des Möbinsschen Blattes. Keine polyednsche Flache von diesem 
Typus kann zwei sich nicht schneidende einseitige Zonen enthalten, denn man könnte sonst duieh dieselben 
zwei Rückkehrpolygone führen, die feeinen Punkt gemeinsam haben. Dies ist aber unmiglich Denn 
bewegt sich ein Punkt längs eines Ufers eines solchen Polygons (yergl. Fig. 43) so ist ei nach einem 
Umlaufe auf dem andern Ufer, muas also, um seinen Ausgangsort zu erreichen, daa Polygon ubeischreittu 

Statt des oben geschilderten Bandes kann man zu der beschriebenen Operation, wekhe die einseitige 
Fläche entstehen läsat, natürlich auch eine ringförmige Fläche der Grundzahl w = 2 mit zwei Rändern 
verwenden, wenn man die Torsion nach Durehsehneidung länge eines Querschnittes ausführt und nachher 
längs des Querschnittes wieder die Enden aneinanderfügt. 

Es sei nun eine zweiseitige Fläche der Grundzahl n mit r Rändern vorgelegt Fi^ 37 » = 4 
r = 2. Tordiert man längs eines Querschnittes, der Punkte desselben Randes verbmdet z B längs q^, 
so bleibt die Grundzahl n und ebenso die Zahl r der Ränder ungeändert, aber die neue Flache ist cin<<titig 
Es existieren also, da für eine zweiseitige Fläche der Grundzahl n die Zahl r der Eandti stet« um eine 
gerade Zahl 2m kleiner war als n, auch einseitige Flächen derselben 
Zahlenrelation, vorausgesetzt, dass die zweiseitige Fläche Querschnitte q 
zwischen ein imd demselben Rande zuliess, welche die Fläche nicht 
zerstückelten. Da für die betrachtete Fläche schon der Querschnitt ^i 
genügt, um sie wieder zweiseitig zu machen, so existiert auf ihr nur 
ein Kantenrückkehrpolygon. — Es werde nun bei einer zweiseitigen 
F^che der Grundzahl n mit r Rändern länge eines Querschnittes, 
welcher Punkte zweier verschiedener Ränder verbindet, tordiert, z. B. 
in Fig. 37 ^ngs q^. Es ergiebt sich eine einseitige Fläche der 
Grundzahl n mit r — 1 Rändern, für die also »■ = « — 2m — 1 ist. 
Wiäu'end demnach eine zweiseitige Fläche mit einer geraden [ungeraden] 

Grundzahl eine gerade [ungerade] Anzahl von Rändern besitzen muss, p. ^^ 

giebt es — die vorigen Betrachtungen mit berücksichtigt — einseitige 

Flächen mit beliebiger, gerader oder ungerader Anzahl von Rändern, gleichviel ob n gerade oder ungerade 
ist. Hat die ursprüngliche zweiseitige Fläche der Grundzahl n ebensoviel, d. h. r = « Ränder (vergl. Fig. 36), 
so ergiebt sich nach Torsion längs sämtlicher Querschnitte qi, q^, ■ ■ ■ qn—i eine einseitige Fläche mit nur einem 




1) Vergl. F. Diageldey, Topologische Studien, Leipzig 1890, S. 20 ff. 
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Rande uiiJ w — 1 einseitigen, sich nicht durclisetzenden Zonen. Aus Fig, 36 z. B. entstellt Fig. 44, S. 55, 
mit diei Rtickkelirpolygonen bez. Zonen ss^, n^, z^, d. h. es gilt der Satz: Eine einfach berandete, einseitige, 
pohfedi isthe Fläckeder GrundmM n kann im Maximum n — 1 sich nicht schndämde EimtmrücJckehrpolygone, 
d h n — 1 einseitige sich nickt durchsetzende Zonen aufweisen. 

54. Der Eulersche Satz für einseitige Polyeder. Um ihn abzuleiten, genügt es, die zuletzt 
betrachtete einseitige Fläche der Grundzahl n mit einem Bande und der Maximalzahl der einseitigen Zonen 
Tor auszusetzen. Ist die Fläche polyediisch und hat e' Ecken, k' Kanten und /" Flächen, so gilt wie früher 
für die entsprechende zweiseitige Fläche, aus der sie durch n — 1 Torsionen längs der Querschnitte 
?ii Säi ■ ■ ■ Ss-i entstanden ist, e'^k'-\-f'=2 — n, wo n gerade oder ungerade ist. Dies leuchtet sofort 
em, wenn man die Querschnitte q Vängs Kanten von einer Ecke zu einer andern Ecke des Randes Terlaufen 
!^sst, da dann nur die Torsionen aufgehoben werden und man dasselbe Gebilde erhält wie durch Zerschneiden 
der zweiseitigen Fläche mit n Rändern längs der Querlinien q, nämlich eine zweiseitige Fläche einfachen 
Zusammenhanges mit einem Rande. Es habe nun das einzige Randpolygon der einseitigen Flache j. Kanten; 
dann hat es auch x Ecken. Man kann nun die polyedrische FMche zu einer geschlossenen machen, indem 
man ihr ein einfach zusammenhängendes zweiseitiges Plächenstück zufügt, dessen einzigei Rand identisch 
mit dem der einseitigen Fläche ist. Die Möglichkeit dieser Konstruktion erhellt z. B daraus, dass man 
sämtliche x Ecken des Randes durch Gerade mit einem Punkt P ausserhalb der einseitigen Flache ver- 
binden und durch jede der x Kanten des Randes und je zwei auf einander folgende dieser Geraden eine 
Ebene legen kann. Dadurch fügt man dem Gebilde eine neue Ecke (den Punkt P) und ebensoviel Kanten 
als Flächen (nämlich x) zu, so dass e' — k' -\- f um 1 wächst. Es ist also für das geschlossene einseitige 
Polyeder e — fc-|-/=3 — n, wo aber n gerade oder ungerade sein kann. Daraus folgt; Für ein ein- 
seitiges Polyeder mit nur einfach zusammenhängenden Einzelflächen kann die Grösse e — k -\- f ungerade 
oder gerade sein, wähi'end sie für ein zweiseitiges Polyeder (ebenfalls ohne mehrfach zusammenhängende 
Einzelflächen) stets gerade war. "Es gilt also der Satz: Ist fOrr mm hdi^g vorgelegtes Vielflach, dessen Einzel- 
ftäßhen dwch QuersehMitte sämtlich einfach snsamm,enhängend gemacht sind, nach dieser Operation die Grösse 
e — k-\- f= mtgerade, so ist das Vielflach einseitig und k<mn im Maximum 2 — & einseitige, sich nicht durch- 
setzende Zonen aufweisen. Für einseitige Polyeder kann6 = l,0, — 1, — 2, — 3,,,., für zweiseitige Polyeder 
6 ^ 2, 0, — 2, — 4, — 6 . . . sein, da für einseitige Polyeder m ^ 2 (gerade oder ungerade), für zweiseitige 
« ^ 1 (aber stets ungerade) sein muss. 

Andre Kriterien für einseitige Polyeder, die in jedem Falle deren Charakter als solcher erkennen 
lassen, auch für den Fall, dass ö gerade ist, werden später angegeben. Es ist selbstverständlich, dass bei 
allen diesen Polyedern die Oberfläche sich selbst sehneidet. Das Gleiche ist aber bei den zweiseitigen Polyedern 
beliebiger Oh-undzahl statthaft, wenn nur bemerkt wird, dass die Schnittgeraden der betroffenen Flächen 
nicht als Kanten zählen; ein auf dem Polyeder wandernder Punkt durch sie also nicht aus einer Fläche in 
die sie schneidende übergehen kann. — Schliesslich sei noch bemerkt, dass bisher immer einfach zusammen- 
gesetzte Ecken voi-ausgesetzt wurden, ebenso wie an jede Kaute nur zwei Flächen grenzen durften. Sind 
mehrfache Ecken vorhanden, so rücke man deren Scheitelpunkte aus einander, so dass eine m-fache Ecke 
füi' m einfache zu zählen ist, worauf die angestellten Betrachtungen ihre Geltung behalten.^) 

55. Einige Beispiele einseitiger Polyeder zur vorstellenden Theorie. Um das in Kr. 54 betrachtete 
einseitige Band von Möbius polyedrisch herzustellen, sind mindestens fünf Dreiecke nötig: ABC, BGB, 
ÜBE, BEA, EAB, von denen jedes folgende mit dem vorhergehenden eine Kante gemein hat und das 
letzte mit dem ersten die Kante AB. Durch Zusammenfügen längs dieser Kante entsteht das in Fig. 45, S. 57, 
dargestellte Gebilde. Der eine Rand dieser polyedrisehen einseitigen Zone ist das windschiefe Fünfeck J.(7.E£DJ.. 

1) Auf die Abänderungen, die an der Eulerscten Formel anzubringen sind, wenn das Vieliaeh mehrfaßhe 
Bcken oder Kanten besitzt, macht u. a. M. Raschig aufmerksam: Zum Eulersohen Tteorem der Polyedrometrie, S. 20. 
(Festschrift d. Gjmn. Solmeeberg, 1891.) 
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54. Der Eiilereche Satz für einseitige Polyeder. Ö5. Einige Beispiele einseitiger Polyeder zur vorstehenden Theorie. 57 

Schlieset man nun die Zone Hage dieses Randes durch die fänfseitige Pyramide aus den Dreiecken ACF, 
CEF, EBF, BBF, BÄF, so entsteht ein einseitiges Polyeder mit e = 6 Ecken, fe == 15 Kanten, /■= 10 
Flächen, so daas e — Ä -)-/'= 1 ist. Dasselbe wird durch das Kantenrückkchi^polygon A GEA nicht zer- 
stückelt, denn das von diesem gebildete Dreieck ACE ist keine Grenzfläche des Polyeders. Dieses Möbiussche 
Dekaeder ist das einseitige Trigonalpolyeder geringster FlächenzahJ, denn ohne 
Hinzufiiguiig der sechsten Ecke F lässt sich die polyedrisehe Flache lang*? des fünf 
kantigen Randes nicht schliessen, weil unter den drei Dreiecken, die man eilialt, wenn 
man irgend eine Ecke des Randes mit den vier übrigen Ttrbmdet, sich stets tm 
Dreieck befindet, das bereits der ursprünglichen polyednschen Flache angehdit 
Das Polyeder besitzt eine Art ron Symmetrie, indem in allen sechs Ecken fünf Drei 
ecke zusammen stossen, während die jedesmal fünf übrigen Dieiecke eine einseitige 
Zone bilden. Faast man z. B. A als die sechste Ecke auf so bilden die ubugeu 
die Zone BDC, BCE, CEF, SFB, FBD, die sich natürhch mit jedei dei indem 
fünf einseitigen Zonen schneidet, wie sie z. B. die oben angegebene m den Diei 
ecken BBC und BCE, die sie mit ihr gemein hat, durchsetzt.^) 

Als zweites Beispiel diene das von C. Reinhardt^) gefundene einseitige ;pjg, 45, 

Polyeder mit e = 6 Ecken, f=l Flächen, wovon vier gleichseitige Dreiecke und 

drei Quadrate sind, und /c = 12 Kanten, wonach wieder e~]i:-\-f=l ist. Es soll gezeigt werden, wie 
auch dieses Polyeder durch Einfügung einer einfach zusammenhängenden zweiseitigen polyednschen Flache 
längs des einen Randes einer einseitigen polyedrischen Zone entsteht. Die drei Vierecke des Polyeders seien 
die drei quadratischen Diagonalebenen eines regelmässigen Oktaeders, denen man diejenigen vier Dreiecke 
des Oktaeders hinzufügt, von denen keines mit dem andern eine Kante, jedes aber 
mit den di-ei aiidei'n je eine Ecke gemein hat. Die Ecken und Kanten des ent- 
standenen einseitigen Polyeders sind die des Oktaeders. Mit Rücksicht auf die 
Fig. 46 sind seine Flächen die Dreiecke ABB, BFC, CDE, ADF und die 
Vierecke ABCB, FCEA, BEBF.^) Die vier Flächen ABE, BEBE, BFC, 
FCEA, von denen jede folgende mit der vorhergehenden längs einer Kante, die 
letzte mit der ersten längs der Kante AE zusammenhängt, bilden eine einseitige 
Zone mit dem einen sechskantigeu Rande ABGEBE A. Setzt man nun an 
ein Quadrat ABGB längs der ICanten GB und BA die gleichseitigen Dreiecke 
CEE und BAF an, so entsteht das zweiseitige polyedrische Flächenstück 
ABGEBFA, das, längs seines eben geschriebenen sechskantigen Randes, der ein-, 
seitigen Zone angefügt das geschlossene einseitige Siebenflach ergiebt. Durch 
das Kantenrückkehrpolygon BBFCE wird dieses Siebenflach nicht zerstückelt, denn 
läi^s der JKante CB bleibt gewahrt. Bei dem durchaus symmetrischen Baue des Polyeders ist es erk^lich, 
dasa auch andre Grenzflächen wieder zu einseitigen Zonen zusannu engef asst werden können; es ergiebt sich 
aber keine solche Zone, die die erste nicht schnitte. Ebenso existieren weitere Kantenrückkehrpolygone, aber 
keine, die das erste nicht schneiden (z. B. CEABC) oder Kauten mit ihm gemein haben (z. B. BAEGB') 
oder in zwei Ecken mit ihm zusammenstossen (nämhch das Polygon BEAFB), so dass bei gleichzeitigem 
Zerschneiden der Polyeder obe)rfläche längs eines dieser Polygone und des früheren ein Zerfallen der Fläche 




Zusammenhang 



1) Möbius, Ges. "Werke, Bd. 11, S. 482. 

2) C, Reinhardt, Zu Möhius Poljödertheorio, Ber. d, math.-phjs. Elaaee d. Kgl. Sachs. Geaellsoh. d. Wiaseii- 
echaften 1886, S. 106. 

3) IHe Geraden AC, SD, EF, längs deren sieh die drei Vierecke durchdringen, sind nicht Kanten des Siehen- 
fiachs. Fahrt man sie mit als Kanten ein, so daas die drei Vierecke je in zwei Dreiecke zerlegt werden, z. B. ABOD 
durch BD, FCEA durch AO, BEDF durch FF, so ergiebt sich, wenn man das Gebilde etwas umgCBtaltet, so dass die je 
zwei ursprünglich ein Viereck bildenden Dreiecke nicht mehr in eine Ebene fallen, das vorige einseitige Polyeder. Vergl. 
C. Eeinhaidt a. a. 0. S. 112—114. 
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C. AUgeE 



e Theorie der Vielflache, 




ierbeigefülirt wiici. — Wollte man bei einem der besprocbenen einseitigen Polyeder wie bei den zweiseitigen 
TerSTiehen, die beiden Seiten jeder Fläche durch Färbung {schwarz und weiss) zu unterscheiden, so würde 
man bald bemerken, daes eine Fläche jederseits beide Färbungen zu erhalten hat, so dass eine aolche Unter- 
scheidung unmöglich wird. Ebenso verliert dann der Begriff des äusseren und inneren Flächenwinfeels an 
jeder Kante seine Gültigkeit, denn jeder Flä«henwinkel ist zugleich ein äusserer und innerer. 

Es möge, drittens, noch ein einseitiges Polyeder konstruiert werden, für welches e — k-{-f=0 ist. 

Zunächst sollen die fünf Dreiecke ABC, JBCD, CDE, DEA und EAB dieselbe einseitige Zone bilden 

wie bei dem zuerst beschriebenen Dekaeder. An die beiden Dreiecke DBA und DEC seien weiter die 

Dreiecke angefügt: ECF,. CFG, FGA und GAB, von denen das letzte die Kante AI) mit dem ersten 

Dreieck DEA gemein hat, so dass diese sechs Dreiecke eine zweiseitige Zone bilden. Die durch das eine 

siehenkantige Polygon ACGDBEFA berandete polyedrische Fläche ist Ton dem in Fig. 47 dargestellten 

Typus. Ihre Cfrundzalil ist s* = 3, denn die Fläche wird durch die 

Querschnitte q^^^GF -miA q^^AB in eine einfa-ch zusammenhängende 

verwandelt. Sie hat /^ 9 Dreiecke, Ä == 17 Kanten und e = 7 Ecken. 

Durch Hinzufügung der sieben Dreiecke RAG, RCG, RGB, RDB, 

HBE, HEF und RFA entsteht ein geschlossenes einseitiges Polyeder 

mit 16 Mächen, 24 Kanten und 8 Ecken. Möbius, der dieses 

Polyeder konstruierte^), bemerkte, dass es unter den einseitigen, 

denen auch zweiseitige Zonen zukommen, zu den emfachsten gehören 

dürfte. In der That lassen sich, wenn nur Dreiecke als Flächen 

auftreten, bei Konstruktion einer polyedrischen Fläche des Typus der 

p. ^^ Fig. 47 zur Herstellung der einseitigen Zone nicht weniger als fünf 

Dreiecke, zur Herstellung der zweiseitigen Zone nicht weniger als sechs 

Dreiecke verwenden. Denn bei Verwendeng von nur vier Dreiecken (BFA, DBG, EGA, GAB) zur 

letzteren würden diese für sieh ein geschlossenes Tetraeder büden. Auch lässt sich aus derselben polyedriachen 

Fläche kein geschlossenes einseitiges Trigonalpolyeder mit weniger als 16 Flächen bilden, wie durch 

Betrachtungen analog denen bei dem einseitigen Dekaeder erschlossen wird. 

56. GescMclitliclie Bemerkungen: Beweise des Eulersehen Satzes ia seiner ursprnnglichen Form. 
(Enler, Descartes, Meister, Lliuilier, Steiner, Legendre, v. Standt, Cancliy u. a.) Das nacli Euler benannte 
Theorem, wona^Ji die Summe der Zaiil der Ecken und Flächen eines Polyeders die Simune seiner Kanten um zwei 
übertrifft, darf als das Fundamentaltheoreni der Polyederlehre mit Eeeht bezeichnet werden, obgleich schon hier nicht 
versotwiegen werden soll, dass die allzu ausschliesslich von diesem Satze ausgehenden Betrachtungen ober die mög- 
lichen Gestalten der Vielflache für die Entwiekelung der Morphologie dieser Gebilde nicht durchaus günstig gewesen 
sind. In der That erfolgten die grossen Fortschritte, welche die Lehre von den Vielflachen im allgemeinen, also ohne 
Rücksicht auf besondere, reguläre oder halbreguläre Polyedergestalten, machte, erst durch die Entdeckung der ein- 
seitigen Polyeder durch Möbius und die Morphologie der sogen. Eulersehen Polyeder diircli Eberhard, ohne 
wesentliche Berücksichtigung des Eulersehen Theorems. Bis zu diesen neueren Untersuchungen fussten auf ihm aber 
fast allein die Grundsätze für die Klassifikation der möglichen Formen der Vielflache im allgemeinen. Es hat bis 
über die Mitte unsres Jahrhunderts hinaus das besondere Interesse der Mathematiker gefunden, die sich bemühten, 
es sowohl mit immer neuen Beweisen zu versehen, als auch zu verallgemeinern, d. h. auf die Grenzen seiner 
Gültigkeit zu untersuchen, um dann mit seiner Hilfe Ordnung in 'dem scheinbaren Chaos der durch Ebenen 
. räumlichen Gebilde herzustellen. So kann man die gesamte ältere allgemeine Polyedertheorie als eine 
menstellung der Folgerungen aus dem Eulersehen Satze bezeichnen. Es sei als Beispiel hierfür nur auf die 
Arbeit E. Catalaus: „Memoire sur la theorie des polyedres"^) hingewiesen, die dieser als Bewerbungsschrift um 
den „Grand pris de Mathematiques" 18ß2 der Pariser Akademie („Perfectionner, en quelque point important, la 
theorie geometrique des polyedres") einreichte, und die in ihrem allgemeinen Teile (S. 2 — 25) nur die Konsequenzen 
des Eulersehen Theorems behandelt. Wir werden auf diese ebenfalls später einzugehen haben; hier i 



1) Möbius, Nachlass. Gfea. "Werke Bd. II, 8. 521. Die einst 
als „MöbiuEsclie Polyeder"; die einseitigen Flächen werden von F. Kl' 

2) Journal de l'öcole impiSriale poljtechnique, XLI» cahiei', i: 



iitige 



1 Poljeder hezeiclmet raan nach ihrem. Entdecker 

. a, auch „Doppelfiächen" genannt. 

1. 1 — 71. Künftig kurz als Catalan zitiert. 
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56. Geechiolitliohe BemerkuDgen. 59 

zuEächst über das ursprüng-Hche Eulersche Theorem und seine Beweise, um in einer weiteren Nummer auf dessen 
Erweiterungen tistorisch einzugehen. — 

Euler veröffentlichte über die Polyederlehre 1758 zwei Aufsätze in den Memoiren der Petersburger Akademie. 
Die in der ersten dieser Abiiaadlungen „Eiementa doctrinae solidorum" ^) eathali^nen Sätze sind längst in. die Elemente 
aufgenommen^), und sollen deshalb hier für späteren Gebrauch nur zusammengestellt werden. Der erste Satz (S. 114) 
sagt aus, dass in jedem Polyeder die Zahl der Kanten die Hälft« der Anzahl der ebenen Winkel (Kantenwinkel) sei. 
Der zweite (S. 116) bemerkt, d^s allgemein 2fc ^ 3f sein muss, weil schon für den Eall, wo alle Grenzflächen des 
Polyeders Dreiecke sind, die Zahl der ebenen Winkel Bf ist; der dritte giebt die ebenso au beweisende Gleichung 
bez. Ungleichung 2fc^3e. Der vierte Satz (S. 119) ist der den Namen Eulers tragende: „In omni solido hedris 
planis inclnso aggregatum es numero anguiorum solidorum et es numero hedrarum binario esoedit numerum acierum". 
Er wird hier zunächst nur an Beispielen erhärtet, da Euler selbst erklärt, er habe einen Beweis bis dahin nicht 
finden können. Im weiteren werden dann in dieser ersten Abhandlung Folgerungen aus diesem Satze gezogen, so 
S, 127 die Formeln f-j-l^Se und e-f-4^2/', woraus geschlossen wird, dass e zwischen den Grenzen --f-|- 2 
und 2f — 4, sowie f zwischen: den Grenzen -^-e ~|- 2 und 2e — 4 liegt, und dass -äf^^^^f — 6i sowie 
~e^fc^3e^6 sein muss, S.129ff, klassifiziert dann Euler die Polyeder nach der Anzahl der Flachen und 
Kanten. S. 131 wii-d geschlossen, dass kein Polyeder lediglich von Sechsecken begrenzt sein kann.^)' Nun leitet 
er 8. 132 für die Summe w der ebenen Winkel des Polyeders die wichtige Gleichung w = (4fc — if)^ {=Kechte) 
ab*), und ans dieser dnroh Verbindung mit seinem Haupttheorem folgert er noch ot = (46 — 8)B. Es ist also 
die Summe der ebenen Winkel eines Polyeders durch die Zahl seiner Ecken bestimmt, wie dies für die Summe 
der Winkel eines ebenen Polygons gilt. ^) Daran schliesst sich endlich bei Euler eine Aufzählung, genauer 
gesagt, Benennung^) der möglichen Vielflache nach den Ecken und Flächen, wobei er bemerkt, dass kein Polyeder 
mit sieben Kanten existiert. 

Die zweite Abhandlung') enthält den noch rückständigen Beweis seines Haupttheorems, der für viele in 
der Folgeaeii; gegebene Beweise vorbildlich geworden ist. Die Idee ist diese. Es sei A eine ji-kantige Ecke des 
Vielflachs und B, 0, I) . , .M die andern Enden der ji von A ausgehenden Kanten. Verbindet man diese Ecken 
durch Kanten und zieht in dem entstandenen im allgemeinen unebenen ft-eck SCI) . . . M die fi — 3 Diagonalen 
von einer Ecke z. B. B nach allen übrigen, und legt die Ebenen BCD, BDJE, BEF . . ., sowie die Ebenen durch 
A und die gezogenen Diagonalen, so kann' man durch jene fi — 2 Ebenen fi — 2 Tetraeder von dem Vielflaoh 
abschneiden, die eine gemeinsame Spitze in Ä haben. Das übrigbleibende Vielflach besitzt, wenn e, Ä, f die Zahlen 
der Ecken, Kanten und Flächen des ursprünglichen Vielflaehs sind, noch e' == e — 1 Ecken, k' = 7c -\- (i — 3 
Kanten und /"=f+(i — 2 Flächen, wobei als allgemeinster Fall angenommen ist, dass keine der Kanten BC, CD, ... 
bereits dem ursprünglichen Vielflaoh angehörte. Es ist also e'— ft'-|-/"= e^ft-|~ A ^- ^- der Wert von e- — Ä-f-f 
ist derselbe für ein Polyeder, das eine Ecke weniger hat. Setzt man dieses Abtrennen von Tetraedern fort, so dass 
e immer um eins abnimmt, so gelangt man schliesslich zu dem Vierflach selbst, für welches e — h -\-- f = 2 ist. 
3 Wert kommt also dem Ausdrucke e — ^ -\- f auch für das ursprüngliche Vielflach zu.^) 



1) Novi Comment. Acad, acient. imper. Petropoütanae. Tom, IV (ad annum 1752 et 1753), Petrop. 1758, S. 109 ff. 

2) Vergl, z. B. Baltzer, Elemente, 11, 1883, S. 214—216 und S, 223/23. 

3) Es handelt aich selbstverständlich hier stets nur um „kugelartige" Polyeder, 

4) (In abgekürzter Schreibweise:) Ist f^ die Zahl der «-ecke des Polyeders, so ist f=^f^ undfc=— ^wf^, weil 

3 ä 

w^^nf^ ist. Nun ist die Summe der Winkel eines ebenen M-ecfcs (2n — 4)-R, also «j=^/;(2w — 4) ■ R; da aus den 

Wetten von k und f aber ikn = 2 ^nf^-B. und ifR^i^f^R folgt, so ist (4S~4;') ■ E = ^4 (2w — 4)R = w. 

Vergl. Eausenberger, Die Blementargeometrie etc., S. 206. 

6) Auf diesen merkwürdigen Parallelismus weist auch Steiner hin. Ges. Werke Bd. I, 8. 97. 

6) So bezeichnet er jedes Polyeder mit acht Ecken und sieben Flächen als Octogomim heptaedrum u. s, w. 

7) Demonstratio nonnuUarum insigninm propcietatum quibus solida hedria planis inclusa sunt praedita. S. 140 des- 
selben Bsindes der Conun, der Petersb. Akademie. Vergl. Cantor m, S. 538. 

8) Ausführlicii findet sich Bulers Beweis wiedei^egeben in einer Abhandlung von Durege; Über Körper von 
vier Dimensionen. Wiener Berichte, 83. Bd., 2. Abt., Jatrgang 1881, 8. 1110, 
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60 C. Allgemeine Tteorie der Vielflache. 

Man hat vermutet, dass das Eulersche Theorem bereits Archimedes bekannt gewesen sei''), weil er 
die Reihe der halhregulären Polyeder vollständig anzugehen vermochte. Dies mag dahin gestellt bleiben; sicher 
ist, dass vor Euler schon Descartes im Besitze des Satzes gewesen ist. „Aber dass Euler davon irgend Kenntnis 
erhalten haben sollt«, ist an sieh kaum, anzunehmen und bei der über jeden Zweifel erhabenen Wahrheitsliebe 
Eulers durch seine ErkMrung, es handle sich um einen durchaus neuen Sata, vollständig ausgeschlossen."^) 
Descartes' Niederschrift seiner Entdeckung ist nicht mehr vorhanden, sondern nur eine zwischen 1672 und 1676 
durch Leibnia genommene Abschrift Hickenhafter Natur, auf die Prouhet die Pariaer Akademie am 23. April 1860 
hinwies, und die sich in den Oeuvres inedites de Descartes, par M. le C*' Foucher de Careil, Paris 1860, vol. II, 
S. 214, gedruckt findet.*) Darnach geht Descartes von dem Satze aus, dass die Summe der Polygonwinkel auf 
der Oberflilche eines Polyeders mit e Ecken 4e — 8 Rechte beträgt, dessen Zusammenhang mit seinem Haupttheorem 
auch Euler, wie oben bemerkt, wohl gekannt hat. Mit der andern Gleichung w -\~ 4:f= 27c führt ihn dies zu dem 
Satae:*) „Numerus veronun angulorum planorum est 2f-\- 2e — 4, qui non dehet esse major quam 6e — 12...", 
der, weil ta = 21c ist, das Eulersche Theorem enthält. Dieser Name darf dem Satze mit Eecht auch in Zukunft 
bleiben, da die mathematische Welt erst durch Eulera Abhandlung mit der Wahrheit desselben bekannt geworden 
ist und dieser Umstand die Priorität entscheidet. 

Es mag hier noch auf eine, ebenfalls dem vorigen Jahrhundert angehörige Arbeit von Meister*) hingewiesen 
werden, die die Elemente der Polyederlehre, allerdings ohne Rücksicht auf den Eulersehen Satz, in origineller Weise 
gieht. So wird S. 21 der unten zitierten Abhandlung der Satz, dass ein mu' von 4 -|- 3w Dreiecken begrenzter 
Körper i -{- n Ecken hat, durch Zusammensetzung des Körpers aus dreiseitigen Pyramiden (Tetraedern) bewiesen 
und darauf die weitere Theorie aufgebaut, die sich besonders mit den später vsixer zu betrachtenden reziproken 
Körpern (diese Benennung führt Meister ein) beschäftigt. Die Abhandlung scheint aber wenig beachtet worden zu 
sein, denn die in ihr niedergelegten Resultate werden verschiedentlich später von anderen als neu vorgetragen. 

Auch in den Beweisen, die nach Euler für dessen Theorem gegeben werden, kehren dieselben Grundideen 
immer wieder, ohne dass im allgemeinen eine Abhängigkeit der einzelnen Arbeiten von einander angenommen werden 
müsste. Abgesehen von einigen ganz vereinzelt stehenden Beweisen^, von denen manche Hilfsmittel benutzen, die 
erst später zur Sprache gebracht werden können, und deshalb an dem betr. Orte erwähnt werden sollen, hami 
■man iner wesentlich verschiedene Beweisarten unterseheiden. Zunächst die der Methode Eulers verwandte der Zer- 
legung des Vielflachs in Pyramiden (Tetraeder) bez. Znsammensetzung desselben aus solchen, wobei also auf die 
körperliche Natur des Gebildes Rücksicht genommen ist. Diese Beweisart hat den Vorzug grosser Ansehaidiehkeit 
und ist deshalb mannigfach in die Elemente aufgenommen worden.') Sie ist gültig für jedes konvexe Polyeder, 
weil sich ein solches stets von einem Punkte im Innern aus in Pyramiden zerlegen lässt, kann aber auch leicht für 
nicht konvexe Polyeder verallgemeinert werden. Die Zerlegung des Vielflachs in Pyramiden, die ihre gemeinsame 
Spitze in einem Punkte innerhalb des Körpers haben, die allmähliche Wiederzusammensetzung des Vielflachs aus 
diesen Pyramiden und die Beobachtung der Wertänderung von e — ft -|- /' bei den verschiedenen. Möglichkeiten ittr 
Änsetzung einer neuen Pyramide an das bis da erhaltene Vielflach führt zu dem gewünschten Ziele. Mit diesem 
Beweis, den in der angedeuteten Form zuerst Lhuilier im Eingang der unten zitierten, von Gergonne im Auszug 
mitgeteilten Abhandlung^) gab, stimmt in den wesentlichen Zügen der von Seidelin^) überein, während der von 



1) Baltaer, Elemente II, S 213, Anm. Günther a. a. 0. S. 53. Auch wird hier darauf hinge wiefcn, dass Cardanus 
Aufgaben behandelte, die „fast unbedingt" die Kenntnis des Eulerechen Satzei zu ihitr Lösung Lenohgen, und daher 
die Frage aufgeworfen, ob vielleicht schon Cardanus mit dem Theorem bekannt gewestin sei 

2) Cantor m, S, 537. 

S) Vergl. Baltaer, Zur Geschichte des Eulersehen Satzes von den PolyeJem Monatsber d Berlin Akad. 1861 
(2. BMite, Juli— Dez.), Berlin 1862, 8. 1043. Mehrere Artikel von de JonquiJres m den Comptes Eendus hebd des seances 
de l'Acad. d. Sciences, tome CX, Paris 1990, S. 261, 315 und 677. Derselbe, Bibliotheea mathematica, herausg \ Eneströni, 
1890, 8. 43, 

4) Descartes' Bezeichnung ist m die heutige abgeändert 

5) A. L. F. Meiateri commentat o de solid 9 geometric s etc Lommentatinnes scr leg 'Cient Lrottingensia elaasis 
mathematicae, tom, VII, 1785, 

6) Z. B, dem Beweise von Hes^jel m Quae&t ones «tereimetricai. potib imum ad thewena Fuleri de numeiis 
planorum superfldalium, canthorum et acummum in polyodns «pectante*! Marburg 1831 

7) Vergl. van Swindens Elemunte der Geometrie deutsch \on Tacobi Jena 1854 '^ H7 Keidt, Elemente d, 
Mathematik, III, 1884, 9 109, 

8) Memoire sur la poly^drometne conteuiat une d'-mon tration Jirecte du Theoreme dEulei 'ur les polyfedres, et 
un examen des diverses eiceptions auxquelies oe th^orime est aasujetti par Lhuilier Extrait par Gergonne. Annales 
de Math, pures et appliqui^s, red p J, D. Gergonne. Tome III, 1812 et 13, 8. 169. 

9) Seidehn, Berns fm en Satning af Stereometrien, Tjchsen Tideskr. (2) VI, 22, 1870, 
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56. Geschichäiehe Bemerlnmgen. 61 

de Jonciuieres') identisch mit dem Eulers ist, wiewohl jener bemerkt, die zweite Abhandlung Eulers nicht 
gekannt ku haben. Auf eine originelle Weise, wenn auch mnständlieh, beweist Kirkmann^) das Theorem, indem 
er zeigt, wie jedes kugelartige Polyeder aus einem prismatischen Körper durch bestimmte Schnitte erhalten werden 
kann, während deren Ausfühnmg' die Vermehrung der Kanten mit der Vermehrung der Ecken und Flächen zusammen 
gleichen Schritt hält. Hier ist auch der Satz Hessels^) anzuführen, wonach zwei Eulersche Polyeder zusammen- 
gefügt wieder ein solches geben, wenn die Verbindungs weise derart ist, dass die Summe der Zahl der durch die 
Verbindung verschwundenen Ecken und Flächen beider gleich ist dei um zwei vermehrten Zahl der verschwundenen 
Kanten, denn er enthält den Grundgedanken für die obigen Beweise 

Eine zweite Methode, die Wahrheit des Eulerschen Satzes zu erhalten findet sich zuerst bei Lhuilier in 
der bereits zitierten Schrift und wurde von Steiner*) ohne Kenntnis dieser lufa neue angewandt Es ist folgende 

(Fig. 48). Von einem Punkte, dei m kemei Ebene des Polyedei lipgt projiziere man dasselbe auf e 

Ebene. Das entstehende Netz hat dinn ebensoviel Punkte {ABC a i t 

a, ß, y . . .). als das Polyedei Ecken, so viel Gerade als das P lyedei Kanten 
b n 1 V 1 k 1 Ib n A t Is das Polyedei FUchen Es lässt «ch die 
S imm 11 Wmk 1 m d n V lecken der Projekt on auf zweierlei Art aus 

diu kn Etn td "Wnkl imm emes Aielecks soviebnil 2R als es Kanten hd,t 
nml -tili 4E Jl Kt d ^ lelflachs gehört zu zwei Vielecken, Dabei 
d ft 4R 1 uzi h. n 1 "V 1 ke da smd, also ist /> = 2i 2R — f.iB.. 

Zw t n g It D li\ nk 1 n d ( nzpunkten sind zusammen zweimal die Winkel 
des Grenzvielecks jiJJC-0.. ., d h sovielmal 4E als Gienzpunkte d» sind, minus 8E. 
Die Winkel um «, ö, c . . . , a, j3, j betragen je 4 E demnach st die Gesamtwinkel- 
summe gleich 4 B mal der Zahl allei Punkte veinundeit um 8E d h !(, = c.4E^8R. 
Durch Gleichsetzung der beiden fui w gefundenen Werte eigiebt sich der Eulersehe 
Satz. Dieser Beweis lässt sich überdies für das verallgemeinerte Theorem analog 
führen, wenn man die n^ (2m -\-l)-ia,<3h zusammenhängende Polyederoberfläche in 
dem Typus eines m-fachen Einges {Fig. 38) darstellt, dessen Projektion in die Ebene Pig. 48. 

als Umrisspolygone ein äusseres nebst m innern Polygonen ergieht. Der erste obige 

Wert für w ist derselbe. Der zweite Wert für w setzt sieh so zusammen: Die Winkel an dem äussern Polygon 
betragen sovielmal 4E, als Ecken da sind, minus 8^; die Winkel an jedem Innern Polygon betragen, da die nach 
aussen liegende Seite der Polygone die Wiukelsumme liefert, sovielmal 4 E als Ecken da sind, vermehrt um 8 E, während 
jeder Binnenpunkt wieder 4 E beiträgt. Also ist jetzt, da m innere Polygone vorhanden sind: «f^e,4E — 8E-J-»w.8E; 
dies ergieht mit dem vorigen Werte für w die Gleichung fc — f ^^ e -\- 2»t — 2 oder, da 2m -f- 1 = ** ^^t: 

Eine dufte zueist von Legendre-') befolgte Methode die sich luch bei Meiei Hirsch'*) findet nimmt 
den '-'atz \ora Inhalte sphanaehei "Vielecke zu HJlfe und lässt sich dabei nicht fui mehrfach zusammenh m£,ende 
Oberßlchen veiallgememein, auch nicht in die Elemente aufnehmen Man piojiziere aus einem Punkte mneihalb des 
\ielflachs die Ecken und Kanten luf eme dasselbe völlig ums^hbessende Kugel, deren Gentium jenei Punkt ist Die 
Kanten eischeinen ah Tede grdsstei Kieise und die Ecken als die Schnittpunkte diesei Es wiid vorausgesetzt, dass 
die Kugel überall nui einfach abei Vuclenlos beleckt eiathemt, d h dei Beweis ergiebt die Gültigkeit des Euletschen 
Theorems nui fm kon\eKe oder nicht konvexe Polyedei, die dieser Bedmgung genügen'), wahrend es dach ganz 
gleichgültig ist, ob das Polyedei beliebig emspiingende Ecken hat odei nicht wenn es nur von einfachem Zusammen- 
hange bleibt Es sei «, die Wmkrlsumme emes «, nckigen sphaiischen Polygons dei Kugel, welches die Piojektion 
emes m ecks des "Viefflachs ist Nun ist 3er Inhalt der FKrhe eines solchen spbänsihen Pclygona {\eigl Nr 37) 




ajT 



-7- wo die Kugeläiche bedeutft »ilso ist die Gesamtsumme aller f Flachen 



1) Note sui un pomt fondamental de la theone des polyeilres j de Jonquiöips ttmptea Rendu« ett t GX, 
Paris 1810 S 110 

2) Kirkmann On the Eepreaentation and Emiweritinn ot PolTpJia Mt.moii'i et the Litcrarr and PhilT^oihical 
Soiiety oi Mani,hester 2 aei vcl \n 185a S 47 

S) Hessel Nachtrag zu dem Eulerschen !-atze \ou den Polyedern Crelle Journal Bd 8 S Ift 

4) Crelles Journal Bd I S 364 und Steiner &e'< Werke Bei I S 97 Auch dieser Beweis wurde in die Elemente 
aufgenommen; vergl. u, a. Henrici und Treutlein, Lehrbuch d. Elementaigeometne b Teil, 1883, 8. 55. Bork, Math. 
Hauptsätze, 11. Tl., 1896, S. 170, Der von Hoppe, Ergänzung des Büeiichtn Satzes von den Polyedern, Hoppes Archiv f. 
Math, n, Physik, 63, Teil, 1879, S, 100, gefährte Beweis ist dem Steineis ähnlich 

5) Legendre, Öömeuts de GÖomötrie, 8, äd,, 1809, livre VH propos XSV S 328 

6) Meier Hirsch, Sammlung geometrischer Aufgaben, 2. leil Berlin 1817 "^ 9? Vergl, auch Hess H, S, 19, 

7) Auf diese Schwäche des Beweises weist auch de Jonqmere'' hm i i O C mjt, Rend,, t, CX, S, HI, 
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62 C. Allgemeine Theorie der Vielflaclie. 

■^ '^'i — K — 2) « ■^ -^ 

2' k^-'T-®' *, 2'».-2i(«.-2)« = 4«, 

/ 
Es ist aber ^; w,- = ß ■ 2^, denn, allü Innenwinkel der sphärischen Polygone geben zusammen sovielmal 2;c, als 

Ecken vorhanden sind, und _^; «j,- = 2Ä;, da jede Kante der f Flächen, als zwei benachbarten augetßrig, doppelt 

gezählt ist. Aiso wird die obige Gleichung zu e . 2je — 2fcjc -f- 2/Ve ^ 4jc, woraus der zu heweisende Satz folgt. 

In einer vierten- Klasse von Beweisea für den Eulerschen Satz lassen sich alle diejenigen zusammenfassen, 
die direkt mit der Oberfläche des Vielflachs und ihren Eigenschaften bei passender Zersehneidung etc. derselben 
operieren, wie dies für dea Beweis unsres Testes gilt, der sich in dieser Form zuerst hei Cauchy 1811 in einer 
später au zitierenden Sclirift findet und der, etwas abgeändert, auch von Grunert '■) gegeben wurde. Abweichend davon 
ist der Beweis von Thieme^) (1867) und der von Staudts^) in dessen Geometrie der Lage (1847). Der letztere 
sei hier wiedergegeben. Hat der Körper e Ecken, so sind e^l Kanten, von denen die erste zwei Eckpunkte 
unter sich, die zweite einen derselben mit einem dritten u. s. w. verbindet, him-eiehend, um von jedem Eckpunkte 
auf jeden andern übergehen zu können. Da nun in einem solchen System von Kanten keine geschlossene Linie ent- 
halten ist, jede der übrigen (noch freien) Kanten aber mit zwei oder mehreren Kanten des Systems eine geschlossene 
Linie bildet, so sind die übrigen Kanten hinreicheud, aber auch alle erforderlich, um durch sie von jeder der f Flächen 
des Körpers auf jede andre übergehen zu können, woraus man schliesst, dass die Anzahl der übrigen Kanten f — 1, 
mithin die Anzahl aller Kanten e -\- f — 2 und demnach e -\-- f^= k-\- 2 sei. 

Auf weitere Beweise, die in eine der vier eben kurz charakterisierten Klassen gehören, wird noch bei 
Besprechung derjonigeji Arbeiten hinzuweisen sein, die sich mit der Terallgemeinening des Eulerschen Theorems 
auf mehrfach zusammenhängende Polyederoberflächen befassen. 

57. ({escliielitliche Bemerkungen, Fortsetzung; Das verallgemeinerte Eulersche Theorem. (Lhuilier, 
Cauehy, Listing, Becker, Jordan, Möhius n. a.) Lhuilier bezweifelte die allgemeine Gültigkeit des Eulerschen 
Theorems und untersuchte zuerst die Ausnahmefälle, in denen es nicht gilt, oder mit anderen Worten, er stellte für 
gewisse gleich näher zn charakterisierende polyedrische Formen ein erweitertes Gesetz auf, das aber der Kritik der 
Folgezeit nicht entging. Die Resultate seiner Untersuchungen finden sich im zweiten Teile der bereits erwähnten 
von Gergonne herausgegebenen Abhandlung. Alle Polyeder, die, in unsrer Sprache zu reden, nicht zu den 
kontinuierlichen kugelartigen, d. h. von einfachem Zusammenhang der Gesamt Oberfläche und der Binzelflächen gehören, 
erseheinen als Ausnahmen. Deren sind drei zu betrachten: a) Das Polyeder besteht aus mehreren geschlossenen 
Flächen, d. h. es stellt einen Körper mit * Höhlungen dar, die stillschweigend als einfach zusammenhängend voraus- 
gesetzt sind, h) Das Polyeder besitzt o Durchbohrungen oder Kanäle. Hierzu bemerkt Gergonne, dass er diese 
beiden Ausnahmen schon lange gekannt habe, während erst Lhuilier auf die dritte aufmerksam gemacht habe, 
nämlich wenn c) exceptionelle Flächen auf dem Polyeder vorkommen, d. h. solche, innerhalb deren wieder Polygone, 
aa Zahl p, p' . . ., liegen. Dann gelte, wenn die drei Ausnahmen zusammen vorkommen, ganz allgemein die Formel: 

e — ft + /■= 2 (i - + 1) + (j) +i)' + i'"+ ■ ■ ■)■ 
Der Beweis erfolgt durch Zerfällung des mehrfach zusammenhängenden Polyeders mittels Ebenen in einfach zusammen- 
hängende Polyeder und din-ch Zerlegung der die Polygone p . . . tragenden Vielecke mittels Diagonalen in einfache 
Vielecke, ohne dass natürlich von dem Begriff des Zusammenhangs der Flächen bereits Gebrauch gemacht wäre.*) 
Bei den Kritikern dieses verallgemeinerten Satzes in Lhuiliers Form erregen besonders die unter b) und c) gekenn- 
zeichneten Ausnahmefalle berechtigte Bedenken, denen zuerst Listing mehrfachen Ausdruck giebt,^) Nach Lhuiliers 
Auffassung sollen jedenfalls die einbeschriebenen Polygone auf der Fläche des umbeschriebenen von einander getrennt sein.*) 

1) Grunert, Beweis des Eulerachen Polyedersataes. Grelles Journal Bd. 2, S. 367. Es werden aus dem geschlossenen. 
Polyeder nach einander die Eiazelfläohen ausgeschnitten und ea wild nach Auaachneiden jeder solcher Einzolfläohe die 
Änderung der Grösse e — k -{- f untersucht. 2) Vergl. Baltzer, Elemente II, 8. 213. 

3) von Staudt, Geometrie der Lage, 18t7, § 4, 

4) Lhuilier weist auf Grund seiner Gleichung auch schon auf die Polyeder hin, die, ohne Eulersche zu sein, die 
Gleichung e — fc + /"■= 2 befriedigen, wie dies später Hesaei a. a. 0. wieder gethan hat. 

5) In der Einleitung zu dem Census räumlicher Komplexe, Abhandlungen der math. Kl. d, Gesellsch. d. W. zu 
Göttingen, X. Bd., 1861/62, Ferner in den Göttinger Waohrichten 1867, Nr. 22; Über einige Anwendungen des Oensustheorems ; 
wiederabgedruckt im Archiv der Math, u. Physik v, Grunert, 48, Teil, S. 186. 

6) „Supposons que l'ime des faces du polycdre soit eomprise entre p poJygonea exterieurs les uns aus autres et un 
polygone qui les renferme tous," 
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67. Geschichtliche Bemerkungen, Fortsetzung, 63 

Dies entbeltrt aber noot der Allgemeinheit, Wie ist z. B. die Zahl $ zu rechnen, wenn etwa innerhalb des 
«ms chliess enden Polygons zwei Polygone sieh befinden, die eine Kante gemein haben? Hier ist nicht j3 = 2, 
sondern jj = l, d.h. in sololien Fällen bezeichnet p nicht die Zahl der Einzelpolygone, sondern der getä'ennten 
Polygongruppen, was aus den Betrachtungen unsres Testes Mar hervorgeht, denn die um die eine Polygongruppe 
liegende Polyedereinzelfläche wird bereits durch einen Querschnitt einfach zusammenhängend. Schwieriger ist in h) die 
Bestiromung der Anzahl der kanalartigen Öffnungen. „Wie viel Durchbrechungen zahlen wir z. B. an einem 
polyedrischen Körper, den wir erhalten, wenn wir die Kanten eines Würfels oder Oktaeders durch ebenhegrenzte 
Stäbe gleichsam -verkörpern? Die Bestimmung des Wertes von o mittels blosser Intuition wie in einfachen 
Lhuilier sehen Fällen seheint in diesen komplizierten Fällen so gut wie nnansführbar, indem sieh die Durch- 
brechnngen solcher gestelHörmiger polyedrischer Körper der Subsuraption unter den Begriff kanalartiger Durchgänge 
entziehen." Zur Beseitigung der Schwierigkeit der Frage verweist Listing auf das von ihm in grösster Allgemein- 
heit aufgestellte Censusßieorem, das es nicht bloss mit Polyedern irgend welcher Art und ihren Zusammensetzungen 
zu einer oder beliebig vielen ausser oder ineinander bestehenden Gruppen zn thun hat, sondern mit räumlichen 
Komplexen überhaupt, d. h. beliebigen Aggregaten von Punkten, Linien, Flächen und räumlichen Zellen, die v611% 
oder teilweise begrenzt sind. Es ist hier nicht der Ort, auf diese weiterreichende Schrift^) einzugehen, da die 
Schwierigkeit, die sich ohne Zweifel in der ohne Zuhülfenahme des Zusammenhangsbegriffes zu erfolgenden Fest- 
setzung der Zahl o findet, eben durch Einfllhrung dieses Begriffes, wie es im T xt geschehen, beseitigt ist.^) Doch 
findet man hei späteren Autoren die der Anschauung entnommene Auffassung eines mehrfach zusammenhängenden 
Polyeders als eines von Kanälen durchzogenen Körpers wieder, ohne dass die Vorschriften für die Bestimmung der 
Anzahl dieser Kanäle immer ganz einwandsfreie wären. So definiert z. B. Hoppe^) die Anzahl c von Kanälen 
dadurch, dass man olme Zerfällimg des Körpers c wngremte ScImiUe durch si£ füJirm icami, und giebt für ein solches 
Polyeder ohne mehrfach zusammenhängende Einzelflächen und ohne Höhlungen die Gleichung e — ft-|-/'=2 — 2c. 
Die Schwierigkeit der Festsetzung von c in jedem Einzelfalle wird dabei vom Verfasser nicht in Abrede gestellt. 
Auf die Auffassung von Becker kommen wir zu sprechen, wenn wir die originellen Untersuchungen dieses Mathe- 
matikers im Zusammenhange würdigen. Die von Listing konstatierte Schwierigkeit der Bestimmung der Lhuilierschen 
Zahl 0, dem c bei Hoppe, wird von Raschig in der bereits zitierten Schrift, die ein historisches iteferat über die 
Kritik der Lhuilierschen Formel darstellt, dadurch entfernt, bez. umgangen, dass durch eine Methode, die vom 
Verfasser als stetige Umbildung eiMes Polyeders bezeichnet wird, Polyeder von jedem gewünschten Zusammenhange 
hergestellt werden. Ein cylinderartig gebildetes Polyeder von genügender Zahl und geeigneter Anordnung seiner 
Begrenzungsflächen, unter denen zwei hinreichend getrennt liegende von gleicher JIckenzahl sich befinden, kann durch 
stetige Umbildung und unter Zusammenfallen der vorher symmetrisch -kongruent gemachten beiden Begrenznngs- 
fläehen gleicher Eekenzahl in ein ringförmiges Polyeder übergeffihrt werden.*) Für dieses gilt dann, da die Anzahl 
der Ecken und Kanten gegen diejenige des ursprünglichen Körpers je um gleichviel, die Anzahl der Begrenzungs- 
flächen hingegen für sich allein um zwei abgenommen hat, die Relation e-f-f=ft. Vereinigt man mit diesem 
ringfSrraigen Polyeder ein aweites cylinderartig gebildetes wieder unter den obigen Voraussetzungen, so dass zunächst 
mit einer Fläche des ersten eine symmetrisch -kongruente des zweiten ausammenfSllt, und hiemach durch stetige 
Umbildung eines oder beider Körper eine genügend getrennt liegende zweite Begrenzungsfläche des angesetzten Körpers 
mit einer symmetrisch-kongruenten Fläche der ganzen Kombination zusammenfällt, so lässt sieh, der vorigen Schluss- 
weise analog, für das entstandene Polyeder vom Typus eines zweifachen Ringes die Richtigkeit der Gleichung 
e -{- f=le — 2 nachweisen. So fort schliessend gelangt man endlich für ein Polyeder, für welches o die Anzahl 
der zur Bildung von Ringen verwandten Polyeder von einfachem Zusammenhang und zugleich die Anzahl der zu 
zählenden Öffnungen ist, zu der Formel e + f=^ — -2(o — 1), die in der That die Lhuiliers ist für denFall, 
dass * und p Null sind. Sie stimmt mit der Formel in Nr. 50 unsres Textes überein, wie sich z. B. durch Prüfung 
an einem Polyeder vom Zusammenhang ii= 7 vom Typus eines o == 3-fachen Ringes Fig. 38 ergiebt. 

Die Abhandlung Riemanns, welche die Definition des Querschnittes und des Zusammenhanges einer Fläche 
enthält, gehört, wie früher bemerkt, dem Jahre 1861 an, und es sind diese der sog. Analysis situs angehörenden 
Untersuchungen, ebenso wie die sieh daran anschliessenden von 0. Jordan u. a. von bedeutender Tragweite für die 
Vereinfachung der Polyedersätze geworden. Ehe wir hierauf kommen, müssen wir noch einer Arbeit von Cauehy, 
die der Zeit nach lange vor Listing zu setzen ist, gedenken; auch ist die erste Arbeit Beckers, die zwar erst 



1) Fast gleichzeitig mit ihr ist au nennen; Cajley, On the Partitions of a cloae, 1861. The London, Edinb. 
and Dublin PHloa. Magazine, vol. 21, S. 424 etc. Die Ausdehnung des Eulerschen Satzes bezieht sich hier wesentlicli nur 
auf Linear -Konfigurationen in der Ebene oder auf der Kugel. Ähnlich bei Perrin, Sur une generalis ation du theoreme 
d'Euler relatif aus polyedres. Comptes Rendus T, CX, 1890, S. 273. 

2) Mit der Kritit der Lhuilierschen Formel beschäftigt- aicli auch de Jonquieres, Kote sur le thöoräme d'Euler 
dans la th^orie des polyedres, Comptea Rendus T. CX, 1890, 8. 169. Von Mathematikern, die sich um die Erweiterung des 
EulerBchen Theorems verdient gemacht haben. Bind hier ausser Lhuilier nur Cauehy, Poinsot imd Jordan angeführt. 

3) floppe a. a. 0. Archiv f. Math. u. Phys. 187B, S. 100. 4) Raachig a, a, 0, S. 22. 
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nach dem Erscheinen voe Listiugs und Jordans Abhandlungeii, aber oliue deren Kenntnis verfasst wurde, Her 
zu würdigen. Von Cauchys Arbeit'^) kommt für jetzt nur der zweite Teil in Betracht, der das folgende neue 
Theorem enthält:^) Zerlegt man ein Polyeder dureii Fläoiien, Kanten imd Ecken in seinem Innern in P polyedrische 
Zellen, und sind e, k, f die Zahlen der im ganzen polyedriaehen Komplexe vorkommenden Ecken, Kanten und Flächen, 
so besteht die Relation e — li-\-f — P = l. 

Zunächst beweist Cauchy den Satz für P=0, d. h, för ein einfach zusammenhängendes, einfach herandetes 
ITächenstück, durch Zerlegung in Dreiecke und erschliesst daraus in bekannter Weise den Eulerschea Satz in seiner 
ursprünglichen Form. Dann giebt er den bereits erwähnten Beweis desselben Satzes, der mit dem unsres Testes 
übereinstimmt. Alsdann folgen nach Erläuterung an Beispielen ^) zwei Beweise seines neuen Theorems , znnäehat 
umständlich wieder durch Zerlegung aller vorkommenden Grenzflächen in Dreiecke und aller Polyeder in dreiseitige 
Pyramiden, femer, aber unter Voraussetzung des Eulerschen Satzes, folgendermassen. Es werde der Polyederkomplex 
der Reihe nach aus seinen Einzelpolyedern erzeugt vorausgesetzt. Hat das erste die Zatlen e^,\, f^, so ist 
e^ — ft^ -(" /i =^ 2 . Sind dann e;, ki, fi die Zahlen fllr die Ecken, Kanten und Flächen, die das j" Polyeder 
beim Ajisetzen an den jeweiligen Komplex der vorhergehenden nicht mit diesen gemein hat, so ist a — hi-^fi^l. 

Addiert man diese P — 1 Gleichungen zur ersten und berücksichtigt, dass ^f c; =±= e, ^i hi = h, ^f fi = f ist, 

so kommt e — h -\- f=^ 2 -\- F — 1 , d. h. die zu beweisende Gleichung. 

J. K. Becker beschäftigt sich in mehreren Abhandlungen, die sämtlich in der Zeitschrift für Math. u. Physik 
von Schlömilch - Cantor erschienen sind, mit dem erweiterten Eulerschen Satze und besonders den Folgerungen 
aus ihm, auf die wir später zurückkommen. Diese Aufsätze sind höchst beachtenswert sowohl in den Resultaten 
als durch die scharfen Begriffsbestimmungen ihres Verfassers, dem, wie erwähnt, die Arbeiten von C. Jordan und 
Listing und selbst die Lhuiliers nach seiner Aussage bei Abfassung der ersten Abhandlung*) noch unbekannt 
gewesen sind. In der zweiten Abhandlung ^) werden dann die Ergebnisse Jordans den ferneren Betrachtungen 
zu Grunde gelegt und erfahren nicht unwesentliche Erweiterungen, die in einigen folgenden Aufsätzen^) nochmals 
begründet und erläutert werden. Was zunächst die erste der beiden Hauptabhaadlungen betrifft, so ist es nicht 
uninteressant, zu bemerken, dass von Becker nicht der Eulersche Satz in seiner einfachen bez. erweiterten Form 
als fundamentalstes Theorem der Polyederlehre betrachtet wird, dass er ihn vielmehr auf einen andern, wie er 
behauptet, einfacheren Satz zurückführt, wie wir dies im Grunde ähnlich bei Descartes und auch bei Meister 
finden. Übrigens bemerkt Becker gelegentlich'), dass er auf seinen Beweis durch Prouhets Bemerkung über 
Descartes geführt worden sei, welcher wusste, dass die Summe aller Kantenwinkel eines Polyeders von e Ecken 
4e — 8 Rechte sei, und somit nach Prouhets Schlüsse die Eulersche Gleichung gekannt haben müsse. Diesem 
Schlüsse Prouhets glaubt übrigens Becker nicht beipflichten au können; doch haben neuere Forschungen, wie 
früher gezeigt , Beckers Zweifel nicht bestätigt , da sieh bei Descartes, wenn auch in eigentümlicher Form, 
das Eulersche Theorem selbst direkt ausgesprochen findet, wenngleich er Polgerungen aus ihm nicht gezogen au 
haben scheint. 

Beckers Satz lautet, zunächst für einfache Vielflache: Die Zahl J der Dreiecke, in die sich die Ober- 
fläche eines Vielflachs durch Diagonalen zerlegen lässt, ist doppelt so gross, wie die um zwei verminderte Eckenzahi*), 
d. h. ii = 2 (e ^ 2) . Verbindet man nämlich die Bndpunkte der von einer Ecke ausgehenden s Kanten des Polyeders 
diirch Strecken, schaltet diese Ecke aus und ersetzt die e fortfallenden Dreiecke durch diejenigen s — 2 Dreiecke, 
wenn man in dem gebrochenen Polygon jener e Strecken von einer Ecke aus die Diagonalen zu 
äiner Ecken zieht, so hat das neue Polyeder e — 1 Ecken und lasst sich ia ji — 2 Dreiecke zerlegen, 
i ursprüngliche Polyeder in ^ Dreiecke zerlegen Hess. So fortfahrend ersieht man, dass das Polyeder 
Ton e — e' Ecken in J — e\ 2 Dreiecke sich zerlegen lässt. Da aber ein Tetraeder mit e — e'^ 4 Ecken auch 
vier Dreiecke zu Flächen hat, so ist J — e'. 2 =^ 4 oder J ^ 2(e — 2). Becker nennt nun ein Polyeder Yon 
der n"" Klasse, werm n dural das Innere des Polyeders geführte Gremfläehen fUiUg sind, um es in ewei einfache 
(Eulersche) Polyeder su serfäUen (z. B. ist für die Kugel m=l, für den einfachen Ring «=3, für den «i-fachen 
Ring n^m -\- 1), und beweist für die mögliche Zahl J der Dreiecke, in welche die Oberfläche eines solchen 
Polyeders durch Diagonalen geteilt werden kann, die Formel J^2(e-^2n — 4), die auch noch gält^ ist, 

1) Cauchy, EecherLhes iur le polyedies V Memoire in i la premicre clause de l'institut, en fevrier 1811. 

2) Ebenda, 8. 77. 1) Ebenda S 81 

4) J. K. Becker, Ober Polyeder m der gen Zeitschrift 14 Jahigang, 1869, S. 65, 
6) Derselbe, Nachtrag zn dem AufssbtEe über Polyedei eben ia S 337. 

6) Derselbe, Zur Lehre von den Polyedern dieselbe Zeitachi 13 Jahi'g., 1873, S. 328, und: Neuer Beweis und 
Erweiterung eines Fundament aliatzes über Polyederoberflaehen dieselbe Zeitschr., 19. Jaht^., 1874, 8. 459. 

7) In der zweiten AI handlung Die omgefdgten allgemeinen kiitisehen Betrachtungen sind heute noch lesenswert. 

8) Das ist der von Mei tei 1 oieit bewiesene Sitz 
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wenn mehrfach, zusamnienhänf^ende Eiazelfläclien an dem Polyeder TOrhandea waren. Diesen Satu bezeichnet Becker 
als Fuudanieutaltiieoi'em der Polyederlehro. ') Ein solches Trigonalpolyeder (der Name findet sicti nicht bei Becker) 
von e Ecken hat also immer ^(e. -\- 2n — 4) Flächen und damit 3 (e -j- 2« — 4) Kanten, und es besteht demnach 
zwischen e, h und f die (erweiterte Eulerache) Relation e — }; -\- f = ^ ~ 2«. 

Inzwischen war Becker auf eine Arbeit von Camille Jordan aufmerksam geworden, in der eich für 
den Zusaramenkang der Flächen und deren Art Definitionen finden, durch deren Verwendung seine Resultate noch 
allgemeinere Gestalt gewinnen. Nach C. Jordan^) heisst eine Fläche von der AH (espece) (fi, v), wenn sie fi Bänder 
besitzt und sick auf ikr v geschlossene, sich selbst und gegenseitig nicht schneidende Konturen ziehen lassen, ohne 
sie in zwei Teüe zu teilen,*) Eine Fläche der Art (fi, v) ist (ft -[- 2v)-fach zusammenhangend im Sinne Eiemanns, 
ausgenommen fi=:0, wo der Zusammenhang nicht 2v-, sondern {2v -\- l)-fach ist. FOi eine berandete, polyedrische 
Fläche der Art (ji, v) gilt nach Jordan:*) e — it + /"= 2 — ,(t — 2f. 

In seiner zweiten Abhandlung beweist nun Becker, angeregt durch, die eben erwähnte Arbeit Jordans, 
sein Dreieckstlieorem ganz allgemein für die von jenem eingeführten Flächen und giebt den Satz in der Form:^) 
Eine durch (i geschlossene, sieh selbst und einander nicht schneidende gebrochene Linien begrenzte Fläche, die 
aus beliebig durch gerade Linien begrenzten ebenen Plächensfcücken zusammengesetzt ist und von dem Zusammen- 
hange, dass sich v geschlossene, sich selbst und einander nicht schneidende Linien auf ihr ziehen lassen, ohne sie 
zu zerstucken, also eine Fläche von der Art (fi, v), besteht entweder aus ä = a-\-^i-]- 2{%v~\- fi. — 2) Dreiecken, 
oder lässt sich durch Diagonalen in so viele Dreiecke zerlegen, wenn a die Zahl der Eckpunkte auf den Begrenzungs- 
linien, i die der inneru Eckpunkte bezeichnet. Daraus erschliesst er dann den allgemeinsten Eulerscten Satz:^) 
Beaeichnen e, f und h die Anzahl der Ecken, Flächen und Kanten einer Polyederfläche der Art (jj.,v), p die 
Anzahl der Querschnitte, die erforderlich sind, um alle ebenen Flächenstilcke, aus denen sie zusammengesetzt ist, 
einfach zusammeahäagend zu machen, so ist e — h -\- f = p — ^v — fi --|- 2. Schliesslich bemerkt Becker, dass 
dieser Satz auch gültig ist, wenn die Fläche (|U, v) von gekrümmten Flächenstöeken begrenzt ist, und verweist für 
weiteres auf Listings Censiis räumlicher Komplere, In seiner letzten Abhandlung endlich dehnt Becker den Satz 
über die Zerlegung einer Polyederoberfläche in Dreiecke auf Stempolyeder aus, worauf hier nicht einzugehen ist. 

Ganz eigenartig und von dem bisher Dargestellten besonders in der Methode abweichend ist die Polyeder- 
theorie von Möbius'), auch soweit sie sich auf den verallgemeinerten Eulerschen Satz bezieht. Eine nicht geschlossene 
Fläche der Grundzahl n mit n Bändern heisst bei ihm eine Grundform »'"* Klasse. (Fig. 36 des Textes ist darnach 
eine Grundform vierter Klasse.) Für die Grundformen erster, zweiter, dritter Klasse gebraucht er die Bezeichnungen 
Union, Binion, Ternion. Die Grundform «"' Klasse lässt sich auch in der Gestalt einer Kugelfiäche mit n Öffnungen dar- 
stellen, da sieh umgekehrt eine solche (man denke sie sich dehnbar, etwa als eine Gnmmihaut) in die Ebene auf eine 
Grimdform w'°' Klasse in der erst geschilderten Gestalt ausbreiten lässt. Heftet man zwei solche kugelartige Grund- 
formen m**'' Klasse mit ihren entsprechenden Eändem an einander, oder, was auf dasselbe hinauskommt, verbindet 
man je zwei zugeordnete Öffnungen beider durch röhrenförmige Zwischenstücke, so entsteht eine Fläche n*^ Klasse. 
Eine geschlossene Fläche heisst also von der «."" Klasse, wenn sich auf ihr n — 1 geschlossen sich nicht schneidende 
Linien ziehen lassen, welche die Fläche nicht zerstückeln, oder wenn sie durch n geschlossene Linien in suiei Grund- 
formen n*^' Klasse zerfällt. (Für die Kugel ist also n = l, für den Ring n = 2.) Je zwei geschlossene Flächen 
derselben Klasse heisaen elementar vertvandt. Die Zahlen der Ecken, Kanten und Flächen eines Polyeders der m'"" Klasse 
genügen der Gleichung e -^ f ^ Ic — 9(m — 2). 

Im grossen und ganzen scheint es, als ob in der neueren Litteratur ober die hier besprochene Materie die 
in unsrem Teste zu Grunde gelegten, auf Biemann zurückgehenden Definitionen, sowie die von C. Jordan hinzu- 
gefligten, das Feld behaupteten, wofür auf die bereits zitierten Arbeiten von Godt, Lippich, Eausenberger u. a. 
nochmals hingewiesen sei. Nicht unerwühnt soll jedoch bleiben, dass F. Klein^) die Masimalzalü p von einander 
nicht treffenden Rückkehrschnitten, die noch kein Zerfallen einer Fläche herbeiführen, aus funktionentheore tischen 

) A a =! 1 

1 Cam 11 J daß R m 1 h h m la ymöt des p Ij d n uleriens. Borchardts Journal 

6B1 seg&öW rstndal J dan h find d Sjmb 1 ( 1 dur h ^(i ) um Verwechslungen zu ver- 

m 1 n da i B h ial n m d h nd B d tm^ im T st h tt 

3) Z B md dl Symb 1 f ur d n Pig 36 3 38 n T t b b Id ten F! h n(4,0),(2,l) und (0,3). 

4) S t t m n m i 1 huag d N48d Tst ^+2« wurd — i -f- f = 2 — )■ — am, d. h. 
d Z hl d T t t li j t t mit b hn t näml h di Zahl d R kk h hn tt reiche die berandete Fläche 
n ht t k 1 5) A a & 343 

6) r k tmui 1 li P ly d hat B k n Antang n a g hl n 

) M h Tb de 1 m nta n V rwa dt halt B d math phy tla 1er Kgl. sächs, GeaeUseh. der 

W h 863 Bd 15 S 18—57 Vt k Bd JI S -13 ff 

8) In m F 1 mg n 
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Griinden das Geschlecht einei Flafle npnnt "wcbei d>-r allgemeine Typus einpr llätlie Tom Ues hlctiitf j cl ] h. iie 
Kugel mit p Henkeln^) daige'itellt wiid uad dei EulerscJie ''ata die Foim e — 7 -j-/ = 2 — 2j5 annimmt 

Alle bisher bespiochenen Unteisuchungen bezogen e ch w e ni ht besonder? bemeikt zm werden biauchte, 
auf Flächen und Polyeder, die wenn sie geschlossen waren len Ea m m zwei ganahch von ela^ndel getiennt« 
Gebiete teilten, nach den Betrat,htungen des lestea also als zweiseitig zu beze chuen waien Ubei die von Mobius 
eiBgeffthrten einseitigen Flaüien und Polyedei finden «ich abe ausser ba diesem selbst soweit unt, bekinnt kerne 
üntersuchuagea, die sich auf eme 'Vei.iUgeaiemeiuiig des Euleiichen Satzes tui solche debilde bezogen Doch W)ie 
hier vielleicht der Platz, eme Abhandlung von B Boitnlotti^} zi erwähnen wonn wie bei Joidan die Art emei 
Fläche durch (f*, v) dargestellt wird und deren Zusammenhang durch jt -f- i bezeichnet ist, „wodurch der Begriff 
der Art seine Bedeutung auch für solche Flächen beibehält wel he die \nwendung dei Eiemannschen Theorie des 
Zusammenhanges nicht zulassen, wie z, B. die einseitigen ilaüiea ^) 

Durfte das Problem der Verallgemeinernng des Eulers hen Satzes von den Polyedern, soweit es sich auf 
die bisher charakterisierten räumlichen Gestalten bezog, durch die erwähnten Arbeiten von Listing, Becker, 
Jordan, Möbius u. a. als erledigt gelten, so sind doch auch in der Folgezeit noch vereinzelt Abhandlungen 
erschienen, die sich mit dem Theorem befassen, von denen wir nur die von Cinne*) und besonders die von Böllner^) 
anführen, da die letztere eine Reihe eleganter Sätze giebt, im Anschluss an J C Beckei die das bisher Geleistete 
in übersichüieher Form zusammenfassen und erweitern. 

58. Legendres Satz über die Bestimmung eines Enlerschen Polyeders dnrch /c Stöcke (Gleichnngeii). 

Dieser Satz aagt aus, dass ein Eulersches Polyeder, gleichviel ob es tonvex oder nicht konvex ist, im 
allgemeinen durch k Stücke (Angaben, Gleiehungen), wo k die Anzahl seiner Kanten ist, bestimmt sei, wenn 
die Art der Zusammenfiigung der Einzelflächen, d. h. das Netz des Polyeders gegeben ist. — Da ein Punkt 
des Raumes durch drei Stücke (Koordinaten, Gleichungen) festgelegt ist, so wird die Lage aller Ecken des 
Polyeders im Baume durch 3e Gleichungen bestimmt. Nun ist mit dem Netze die Anzahl f,^ der «-ecke, 
die unter den Grenzflächen des Polyeders vorkommen, gegeben. Für jedes w-eek müssen, damit seine 
n Eckpimkte in einer Ebene liegen, n — 3 Gleichungen erfüllt sein. Daher sind im ganzen ^ f„(n — 3) 
Gleichungen im voraus gegeben. Nun ist ^nfa = 2ft, ^fn = f, also ^y„ (w — 3) == 2/; — 3/". Folglieh 
bleiben, um diese 2& — ■ 3/" Gleichungen zur geforderten Zahl de zu ergänzen, noch 3e — (2h — Sf) 
= 3 (e — k -\- f") -\- k Gleichungen aufzustellen, d, h. 6 -j- /fc Gleichungen. Da nun sechs Gleichungen zur 
Bestimmung der Lage des Köi'pers im Räume dienen, so wird das Polyeder ohne seine Lage durch k Gleichungen 
bestimmt.^) Treten beschränkende Bestimmungen in die Definition des Polyeders ein, so kann diese Zahl h 
vermindert werden; sie sinkt z. B. für ein Prismatoid auf h — 2, weil zwei von dessen Ebenen die spezielle 
Lage von parallelen Ebenen haben. Es ist nach dem Gesagten im allgemeinen ein Eulersches Vielflach 
dui'ch die Angabe seiner Kantenlängen (wenn es auch nicht konvex sein kann, aber mehrdeutig) bestimmt. 
Ausnahmen hiervon treten ein, wenn die Kanten von einander abhängig sind. Ein Prisma ist z. B. nicht 
durch seine Kanten bestimmt, denn es ist bei unveränderten Kanten von veränderlicher Gestalt. 



1) Tergl, das in Ni 46 zu den libeitcn >on F Klein und C. Neuma 

2) E. Bottolotti, Alcnne OBseriaz oni =ulK deflmzione di connessione. Bologna Eend, 1889/90, S, 132. Diese 
Abhandlung hat dem Verfasser elenao wie die Abhin llnngen von Perrin und von Crone, nicht vorgelegen. 

3) Vergl, Ohrtmanns Jahrbuch Bd 22 (I«90) 

4) C. Crone, Om Enlers Satning om Polyeire Zenthen T. (6) III, 44—47. „Ist s und ( die Zahl der Quer- 
schnitte , welche die Seitenfldchen un l die fresaintflache eines Polyeders einfach zusammenhängend maoken , so ist 

« + f-l-s+<-t" 

5) F. Eöllner, Übei einfach unl mphrfi h zu ammenhängende Polyederoberftäohen. Zschr, f, d. Realschulwesen 
V. Jahrg., 3. Heft, Wien 18S0 b laS 

6) Der in dieser Forta gegelene Bewei i t von Hoppe: Eine Anwendung des Eulerachen Sataes von den Polyedern, 
Grunerts Archiv, Bd. 56, S. 217 Bei batz selbst rührt von Legendre her: FWments de Gföomötrie, 8. öd., 1809, S. 309. 
Vergl. auch Eausenberger Die Elementaigeometne etc b 210. Auf mehrere verschiedene Weisen wird der Satz bewiesen 
von Schub eit, Kalkül der abzahlenden Geometrie Leipzig 1879, und in Grunerts Archiv Bd. 63, S. 97 ff. Durch Kombination 
dei beidun doit eihaltenen Werte der Eonatantenzahl e de Polyeders (c=3e-j-3/' — 2J; und c:=4J: — 3e — 3f-\-12)^ die 
ohne Zuhilfonahme des EnleiBchen Satzea al geleitet werden ergiebt sici ein weiterer Beweis dieses Satzes. Ausführlich 
behandelt findet aich der LegendresL-he Satz auch bei Catalan, a. a. 0. S. 17. 
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58, Legendres Satz üb. A. Bestimmg, e. Eulersoten Polyed. durch fc Stücke (Gleicligii.), 69, Caucliys Satz üb, d. Bestim.mg'. u.s.w. G7 

59. Canciys Satz über die Bestimninng eines konvexen Eulei'sclieii Polyeders durch sein Netz,'^) 
Er sagt aus, dass ein konvexes Vielflach durcii seine Oberfläche, d. h. sein Netz, eindeutig bestimmt ist, wiewohl 
durah dasselbe Netz auch niehtkonvexe Vielflache mit gegeben sein können. Setzt man z. B. auf die vier 
Flächen eines regelmässigen Tetraeders flache, gerade, dreiseitige Pyramiden auf, und zwar auf 4, 3, 2, 1, Flächen 
nach aussen, auf die übrigen nach innen gerichtet, so erhält man ein konvexes und vier nichtkonvexe Zwölf- 
flache desselben Ketzes, von denen das konvexe das aus der Krystallographie bekannte Triakistetraeder ist. — 
Der Beweis des Cauchyschen Satzes setzt einige Hilfsbetrachtungen Toraus. Zunächst gilt: Sl&ben in einer 
konvexen Ecke OABCD . . . alle Seiten ausser AOB und alle Winkd ausser den beiden anliegenden imd einem 
beliebigen andern e (an der Kante OE) hon&iant, so nimmt AOB mit £ su %md ab, solange die Ecke nicht 
den Charakter d&r Konvexität verliert. Zum Beweise lege man die Diagonalebenen AOE und BOE. Dann 
sind die Seiten AOE und BOE fest bestimmte, unveränderliche Grössen und ebenso die beiden äusseren 
von den drei Teilen, in welche e zerlegt wird; die Änderung des inneren Teiles ij ist mit derjenigen von s 
identisch. In der konvexen dreiseitigen Ecke OABE sind also die beiden Seiten AOE und BOE konstant, 
während sich AOB und der gegenüberliegende Wiukel ^ gleichzeitig ändern, d. h. AOB nimmt mit i], also 
auch mit e zu oder ab (nach dem spinirischen Kosinussatze). — Durch wiederholte Anwendung derselben 
Schlussweise gelangt man zu dem erweiterten Resultate: Wenn in der konvexen Ecke OABCD . . . alle Seiten 
ausser AOB ungeändert bleiben, die Winkel aber, ausser den beiden anliegenden, sämtlich oder teilweise 
zunehmen, während keiner abnimmt, so wird AOB grösser; nehmen die genannten Winkel a31e oder teilweise 
ab, ohne dass einer zunimmt, so nimmt auch AOB ab; alles gültig, solange die Ecke konvex bleibt. 
Weiter werde der Satz bewiesen: Bleiben die Seiten einer mehr als dreiseitigen konnexen Ecke ungeändert, 
wahrend sich die Winkel beliebig ändern, ohne dass jedoch einer 2B i3)erseh-dtd}, wnd beseicknet mim die Kanten, 
deren Winkel eine VergrÖsserwig oder eine Verhlemermg erlitten haben, mit -(-, oder — , während man die 
unverändert gMiehenen OMSser Betracht lässt, so erhält man bei einem voUstämdigm, Urnkmf vm die Ecke mindestens 
eme» vierfachen Zeichenwechsel. Denn da man von -f- ausgehend nach einem vollständigen Uralauf wieder 
zu -|- gelangt, so muss die Zahl der Zeichenweehsel gerade sein. Dass nur Vergrösserungen oder nur 
Verkleinerungen von Winkeln vorkommen, ist nicht möglich; denn aus dem vorigen Satze ist zu sehliessen, 
dass sich dann mindestens eine Seite vergrössern oder verkleinern müsste. Hierdurch ist ein zweifacher 
Zeichenwechsel nachgewiesen. Gesetzt nmi, es kämen keine weiteren Zeichenwechsel vor, so tonnte man die 
Ecke durch eine Diagonalebene derart in zwei zerlegen, dass die Winkel einer jeden, die au der Diagonal- 
ebene anhegenden ausgenommen, nur Vergrösserungen oder nur Verkleinerungen erfahren. Aus dem vorigen 
Satze sehliesst man dann, dass die Diagonalebene als Seite der einen Ecke sich vergrössern, als Seite der 
andern eich verkleinem müsste, was sich widerspricht. Die Zahl der Zeichenwechsel ist also mindestens 
vier. Es folgt nun der Beweis des Cauchyschen Hauptsatzes. Es werde untersucht, ob ein vorgelegtes 
konvexes Polyeder mit bestimmter Oberfläche eine Verschiebung zulässt, ohne nichtkonvex zu werden. 
Bei der Verschiebung können alle Ecken oder nur ein Teil derselben Änderungen erleiden; zunächst 
werde der erste Fall untersucht. Es finden dann bei jeder Ecke mindestens vier Zeichenwechsel in obigem 
Sinne statt. Die Summe Z aller Zeichenwechsel beim Umkreisen der einzelnen Ecken ist also Z^Ae oder 
-2'^8-f-4Ä — Af. Da nun, wenn fi die Anzahl der i-ecke des Polyeders bezeichnet, 2h='S>f^-\-4:f^-\-t)f^-\ — 

und /■ = /'s + A + 4 . - ■ ist, so nimmt der Äusdi-uck die Form an 2^8 + 2/; + Af^ + ^h-\ ■ Statt 

die Ecken zu umkreisen, soll jetzt der Umfang irgend einer Fläche vollständig durchlaufen und die 
Zahl der Zeichen Wechsel bei den anliegenden Flächenwiukeln in Betracht gezogen werden. Bedenkt man, 
dass irgend zwei Flächenwinkel, die in einer Ecke auf einander folgen, auch in einer der Fliehen neben 
einander liegen und umgekehrt (man betrachte die Flache als eine der Seitenflächen jener Ecke), so gelangt 
man zu dem Resultate, dass die Summe aller Zeichenweehsel, die man beim Durchlaufen der 



1) Dieser Satz von Caucby und die dazu nötigen Hilfsaätze bilden den Inhalt seiner zweiten Abhandlung: 
n. Me'moire sur les polygones ot les poijödres, lu ä la premiöre olasae de l'institut, dane la s^ance du 20. janvier 1812. Die 
obige Legendrescho Daistelluiig ist Eausenberger, Die Elementargeom. eto, S. all — 214, 
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68 C. Allgemeine Theorie der Vielflaßhe. 

sämtlicher Flächen des Polyeders erhält, deqenigen gleich ist, die sieh beim Umkreisen sämtlicher EcV:en 
ergiebt. Die grösstmö gliche Zahl von Zeiehenwechseln, die hei einem 3-, 4-, 5-, 6-, 1- ... 2n-, (2n -)- l)-eck 
möglieh ist, beträgt 2, 4, 4, 6, 6, . . , 2k, 2«, da eine ungerade Anzahl nicht vorkommen kann. Demnach ist 
die Gesamtsumme Z aller Zeiehenweehsel ^ 2/^ + 4/"^ + 4f^ + 6/s + 6/t + ■ ■ ■ ■ Dieser G-renzwert ist aber 
kleiner als der oben gefundene, den Z übertreffen soll, was ein Widerspruch ist; ein Variieren sämtlicher 
Ecken eines konvexen Polyeders bei bestimmter Oberfläche ist daher nicht möglieh. — ■ Bei Untersuchung 
der Möglichkeit, dass nur ein Teil der Ecken variiert, während die übrigen festbleiben, denke man sieh 
sämtliche Kanten, an denen unTeränderliche Winkel liegen, und aUe Ecken, in denen nur solche Kanten 
zuaammenatosaen, beseitigt, so dass die Polyederoberfiäche in ein Konglomerat von Einzelflächen übergeht, 
die nicht mehr eben sind, aber aus ebenen Teilen bestehen, und deren Winkel an den übrigbleibenden 
Kanten sämtlich variieren. Pur diese neue Fläche gut noch, wenn nicht gerade sämtliche Flächen sich 
in eine einzige vereinigen, was natürlich nicht in Betracht kommt, der Eulersche Satz. Die Betrachtungen 
des vorigen Falles bleiben daher bei der neuen Fläche vollkommen bestehen, d. h. äui-di die gegebene Ober- 
fläche (Netz) ist dn konvexes Polyeder eindeutig bestimmt 

60. Das Kantengesetz von Möbius; zweites Kriterium tUr einseitige Vielflacle. Es möge ein 
Vielflach, zunächst, um die Betrachtung zu vereinfachen, ein Euleraches, konvexes VieMaeh aus seinen 
Einzelflächen (d, h. seinem Netze) zusammengefügt werden. An jeder Einzelfläche unterscheidet man eine 
positive und eine negative Seite. (Vergl. Nr. 8.) Die Ebene der Seitenfläche ABGD... des Vielflaehs teilt 
den Baum in zwei kongruente Hälften. Erscheint nun von einem Punkte P ausserhalb dieser Ebene der 
Perimeter ABGI) . . . entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn umschritten, so dass ein im Perimeter laufender 
Punkt die Mäche des Vielecks zur Linken hat, so soll die dem Punkte P zugewandte Seite des Vielecks als 
die positive gelten.') Von der andern Seite gesehen erscheint dann die (negative) Fläche im entgegengesetzten 
Sinne umlaufen. Nun setze man die Flächen des VielflachB mit ihren Kanten so aneinander, dass man beim 
Übergänge von der positiven Seite einer Fläche Über die Kante zur Nachbarfläche auf die positive Seite dieser 
gelangt. Man überzeugt sich dann leicht, dass diese trennende Kante als solche der heiden Flächen, beim 
Umlauf um deren Perimeter in entgegengesetztem Sinne durchschritten erscheint, d, h. „de« Perimetern der 
ein Polyeder umgrenzenden Flächen M»«€w solche Sinne beigelegt werden, dass für jede Kante des Polyeders 
die zwei Richtimgen, die ihr als der gmmnsckaftUcken Kante zweier Polyederflächen infolge der Sinne 
dieser zwei Flächen zukommen, eimsmder entgegengesetzt sind'. Dies ist das MÖbiTtssche Kantengesetz. ^) Es gilt 
nicht nur für gewöhnliehe Polyeder, sondern auch für aussergewöhnliche, solange diese zweiseitig sind, denn 
es sagt im Grunde nur aus, dass man von der positiven [negativen] Seite einer Fläche über die Kante zur 
liebsten Fläche übergehend, auf deren positive [negative] Seite gelangt, d. h. auf ein und derselben Seite 
der Oberfläche des Vielßachs verbleibt. Durchschreitet man also die aufeinanderfolgenden Flächen irgend einer 
Zone, so wird man bei Geltung des Kantengesetzes von der positiven Seite der letzten Fläche wieder auf 
die positive, d. h. dieselbe Seite der ersten Fläche gelangen. Ist aber die Zone einseitig, so wird sich dies 
dadurch zu erkennen geben, dass die nämliche Fläche, von deren positiver Seite der um die Zone wandernde 
Punkt ausgii^, nach Umschreiten der Zone in entgegengesetztem Sinne umlaufen erscheint, da sich ja der 
wandernde Punkt nun auf der andern [negativen] Seite der Fläche befindet; d. h. über die Kante, welche 
die erste und letzte Fläche der Zone trennt, tritt der wandernde Punkt aus einer positiven in eine negative 
Fläche über, und die Kante erscheint dabei zweimal, aber in derselben Richtung, durchlaufen. Man verfolge 
dies an der Zone Fig. 45, die als einseitig bekannt ist, indem man den Sinn jeder folgenden Fläche, von 
einer bestimmten, z. B. ABC, ausgehend, zunächst dem Kantengeseta gemäss wählt. Die Flächen sind dann 
ABC, CBD, CBE, EDA, EAB. Dabei haben die Kanten BC und GB, BG und CD u, s. w. entgegen- 
gesetzten Sinn, als Kante der vorhergehenden und folgenden Fläche; dagegen erscheint die erste [und letzte] 
Kante AB in demselben Sinne als Kante der Flächen EAB und ABC; es gilt also hier das Kantengesetz nicht. 
Würde man die obige Dreiecksreihe dem Kantengesetz gemäss über die Fläche EAB fortsetzen, so gelangte 



1) Dies ist selbetverständlich eine willkürlicte Festaetzimg. 2) Mötiius I, Ges. Werbe Bd. 11, B. 477. 



y Google 



60. Das Eautengesetz V. MöbiuB; zweites Ki'iterum f. eins eit. Violfla ehe. 61, Der Inhalt u. d. Oberfläche e. zweiseit. Vielflaotes. 69 

mall nach der Fläche BAC, d. h, man befände sich, da der Umkufssina entgegengesetzt dem ursprünglichen 
wä;v3, auf der andern Seite dieser Eläche. — Somit ist nun ein zweites und zwar in allen Fällen aicheres 
KrUeriton für die einseitigen Vielflache gewonnen: Einseitig sind alle Vielflaeke, für die das MÖbiussche 
Kantengesets nicht gilt. Durch den Umlaufssinn &iner Fläche eines Polyeders ist der Sinn all^ Flächen 
bestimmt, wenn das Kaatengesetz gilt: In der That ist Über die Aussenseite oder Innenseite eines zweiseiUgen 
Polyeders entschieden, wenn von einei- Fläche bestimmt ist, welche ihrer Seiten als Aussen- oder Innenseite 
für das Vieläach gelten soU. Hierdurch erhellt der Zusammenhang der Gültigkeit des Kantenges etzes mit 
dem Charakter des Vielflaehea als zweiseitigen. 

Um bei einem Torgelegten Vielflach zu entscheiden, ob es ein- oder zweiseitig ist, hat man nach 
Bezeichnung sämtlicher Ecken durch Buchstaben die aufeinander folgenden, sich kantenden Seitenflächen, 
deren erster man einen bestimmten Sinn beigelegt hat, so hinzuschreiben, dass jede Kante in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen erscheint, wenn sie als Kante der beiden Nachbarperimeter aufgefasst wird. Findet sich 
dann, dass es unmöglich ist, das ICantengesetz zu befriedigen, so ist das Vielflach einseitig, andernfalls zwei- 
seitig. — So lassen sich die Flächen des 'R'ÜnfSachs Fig. 32, Taf, I, in demselben Sinne umlaufen, schreiben 
ABC, CBLM, MLA, ALB, ACM, wobei jede Kante zweimal, und zwar in entgegengesetztem Sinne 
erscheint; das Fünfflach ist also zwar aussergewöhnlich, aber zweiseitig. Das Siebenflaeh Fig. 46 (in Nr, 55) 
hat die Flächen ABüJD, BCE, ECFA, ÄFD^ es kehrt also die Xante DA in dem zuietat hingeschriebenen 
Dreiecke in demselben Sinne wieder wie beim ersten Viereck, d. h. das Kantengesetz ist nicht erfüllbar, das 
Siebenflaeh ist somit einseitig. 

61. Der Inhalt and die Oherfläche eines zweiseitigen Vielflaehea.^) Es darf als bekannt Torana- 
gesetzt werden, was man unter dem Inhalte (Volumen) eines gewöhnlichen Vielflaches versteht, wenn als 
Mass der Würfel gewählt wii-d, dessen Kante die Längeneinheit ist. Ein solches Vielflach mit n Seiten- 
flächen ist die Siimme dei'jenigen n Pyramiden, deren Grundflächen diese Seitenflächen sind und deren 
gemeinsame Spitze ein im Innenraum des Vielflaches liegender Pnnkt ist. Jede dieser Pyramiden lässt sich 
durch Ebenen durch ihre Spitze und die von einem Punkte der Grundfläche ausgehenden Diagonalen in 
m — 2 Vierflaehe (Tetraeder) zerlegen, wenn diese Grundfläche ein m^eck ist, wodurch die Berechnung des 
Inhaltes des Polyeders auf die des Vierflaehes zurückgeführt ist. Dessen Inhalt ist aber als der einer 
dreiseitigen Pyramide (gleich % Grundfläche mal Höhe) sowie auch aus den sechs Kanten bestimmbar^), 
d. h. der Rauminhalt eines gewöhnlichen Polyeders ist algebraisch ausdrOckbar durch die bestimmenden 
Strecken (Kauten)- — Um nun auch dem Inhalte der ausser gewöhnlichen Polyeder eine Bedeutung beilegen 
zu können, seien folgende Festsetzungen vorausgeschickt. Die Oberfläche des Tetraeders OABC soll auf 
dessen Aussenseite als positiv gelten. Dann ist nach voriger Nummer der Umlaufssinn des Perimeters der 
Fläche ABC auf der Aussenseite des Tetraeders entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn zu wählen, wonach 
infolge der Geltung des Kantengesetzes auch die drei übrigen Flächen, von aussen gesehen, denselben Sinn 
aufweisen. Von der Ecke ans erscheint dann die Fläche ABC negativ. Dem Tetraeder komme ein 
positiver Inhalt zu. Daraus folgt; SoU der Inhalt eines Telraeda's OABC positiv sein, so miiss von einer 
seiner Ecken atts die gegenüberliegende Fläche negativ erschetMen. Tritt das Gegenteil ein, so sehreibt man 
dem Inhalte einen negativen Wert zu. Diese Festsetzung stimmt für die Berechnung des Volumens des von 
einem Innenpunkte aus in Tetraeder zerlegten gewöhnlichen Vielflachs; denn von diesem Punkte aus erscheinen 
sämtliche Flächen des Vielflachs negativ, wenn ihre Aussenseite positiv ist. Bezeichnet also allgemein 
OiXi eine Pyramide über der Gi-undfläche «,- und mit der Spitze 0, wo «,- eine der Seitenflächen des Polyeders 
bedeutet, so ist das Volumen dieses Vielflachs gleich der Summe aller Oaj. Dass dasselbe für ein ausser- 
gewöhnliches (zweiseitiges) Polyeder gilt, ergiebt sich nach Beweis des folgenden Salses: Errichtet num auf 

1) Die hier aaEustellendeii BetraohtungeQ achlieaaeo sich eng an die der Nr. 8 an und sind ebenso wie jene Möbiua 
zu verdanken, Sie sind wie das von ihm entdeckte Kantengesetz in der bereits zitierten AbhaJidlung „Über die Beetimmung 
des Inhaltes eines Polyeders" enthalten. Tergl. Gesammelte Werke Bd. II, 8. 476 ff. 

2) Kausenberger, Die Blementargeometrie etc., S. 217. Baltzer, Elemente II, S. 313. (Die "Formel von Jungius 
und Enler). 
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70 C. Allgemeine Theorie der Vielflaclie, 

den Flächen eines Polyeders, das dem Kantengesets genügt, Pyrcmiiden, welche aUe die gemeimame Spitse 

"besitzen, so ist dde algebraische Smmne dieser Pyramiden imaWiängig von der Lage des Punktes 0.*) Es werde 

die Summe der Pyramiden für zwei verschiedene, beliebig gelegene Punkte und 0' vei-glichen. Die 

Fläche ßj sei ABCD , . , , Ist die &erade 0' parallel mit der Ebene 

o von ß^, so ist Ok^ = 0'«!- Andernfalls schneidet 00' die Ebene 

yA a^ in einem Punkte P (Fig. 49). Verbindet man P mit den Ecken 

/ /jM. ^^o. a^ durch Gerade PA, PB u. s. w., so ist nach Nr. 8: 

q/ /Im. "'^ ^^^ + ^^^ + ^^^ "i — ' 

/m^/ ffli folglich: 

/ W/\R\ ^'''^ OPÄB-i- OPBC-\- OPCB-{ , 

. I XV P*^^\— — 7 '^"'^ ebenso: 

/^7 l'J^fT^r/ ^'"^ ^ ^'^^^ + O'PBC + O'PCD H . 

/j^t'iL'''"' ]/f '^'XK/ / -^"^ ^^* ^^^'' oÖ'enhar: 

/ ^~~~~--^£f;;i-^ii?/ OPAB^O'PÄB=00'AB 

— ' ' ' u. s. w., also ergiebi sieh: 

0«! — 0«, = OO'AB^ OO'BC-i- OO'CD + ■■■■. 
Auf der rechten Seite dieser GrleichuJig bedeutet jedes Gflied ein Tetraeder, dessen Grrösse und Vorzeichen 
von der Grösse und Richtung derjenigen Kante der Fläche cc^ abhangt, welche in ihm vorkommt. Bildet 
man nun die entsprechenden Differenzen für sämtliche Flächen a und addiert diese Differenzen, so erhalt man 
rechts doppelt so viel Glieder, als das Vielflach Kanten hat, denn jede Kante erscheint in zwei Tetraedern, 
nämlich bei Bildung der Differenzen für diejenigen beiden Flächen, welche die betr. Kante gemein haben. 
Gilt nun das Kantengesetz für das vorgelegte Vielflach, so ist der Sinn der Kaate in den beiden Fällen 
entgegengesetzt, d. h. die beiden betr. Tetraeder, z. B. 00' AB und OO'BA erscheinen mit entgegengesetztem 
Vorzeichen^); je zwei Tetraeder heben sich gegenseitig auf, die Summe aller ist Null, d. h. es ist 

0«! + Ocg + Otts H (OV, -f O'oa + «3 -\ ) = 0, 

womit der Satz, dass die Summe aller Pyramiden über den Seitenfiächen des gegebenen Vielflaches unab- 
hängig von der Lage des Punktes ist, bewiesen ist. — Da nun die Summe aller Pyramiden Oa für ein 
gewöhnliches Vielflach nichts andres als dessen Inhalt ist, wenn innerhalb des Vielflachs liegt, so 
bezeichnet man für jedes A''ielflach, das dem Kantengesetze genügt, diese von der Lage von unabhängige 
Summe als seinen Inhalt. 

Betrachtet man die Oberfläche eines gewöhnlichen oder aussergewöhnlichen, aber zweiseitigen Vielflachs, 
so ist bei ersterem selbstverständlich, was unter der äussern oder der innem Seite der Oberfläche zu verstehen 
ist, bei letzterem bedarf es einer Festsetzung, die im allgemeinen willkürlich ist. Es möge die äussere Ober- 
fläche, als positiv bezeichnet, beim gewöhnlichen Vielflaeh durch Färbm%g von der innem unterschieden 
werden.') Beim aussergewöhnlichen Vielflach bestimme man die positive, zu färbende Seite einer ersten 
Fläche nach der Regel der vorigen Nummer und setze dann diese Färbung der F^chenzellen nach den in 
Nr. 8 erläuterten Grundsätzen fort. Die ganze selbe Seite eines solchen Vielflachs erscheint dann entweder 
aus positiven und negativen Flächeuzeilen zusammengesetzt (geKibten und ungefäibten Zellen) oder lediglich 
aus positiven, wobei die Zeilen beider Arten mch t er>)Chiedene Koefhzienten haben können, was durch den 
Grad (Intensität) der Färbung auszudrücken ist Die algcbi a,!=<che Summe lUer i 1 ichenzeUen der Oberfläche 
des Vielflachs heisst dann schlechthin die Oberfläche demselben und es leut,htet ein, dass diese bei einem 



1) MObiue a. a. 0. S. 494, Eaueonlierger Die Blfimentargeom S "J Balt,;ei Elemente H, S 334 

2) Denn OO'AB und OO'BA sind zwei Tcttaedei mit deraelLen. Spitzp abei den Grundflächen iB und 
O'BA, von denen die aweite im umgekehrten Sinne der ersten umsühntten erscheint alan hi entgegengesetzt gleich ist 

3} Diese Färbung bietet für die Unterscheidung der beiden Plachenseiten emes Tielflachs dieselbe Eileichteiimg 
wie die SchraiBerung beim Vieleck, nur dass wir früher dort die negative Seite des Penmeteis durch Schraffierung hervorhoben 
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S2. Beispiele z. vorsteL. Tlieorie. Vielflache, deren Oberfliicliehez. Tut alt Null ist. Die eiitspveeli.Betraclitgn, f, eins. Polyeder. 71 

auasergewöhnlieliGn Polyeder Null sein kann, wenn die Summe der positiven Zellen der der negativen absolut 
genommen gleichwertig ist. Nach entsprechender Färbung der in Frage kommenden Seite der Oberfläche des 
Vielflacha ergiebt sich nun noch eine zweite Bestimmung seines Vohunens, die der Bestimmung des Inhaltes 
eines beliebigen Polygons entsprechend ist. Ein aussen gefärbtes Tetraeder besitzt einen einfach zu rechnenden 
Inhalt, oder, kurz ausgedrückt, den Koeffizienten 1. Dem Aussenraum kommt naturgemäss der Koeffizient Null 
zu. Ein ans dem Aussenraum durch die Oberfläche schreitender Punkt gelangt also in einen Raum, dessen 
Koeffizient um eins grösser ist, als der des vorhergehenden, wenn der Durchgang durch die trennende Fläche 
von der gefärbten zur ungefärbten Seite derselben geschieht. Ein auss er ge wohnlich es Vielflach wird nun 
durch seine Oberfläche, da sieh dieselbe selbst schneidet, in räumliche Zellen geteilt, deren jeder ein 
bestimmter Koeffizient in dem obigen Sinne zukommt. Und zwar sind die Koeffizienten zweier Nachbar- 
zellen, d. h. solcher, die eine Fläche gemein haben, stets um eins verschieden, falls der trennenden Fläche 
in ihrer Ebene der Koeffizient 1 zukommt, sie also mit einfacher Intensität gefärbt ist, derart, dass 
diejenige Zelle den grösseren Koeffizienten hat, welche auf der ungefärbten Seite dieser Fläche liegt. Die 
Bestimmung dieser Koeffizienten erfolgt dadurch, dass man einen Punkt aus dem Aussenraurae mit dem 
Koeffizienten Null durch die trennenden Flächen nach und nach in alle Zellen Sbertreten läast. Ent- 
sprechend dem früher beim Vieleck Gesagten schliesst man leicht: Aus einer Zelle mit dem Koeffizienten c 
kann man in eine ZeUe desselben Koeffizienten nicht durch eine geraeinsame Fläche gelangen; solche Zeilen 
können nur in einer Kante oder Ecke zusammenstossen. Aus einer Zelle mit dem Koeffizienten c gelangt 
man durch eine Fläche in eine Nachbarzelie des Koeffizienten c -|- c', wenn dem trennenden Flächenatück 
in seiner Ebene der Koeffizient c' zukommt. Die algebraische Summe aller Zellen (jede mit ihrem Koeffi- 
zienten angesetzt) ist der Inhalt des Vielflaehs, d. h. V=<p^s^-{' q)2S^-\-fp3^g---, wobei die ipi die positiven 
bez. negativen Koeffizienten, die 2; die absoluten einfachen Inhalte der Zellen im gemeinen Sinne sind. Ein 
Polyeder hat den Inhalt NuU, wenn diese Summe verschwindet. 

62. Beispiele znr vorstehenden Theorie. Vielflache, deren Oberfläche bez. Inhalt Null ist. Die 
entsprechenden Betraelitiingen für einseitige Polyeder. Als erstes Beispiel zu den bisher allgemein angestellten 
Betrachtungen werde das Füufflach Fig. 27, Tafel I, mit drei überschlagenen Vierecken gewählt. Die Flächen 
dieses dem Kantengesetz gehorchenden Polyeders seien geschrieben: ÄFJE, FADK, EFKJ, AFJD und 
KDJ. Der Perimeter jedes der beiden Dreiecke erscheint dann von 0, dem gemeinsehafthchen Doppelpunkt 
der drei Vierecke aus gesehen im Uhrzeigersinn, d. h. negativ. Wählt man also diesen Punkt als gemein- 
same Spitze der Pyramiden über den Seitenflächen des Polyeders, so besteht das Gesamtvolumen aus der 
Summe der beiden Tetraeder OAFE und OKDJ, die also beide positiv sind. Färbt man das Dreieck 
ÄFF auf seiner Aussenseite, die positiv ist, so ist die Färbung auf den unteren Zellen der Vierecke 
aussen fortzusetzen. Aber auch das obere Tetraeder ist aussen zu färben. Denn die obere Zelle eines der 
drei Vierecke, z. B. ODK, gehört einer andern Seite der Ebene des Vierecks an als die untere Zelle FAO. 
Die beiden Zellen eines überschlagenen Vierecks aber haben auf derselben Seite der Ebene des Vierecks ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Beiden räumlichen tetraedrischen Zellen, aus denen das Fünfflacb besteht, kommt 
also der Koeffizient -|- 1 zu. 

Als aweites Beispiel betrachte man das bereits in voriger Nummer besprochene Fünfflaeh Fig. 32, 
Tafel I, das eine Pyramide mit der Spitze A und dem überschlagenen Viereck CBLM als Grundfläche 
ist. Fällt der bisher mit bezeichnete Punkt nach A, so ist das Volumen dieses Polyeders gleich 
ACSLM =^ ACJBS -\- ASLM. Nun ist aber von A aus gesehen bei dem festgesetzten Umlaufssinn des 
Perimeters der Grundfläche das Dreieck CSS negativ, dagegen SLM positiv, d. h. das Tetraeder ÄCBS 
ist positiv, das Tetraeder ASLM negativ. Beginnt man die Färbung der Oberfläche des Polyeders bei der 
äusseren Grundfläche des ersten Tetraeders, so hat man weiter die F^che ABC aussen, dann die Fläche 
ACM, aber nur das Stück ACS, das dieses Tetraeder begrenzt, zu färben, denn der Beat ASM ist 
auf der inneren Seite des Tetraeders ASLM mit Färbung zu versehen, damit man auf derselben Seite der 
Fläche verbleibt: d. h. dieses letztere Tetraeder ist aussen ungefärbt zu lassen, wie denn in der That die 
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72 C. AligeraeiBe Theorie der Vielflache. 

Fläche 8LM von aussen negativ erscheint. Das Gesamtpoiyeder besteht aus zwei tetraedrischeii Zellen mit 
den Koeffizienten -{- 1 nnd ^ 1. Ist die Fläelie CBS absolut genommen gleich SLM, ao ist der Inhalt 
des Polyeders Jfnll. Ebenso wie dieses Fünfflaeh bestehen die Fünfflaehe Fig. 26 und Fig. 29, Tafci I, aus 
je zwei Zellen mit den Koeffizienten -|- 1 und — 1. Um nun ein Polyeder zu erhalten, das aucli Koeffi- 
zienten grösser als 1 aufweist, errichte man z, B. über einem Siebeneck dritter Art ein gerades Prisma, indem 
man die Kanten des Siebenecks in der Richtung senki-echt zu seiner Ebene parallel mit sieh seibat fort- 
bewegt. i^Vergl. Fig. 2, Taf. I und. Fig. 17, Taf. VIII.) Denkt man sich die gesamte Oberfiäche des Polyeders 
auf der positiven, d. h. äusseren Seite gefärbt, wobei natürlich die Färbung auch auf den inneren verborgenen 
Flächeuteilen fortzusetzen ist, so ergiebt sieh nach den allgemeinen Eegeln leicht, dass den sieben äussersten 
drei seitigprisma tischen Zellen die Koeffizienten -\- 1, den sieben nächstfolgenden vierseitigprismatisehen Zellen 
die Koeffizienten + 2 und der innersten Zelle, die ein gewöhnliches siebenseitiges gerades Prisma dar- 
stellt, der Koeffizient -[- 3 zu erteilen ist. Ein von aussen kommender Punkt muss, um in diese innerste 
Zelle zu gelangen, die Oberfläche des Polyeders dreimal in der Richtung von der gefärbten zur ungefärbten 
Seite durchdringen. Dies leuchtet ein, wenn der Punkt senkrecht gegen die „Achse" in das Polyeder eintritt, 
ist aber auch gültig, wenn der Punkt in der Richtung dieser Achse etwa von oben sofort in die innerste 
Zelle gelangt; deim. die innerste Flächenzelle des Siebenecks dritter Art hat den Koefflzienten -j- 3, d. h. 
dieser Teil der Polyederoberfläche ist gewissennassen mit dreifacher Intensität zu färben. 

Ähnliciie Verhältnisse treten ein, wenn man ein gerades Prisma über einem Zehneck vierter Art 
konstruiert, wie es Fig. 14, Tafel I, zeigte. Vergl. Fig. 18, Tafel VHI. Hier treten Zellen mit den Koeffi- 
zienten + 1| ~l" 2, aber auch mit Null und — 1 auf. Die Zeilen mit den Koeffizienten Null gehören ebenso 
wenig wie der Aussenraum dem Polyeder an, sie bilden gleichsam hohle Durchgänge dru-cli den Körper. 
Die innerste Zelle, ein fünfseitiges Prisma, hat den Koeffizienten — 1 und ist ungefärbt zu lassen, während 
sämtliche übrigen Oberflächenteile zu färben sind. Ein Vielflaoh, das eine innere Zelle mit dem Koeffi- 
zienten 3 und zwölf äussere, auf den Flächen jener aufsitzende Zellen mit den Koeffizienten 1 hat, ist das 
zwölfeckige Sternzwölfflach. (Vergl. Nr. 128.) 

Zum Schlüsse sei noch auf ein Polyeder hingewiesen, das lediglich von zehn Überschlagenen 
Vierecken begrenzt wird (Fig. 4, Taf. VIII). Dieses Polyeder bestellt aus zehn, absolut genommen, inhalts- 
glöichen, körperliehen Zellen, die abwechselnd die Koeffizienten -|- 1 und — 1 baben. Inhalt und Ober- 
fläche dieses aussergewöhnlichen, aber zweiseitigen Polyeders sind gleichzeitig Null, ^) 

Bildet man in derselben Weise wie bei den zweiseitigen Polyedern bei einem einseitigen den 
Inhalt durch Addition der Pyramiden Oa über sämtlichen Grrenzflächen « imd mit einer gemeinsamen 
Spitze 0, so kommt in dieser Summe jede Pyramide Occ zweimal, und zwar mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen vor, weil beide Seiten der Fläche a an der Oberääche des Vielflaclis teilnehmen Es versehwindet 
daher diese Summe identisch, d. h. jedem einseitigen Polyeder ist der Inhalt Null zuzuschioiben, wenn man 
überhaupt hier noch von Inhalt reden will.^) Es war ferner bereits bemerkt, das*? bei dem Versuche, eine 
Seite eines einseitigen Vielfiachs dui-eh Färbung auszuzeichnen, man der Natui des Gebildes gemäss dazu 
gelangen muss, jede Grenzfläche auf beiden Seiten zu färben, so dass also aut,h dci Begtiff der Oberfläche 
hier hinfällig wird; man müsste denn vorziehen, jede Fläche zweimal mit entgegengesetztem Vorzeichen 
anzusetzen, wodurch auch der Wert der Oberfläche sich identisch gleich Null ei geben wtiide. 

63, Die Art ^ = 1 eiaes gewBlinlicheil Vielflaclies. Um die allgemeinen Betrachtungen über Viel- 
flache den früheren über Vielecke analog zu Ende zu führen, erübrigt es noch, auf zwei Begriffe einzugehen, 
die für jene von besonderer Bedeutung waren: die Art A eines Vielflaches (entsprechend der Art a eines 
Vielecks) und die Reziprozität. Der erste Begriff soll aber erst später ausführlich erörtert werden, 

1) Vergl. über die Gruppe dieser eigentümlichen, von Hess als Stepkanoide bezeichneten Vielflache Nr, 162. 

2) Man könnte auoli sagen; Da das Kantengesetz nicht erfüllt ist, bo bleiben die Sinne der Flächen unbestimmt, 
und es kann nicht mehr eine von unabhängige Pjramidensnmme , also auch nicht mehr ein Inkalt angegeben werden. 
Möbiua a. a 0, S. 499, 
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63. Die Art A=l eines gewöhnlichen Vielflaches. 04. Die polare Koziprozität der Vielflache. 73 

da er von wesentlicher Bedeutung erst bei der Betrachtung der besonderen konvexen und niehtkonrexen 
Vielflache wird, deren Art Ä grösser als 1 ist. Hier sei nur bemerkt, dass jedes Eulersche konvexe Viel- 
flach — und allein auf solche werden sich im nächsten Abschnitte die Betrachtungen erstrecken — von 
der Art Ä ^1 ist, ebenso wie der Art a eines konvexen gewöhnliehen Vielecks dieser Wert zukam. Die 
Definition von Ä ist dabei analog der von a (vergl. Nr. 9): Es beamtet A die Änmhl der Kugeln, der die 
Summe aller Polaredcen der Ecken, des Yielflaches gleich ist. Die Definition der Polarecke ist dabei die in Nr, 41 
gegebene. Man sieht sofort, dass bei einem Eulersehen (kugelartigen) konvexen Polyeder diese Summe 
gerade eine Eugel beträgt^), wonach fttr ein solohee, wie beiiauptet, A^=l ist. Wie a bei einem konvexen 
Vielecke unter Umständen auch als die Anzahl der Kreisbedeckungen gedeutet werden konnte, wenn der 
Perimeter des Vielecks von einem Innenpunkte aus auf die Peripherie projiziert wurde, so stellt analog bei 
einem konvexen Vielflach A die Anzahl der Kugelbedeckungen dar, wenn die Oberfläche des Vielflachea von 
einem innerhalb liegenden Punkte aus auf die Oberfiäehe einer Kugel projiziert wird, deren Oentrum dieser 
Punkt ist, vorausgesetzt, dass alle Flächen des Vielflaehes diesem Centrum dieselbe (negative) Seite zuwenden. 
Dies ist bei einem Vielflach erster Ai-t stets der Fall. 

64. Die polare Reziprozität der Vielflache. Ein räumliches System S hoisst einem andern S' 
reziprok zugeordnet, wenn jedem Punkte des einen eine Ebene des andern entspricht, und umgekehrt. Der 
Verbindungsgeraden zweier Punkte des einen Systems entspricht die Scbnittgerade der entsprechenden Ebenen 
des andern. — Mn System S heisst polar^edproh zu einem anderen S', wenn die Ebenen des einen die Folar- 
diemn su den Ptmktm' des andern als Polen in Bezug auf eine feste Kugel (Direktrix) sind. 

Liegt ein Punkt P ausserhalb einer Kugel, so erhält man bekanntlich seine Polarebene E als Ebene 
des Kreises, in welchem der Tangentialkegel, dessen Spitze P ist, die Kugel berührt. Schneidet eine Gerade 
durch P und das Centrimi der Kugel deren Oberfläche in den Punkten A und B, die Ebene E in P', so 
sind F und P' die zugeordneten harmonischen Punkte auf der Geraden zu A und B als Urundpunkten. 
Die Polarebene zu P' als Pol geht durch P und steht senkrecht auf PP'. Fällt der Pol P auf die Ober- 
fläche der Kugel, so ist die zugehörige Polarebene die Tangentialebene in P; rückt P in bestinmiter 
Eichtung ins Unendliehweite, so ist seine Polarebene die zu dieser Richtung senkrechte Äquatorealebene der 
Kugel, u. s. w. Es bestehe nnn das System H aus n Punkten Pi, Pg, . . . P„ ausserhalb der Kugel und den 
durch sie möglichen Geraden und Ebenen. Ihm ist das System U' zugeordnet, das aus den n Polarebenen 
El, Es, . . ., E„ jener Punkte als Pole und den durch sie erzeugten Geraden und Punkten besteht. Jeder 
Verbindungsgeraden je zwei der Punkte P entspricht eine Schnittgerade je zwei der Ebenen E. Bewegt sich 
der Punkt Pj auf der Geraden PiP^ von Pj nach Pg, so dreht sich die Ebene E^ um die Schniitgerade 
(Ej^E^) in die Lage von E^. Die Ebene der drei Punkte Pj, Pg, P^ ist die Polarebene zu dem Schnitt 
punkte der drei Ebenen E^, E^, Eg als PoL Die drei Geraden PiP^, -pB^ai -^3-^1 sind den drei Geraden 
(E^E^), (E^E^), {EtfEj) zugeordnet, in denen sich je zwei der Ebenen schneiden. Die Zahl der Ebenen E 
ist gleich der Zahl der Punkte P; die Zahl der Ebenen durch je drei der Punkte P ist gleich der Zahl der 
Punkte, in denen sich je drei der Ebenen E sehneiden; die Zahl der Verbindungsgeraden der P ist gleich 
der Zahl der Schnittgeraden der Ebenen E.^) 

Es sei nun das System i? irgend ein Vielflach F", der Einfachheit wegen zunächst ein konvexes Euler sches, 
mit e Ecken, f Flächen, k Kanten, zwischen denen also die Relation e — k-\- f=^ 2 besteht. Das polar- reciproke 
System 2;' ist dann ein ebensolches Vielflach V mit e'=/' Ecken, f'=e Flächen und ^'=/c Kanten. Denn 
jeder Ecke des ersten Vieiflaches F als Pol ist polar-reziprok eine Fläche von V als Polarebene zugeordnet, jeder 
Fläche von V ebenso eine Ecke von V, wahrend jeder Kaute von V eine ebensolche von V entspricht. Einer 
!j-kantigen Ecke P von V entspricht eine w-kantige Fläche E von Y', denn n aufeinander folgenden Ebenen 
durch den Punkt P mit ihren n Schnittgeraden entsprechen n Punkte in der Ebene E mit ihren n Verbindungs- 
eeraden. Das Vielflach Y hat also ebensoviel w-kantiee }_,.. , }, ais Y' w-kantiire ]_ , hat. Zwei 
^ ^ \ Flächen!' ^ 1 Ecken 

r Stereometrie. Progr. Bustehude, 1890, S. 23. 2) Vergl. Nr, 40. 
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solelie Vielflache heissen pol(ir-reidpro?c oder aiich kurz nur polar oder nur resiprok.^) Für zwei solche 
Vielflache hat also die Grösse ff = e — k -\- f denselben Wert, es ist neben e = /", /'=e', k^k' aber 
überdies 6;=/;', fi^e/, wenn d und fj die Zahl der ; -kantigen Eoken und Flächen des einen Vielflaches, 
die gestrichelten Buchstaben die entsprechenden Zahlen füi das polare Yielflaeh bedeuten. Dabei entspricht 
die Anordnmig der Ecken und Flächen von V der Anordnung dei Flachen und Ecken yon V. Einer Kante 
von V, die eine Z-kantige und eine ft-kantige Ecke veibmdet, entspricht in V eine Kante, die einem A-eck 
und einem ft-eck geraein ist u. s. w. 

65. Isomorphe uud allomorphe, spiegelbildlieli-isonioi'phe und antopokre Vielflache. Zwei durch je 
n Ebenen begrenzte Vielflache V^ und Fg sollen isomorph^) (gleichgestaltig) heissen, wenn nach beliebig, 
aber fest gewählter Bezeichnung der n Ebenen von V^ durch Ki, «g, ■ ■ ■ «k die n Ebenen von Fg mit 
ßi, ßi, ■ ■ ■ ßn so benannt werden können, dass öntaprechende «f und ßi gleichviel Kanten besitzen, und dass 
jeder Ecke aiutai ... die ebensovielkantige Ecke ßißt^ßx - - - entspricht. Die beiden Vielflache haben also gleichviel 
i-seitige Ecken und gleichviel m-kantige Flächen; jedem Fläehenpaare des einen Vielflaches, das aus einem 
A-eek und einem /i-eck mit gemeinsamer Kante besteht, entspricht ein ebensolches des andern Vielflaches u. s. w. 
Die beiden Polyeder stimmen in der Kantenzahl, der Anordnung ihrer Ecken und Flächen übereiu und 
nnterscheiden sieh lediglich in ihren Massverhaltnissen; z. B. sind ein Würfel und ein beliebiges schief- 
winkliges Parallelepiped, ebenso eine gerade und eine schiefe M-seitige Pyramide isomorph. Diese Definition 
des Isomorphismus ist gültig für alle Vieiffache, kommt aber im folgenden Abschnitte zunächst nur für 
die allgemeinen und singulären') Eulerschen Polyeder zur Beachtung. — Unter den allgemeinen und singu- 
K.ren Eulerschen Vielflachen mögen femer zwei solche Individuen, die von gleichviel Flächen begrenzt 
werden und gleichviel Ecken besitzen, allomwph heissen, wenn unter diesen Flächen je gleichviel i-kantige 
Flächen, unter den Ecken je gleichviel Ä-kantige Ecken auftreten, aber ihre Anordnung in beiden Indi- 
viduen eine verschiedene ist. Man betrachte als Beispiel hiei-filr 
u. a. die fünf allgemeinen Zehnflache 10^ bis 10^ auf Tafel III.*) 
Es leuchtet ein, dass eine unendlich grosse Anzahl Polyeder- 
individuen gebildet werden kann, so daas jedes dieser Polyeder 
einem gegebenen n-flach nach der obigen Definition isomorph ist. 
Alle diese isomorphen Individuen können aber noch in zwei 
Klassen geteilt weiden Man betiichte /. B die beiden m Fig 50 
gezeirluK-ten Zehnflache, von denen das ei=<te da=! m Ni 10'^ 
Taf ni daigestellte ist / und Ä aiud entspiechende Kanten dei 
beiden \ lelflache als gemeinsame Kinten emes Sieben und emes 
Sechsecks, % und k^, bez. ß^ und ß , da ihre Enden die Ecken entspi eckender Vier und Sechsecke, «g 
und ß^, bez. ß^ und ß^ sind. Von zwei m 7 und k liegenden mit den Köpfen nach entspi echenden Ecken 
«^KgKg und ßjßsßg gerichteten, ins Inneie dei beiden Koiper blickenden Beobachtein hat abei dei eine die 





1) Corjoia re ipiOL» tolo quaum 
quot alterum angnlos solidoa Meister Oom 
S 39 Die Reziitozität be onderer PDlyedei 
von kouelitiim Kcrpem vergl T H T MuUi 



utnunque tot habet angulos eohdcj quot alterum Idteia biiic et tot liteia 
ment bop reg Gotting T VU 1785 Commentatio de aol tia geometiiLia etc 
wai ELhon früher bemeikt worden z B loii Maurolvons 153- {sr siricht 
ir in Grunerts A.rchiv 34 & 1 und ( antor II & 52fi und später lon Keplei 



Harmonice mundi V 1 F Rnztsiei-lc Matbematikei bPzPH,hnen diese Polyedei als Lot^ugtejt (polyidjes conjuguis) Vergl 
\ a Catalan a a ^ " 

2) Nach Eberhard, Moi-phologie etc & 10 C Jordan nennt aolcbe PolyedPr aMtnh (paretl) ixe einander ent- 
sprechenden Begrenzungsatücke homolog vergl Recherdies sur les polvedres Borchaidts Toumal Bd 6b S 22 ff 

3) Vergl. Nr. 41. 

4) Das EonstruktionBpriEzip dei auf den Tafeln II bia VI gezeii'hneten \ielflaelte beateht meist d'jnn das? aussei 
halb des Vielfiaehes über einer seiner Seitenflächen (gewählt ist immer eine aolcte mit der gruBsten Anzahl dei tai ten) 
ein Punkt angenommen und aus ihm die ganze Oberfläche Ie& Vielfliuhea d h dessen Loten und Kanten auf diese 
Seitenfläche projiziert wird. Der Verl hdt eine solche ebene Projektion eines Vielflaches die sich ils eme Polygonteilung 
darstellt, das Biofframm des Vielflaches genannt (Progr Zwickau 1897) Isomorphe Vielflache haben isomoiphe Diigramme 
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Fläclie a^ zur Rechten, der andre die entsprechende Fläche ß^ zur Linken. Dasselbe gilt für je zwei ent- 
sprechende Eanten der beiden Vielfiache.') Man überzeugt sich leicht, dass das eine Vielflaeh d 



iner beliebigen Ebene Ss ist. 
Vielflaeh iso- 
ildlich- isomorphen Individuen. 



des andern an der Ebene irgend einer seiner Begrenznngsflächen oder : 

Zwei solche Vielfiache sollen daher spiegelbildlich- isomorph heissen,^ Die i 

morphen bilden also die beiden Klassen der direkt- und der nur Spiegel' 

Es soll aber in Zukunft bei den weiteren Betrachtungen von den Individuen der zweiten Klasse, die aus 

denen der ersten leicht konstruierbar sind, abgesehen werden, zumal ein einziger Körper schon hinreicht, 

die gestaltliche Eigenart des Typus zu charakterisieren. 

Im Änschluss an die vorige Nummer soll schliesslich eine besondere Gattung von Vielflachen noch 
hervorgehoben werden. Einem e-eckigen /'-flach mit h «-kantigen Grenzflächen und l m-seitigen Ecken war 
ein /'-eckiges e-flach mit l m-kantigen Grenzflächen und h i-seitigen Ecken polar-reziprok zugeordnet. Ein 
allgemeines Vielflaeh ist also polar-reziprok einem Trigonalpolyeder, und umgekehrt. Ein beliebiges singu- 
läres Vielflach, das kein Trigonalpolyeder ist, ist einem andern singulären Vielflach reziprok. Ist nun 
das SU eiwm siftgulären Vidflach V polar-reziprohe Vidflach V isomorph mit V, so nennt man V ein auto- 
pol(wes Vidflach'^, oder man sagt, V ist sich selbst reziprok. Für ein solches autopolares Vielflach bestehen - 
also die Bedingungen 63=/^^,^^ = /'^^, ... d^fi und es ist e = /'= — -|-1, wenn das Vielflaeh ein Euler sehes 
ist. Es ist z. B, jede K-seitige Pyramide ein autopolares (n -\- l)-flach. Diese Bedingungen ei = fi sind aber 
nur notwendig, nicht hinreichend, um ein gegebenes Polyederindividuum als autopolar zu charakterisieren. 
Denn es ist nicht ausgeschlossen, dass das einem Vielflach Y, welches diese Bedingungen befriedigt, polar- 
reziproke Vielflach V, welches also diesen Bedingungen dann ebenfalls genügen muss, nur cdlomorph mit V 
ist. (Vergl, das Beispiel am Ende von Nr, 67.) Man hat sich also streng au die obige geometrisehe Definition 
zu halten, die übrigens im folgenden noch weiter zur Erörterung kommt. 

66. Mübius' Darstellung eines Vielflaches: Das Kantengesetz in zweiter Form. Reziprozität der 
einseitigen Vielflaclie. Nach Nr. 60 lassen sich die Ausdrücke für die Flächen eines gegebenen Vielflachs, 
nachdem seine Ecken mit Buchstaben bezeichnet sind, in solchem TJmlaufssinne schreiben, dass jede Kaute 
zweimal in entgegengesetzter Richtung dabei durchsehritten wird, d. h. dass das Möbiussche 
Kantengesetz gilt, wenn das Vielflaeh zireiaeitig ist. Es wird hiernach ein Vielflach 
charakterisiert durch die Zusammenstellung der Ausdrücke aUer der Vielecke, durch deren 
Verbindung es entsteht. Ebenso kmm nun aber dn Vielflach auch charakterisiert werden 
durch die Ausdrücke aller seiner Ecken, nachdem man sdne Flächen hemchnet hat. Es seien 
in Fig. 51 mit k, ß, y, S . . . die positiven (äusseren) Seiten eines zweiseitigen Vielflaches 
benannt. Bezeichnet man nun eine Ecke als positiv, wenn sie auf der positiven Seite der 
Oberfläche des Vielflaches im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umlaufen wird, so sind 
die beiden Ecken Ä und B: A = yaßS und .B= e^ßa. Die Kante, welche die Flächen a 
und ß gemeinsam haben, wird also in den beiden Fällen im entgegengesetzten Sinne — als 
ceß und ßu — überschritten. Es ergiebt sich durch Aufstellung der weiteren Bekenaua drücke 
sofort: Nach Bezeichnung sämtlicher Flächen eines Vielflaches durch a, ß, y . . . lässt sich 
allen Ecken, ausgedrückt durch die Flächen, ein solcher Umlaufssinn beilegen, dass jede Kante i 
Richtung überschritten wird, wenn das Vielflach zweiseitig ist. Dies ist die zweite Form des Kanten- 
gesetzes, rmd wie man sieht ist die Darstellung eines Vielflaches durch seine Eckenausdrücke gleichwertig 
mit der durch die Flächenausdrücke; auf beide Weisen ist die gestaltliche Beschaffenheit des Vielflaches 
vollkommen bestimmt.*) 




I) Eberhard, Morphologie, & 12 

S) Nach Legendre konnte man sie aui-h aymmetriach nennPn Doch Boll hier ein Polyeder symmetrisch teissen, 
■enn sich wenigstens eine Ebene durch dasoeibe so Ipg-en laast, dass von den beiden Teilen, in die das Poljeder hierdurch 
Brf^lt, der eine das Spiegelbild dei andern an dieaei Ebene i'»t 

3) Nach Kirkman On aiitopolir Polyedi 1 Philo" transict Ih-ST, 4) Möhiua I, Werte, Bd, II, S, SOOff. 
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Es sei mm ein zweiseitiges Vielfiach V durch seine Flächenausdrücte k = ÄBCD ... u. s. w. gegeben. 
Paest man die Buchstaben Ä, S,... dieser Ausdrücke als Bezeichnungen von Flächen auf, so stellen die Aus- 
drücke die Ecken desjenigen Vielflaches V dar, welches zu V polar-reziprok ist. (Dessen Ecken sind dann 
mit a, ß, . . ., die Flächen mit Ä, B, G . . . bezeiclmet.) Da nun in diesen Ausdrücken jede Kante zweimal in 
entgegengesetztem Sinne vorkam, d. h, für das Vielflach V das Kantengesetz in seiner ersten Form galt, so 
gilt für das reziproke Vielflach das Kantengesetz der zweiten Form, insofern jede Kante beim Umschreiten 
der Ecken in zweierlei Sinn erscheintj d. h. V ist zweiseitig. Dies ergiebt aber den Satz : Bedprolie Viel- 
flache sind gleichgeitig zweiseiUg oder einseitig.^') Denn wenn Y einseitig ist, so kann Y' nicht zweiseitig 
sein, weil zu einem zweiseitigen Y' ein zweiseitigea Vielflaeh reziprok ist. — Für diejenigen einseitigen 
Vielflache, bei denen der Wert von Q = e — h-\- f ungerade ist, kann man die Richtigkeit dieses Satzes, 
dass auch die dazu reziproken einseitig sind, übrigens schon daraus schliessen, dass für das reziproke Viel- 
flach die Grösse ö denselben ungeraden Wert beibehält, da nur die Zahlen e und f vertauscht werden. Ein 
Vielflach mit migeradem ß ist aber stets einseitig, 

67. Beispiele zu der in Nr. 65 Ufld 66 eutwickelteu Theorie. Um die eben ganz allgemein skizziei-te 
Darstellungsweise eines Vielflaches durch seine Flächen- und Eckenausdrücke, wie sie von Möbius angegeben 
worden ist, durch bestimmte Fälle zu erläutern, wählen wir vier Beispiele: ein siebeneckiges Sechsflach und 

das ihm polar-reziproke siebenflächige Sechseck, ein auto- 
polares Achtflach, ein (bereits früher betrachtetes) ein- 
seitiges Vielflach und endlich ein paar achteckige Acht- 
flaehö, die den Bedingungen e,- =^ fi genügen, ohne aufco- 
polar zu sein. Es sei zunächst das in Fig. 52a dargestellte 
singulare Vielflach und das ihm reziproke, Fig. 52b, in 
seinen Flächen- und Eckenausdrücken angeschrieben. Die 
sechs Flächen sind: a^ABODE, ß==AEF, y = AIGS, 
ä = BGC, ^= CGFD, i^DFE, und die sieben Ecken: 
Kg. 5sa. ' Fig. 5sb. A^ßya, B^ySa, C-^ÖBa, D^sta, E=£j3k, F^^ß^By, 

G^^sSf- Das Vielflach gehorcht dem Kantengesetze in der 
Schreibung sowohl der Flächen- als der Eckenausdrücke. Es sind aber die Fläehenausdrücke und Ecken- 
ausdrücke dieses Vielflaches Fig. 52a zugleich die Eckenausdrücke und Flächenausdrücke des ihm reziproken 
Vielflaches Fig. 52b, das von einem Viereck und sechs Dreiecken begrenzt wird und eine fünfkantige, 
zwei vierkantige und drei dreikantige Ecken aufweist. Beide Vielflache sind 
gleichzeitig zweiseitig. 

Die Fkichen und Ecken des in Fig. 53 dargestellten achteckigen Acht- 
flaches lassen sich folgendermassen schreiben, wobei das Kantengesetz in 
beiderlei Form befriedigt ist, das Vielflach also als zweiseitiges sich knndgiebt: 
a = ALMK, ß = KME, y = MLDE, S ^ LCD, s == BCL, 
X==kA,«k, B = xii.a, G=^IÖE, B = ly8, E = ßyX, 
X = ABL, !- = KFD CA, fi == AGB. 
K^aßl, L = xtSya, Jf = ayß. 
i^g. 53, Betrachtet man nun die Flächen- und Eckenausdrücke als Ecken- und Flächen- 

ausdrücke, so ergiebt sieh das reziproke Vielflach. Man sieht aber hier, dass 
diese Ausdrücke sich vollständig entsprechen: es tritt nur eine Vertauschung der lateinischen und griechischen 
Buchstaben ein; das reziproke Vielflach ist also isomorph mit dem ursprüi^lichen, d. h. dieses ist autopolar 
Hieraus ergiebt sich ein leichtes Kriterium eines autopolaren Yielflaches als eines solchen, dessen Flächen- wnd 





1) MöbiuE I, Werke Bd. U, I 
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Als drittes Beispiel sei ein einseitiges Vielflaeh gewählt, das also das Kantengesetz nicht erfüllt. 
Es seien die Flächen und Ecken des schon wiederholt betrachteten sechseckigen Siebenflaches Fig. 46 in der 
Form geschrieben: a = ABCD, ß = ECFA, y = BEDF, 3 = BCJE, s = ÄFB, t. = BAB, ij = FCB, 



Die Flächen sind nicht so 




und A = asß^, B^at,^, C= tf«ij^, B = adf8, E=Sßt,y, F^rjyEß. 
schreibbar, dasB das Kantengesetz erfüllt wird, es sind die Kanten BA, AB 
und EB zweimal in demselben Sinne dm-ehlanfen. Das ihm reziproke 
siebeneckige Sechsflaeh ist in Fig. 54 dargestellt.^) Es kann aus dem Würfe! 
konstruiert werden, wie das ursprüngliche Vielflach aus dem dem Würfel 
polar-reziprok zugeordneten Oktaeder. Doch ist, um nicht Punkte ins Unend- 
liche fallen zu lassen, nicht der regelmässige Sechsflächner (Würfel) gewählt, 
sondern ein Sechsflach BaMtiB^Qd, bei welchem die je vier Flächen, die 
an jede der drei in M zuaammenstossenden Flächen grenzen, in den ausser- 
halb liegenden Punkten a, ß, y sich schneiden. Das einseitige Vielflach, 
welches dadurch entstanden ist, wird von drei Vierecken der zweiten Art 
mit einem einspringenden Winkel begrenzt, die in der Ecke S zusammen- 
stossen (die Vierecke B = aSys, C und E\ s. oben) und von drei Über- Fig. m, 

schlagenen Vierecken (A, B, F), die alle drei als Doppelpunkt den Punkt M 

haben, ohne dass dieser Punkt eine Ecke des Vielflaches wäre. Von den sieben Ecken des Vielflaehes 
sind drei vierkantig (k, ß, y), die übrigen {8, e, l, ij) dreikantig, und die obigen Flächen- und Eeken- 
formeln sind zugleich die Ecken- und Flächenformeln dieses zum vorigen reziproken einseitigen Vielflaches. 
Dass es einseitig ist, ergieht sich daraus, dass die „äussere" Seite seiner Oberfläche (man vergegenwärtige 
sieh nach Fig. 54 das Modell des Körpers) aus positiven und negativen F^chenzellen zusammengesetzt 
ist, welche längs Kanten zuaammenstossen, was bei zweiseitigen Vielflachen unmöglich ist, da man ja über 
eine solche Kante schreitend, auf derselben (positiven) Seite der Oberfläche bleibend, aus dem Äussern ins 
Innere des Vielflaches gelangen würde. Sind die äusseren Seiten der Flächenzellen kbM, aM-q, vjMß der drei 
üb erschlagenen Vierecke positiv, wie die obige Schreibweise dieser Vierecke dies erkennen lässt, so sind die 
drei andern ZeUen Mß^, %yM, Mys negativ, und da die drei übrigen Vierecke C, B und E mit ihrer 
positiven Seite nach aussen liegen, ao ist der von dem Kantenpolygon sß^ye begrenzte, aus drei Dreiecken 
bestehende Teil der Oberfläche aussen negativ, d. h. ein auf der positiven Seite der Oberfläche wandernder 
Punkt gelangt beim Überschreiten dieses Polygons in das Innere des Vielflaches. Es sei noch bemerkt, dass 
die Punkte Mj P,Q, B, in denen sich drei Kauten des Vielflaches schneiden, ohne dass sie Ecken desselben 
wären, jenen vier Ebenen polar zugeordnet sind, in denen je drei Kanten des Vielflaehes Fig. 46 liegen, 
ohne dass die von diesen drei Kanten begrenzten Drei- 
ecke Grenzflächen des Vielflaches wären, z. B. das Dreieck 
ABB, das der Ecke Q polar zugeordnet ist. (Denn 
wie ABB von den drei Kanten begrenzt ist, welche die 
Ecken A, B und E verbinden, so ist Q von den drei 
Kanten gebildet, in denen sich die Flächen A, B und E 
des reziproken Vielflaehes schneiden.) 

Es sei endlich das in Fig. 55 dargestellte acht- 
eckige Achtflach g^eben durch die Flächenausdrücke ^^ ^^ , 
tt = CBEKL, ß = AEBB, y = AMCB, 8 = AKE, 

s = ABK, «. = ABM, X = BCM, (i = BCB, oder durch die Eckenausdrücke: 
C=yXn.(t, D = ,ußcc, E = ßäa, E=S6a, L = eye:, M=xXy. Die ersten 




xys, B = xß^X, 
die Eeken- 



1) Vergl. C. Reinhardt, Zu Möbius' Polyedertheorie a. a. 0., 8. 109. Die Figur, iat geändert, a 
Grenzfläche» als Vierecke aweiter Art eracheinen, da das in Fig. 46 dargeatellte Vielflach keine einfache» ^ 
(erster Art) enthielt. 



dasa sämtUche 
»Bckigeu Ecken 
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78 D. Theorie dei- Buierschen Vielflachc. 

ausdrucke, die zweiten die Plächenausdrüekö des in Fig. 56 S. 77 dargestellten ihm reziprok-polai'eu Viel- 
flaches. Für beide Vielflaehe gelten die Gleichungen e = /" ^ 8, Cg = /■, = 5, e^^f^^2, e^ ^ f^ ^ 1; sie 
sind aber nicht autopolar, sondern nur eins das reziproke des anderen. Man hat also nicht isomorphe, 
sondern nur zwei allomorphe Typen achteckiger Achtflache vor sich. Unter den 16 antopolaren Achtflachen 
existieren 8, welche die obigen Gleichungen befriedigen, sie sind also allomorph mit den beiden Typen 
Fig. 55 und 56, und isomorph mit ihrem reziproken Achtflach.^) 



D. Theorie der Eulerschen Yielflache. 

68. Riilieiteude Bemepkungen. Der folgende Abschnitt soU sieh mit der Morphologie der Eulerschen 
(konvexen) Vielflache, besonders der allgemeinen, beschäftigen. — Es ist schon früher gelegentlich bemerkt 
worden, dass eins der Hauptprobleme in der Theorie der Vielflache, welches den Mathematikern vorlag und 
wiederholt von ihnen in Angriff genommen wurde, das der Aufzählung aller möglichen Typen von Viel- 
flachen einer bestimmten Zahl m von Begrenzungsfiachen war; und auf die Erledigung dieses Problems, 
soweit man nämlich von einer solchen sprechen kann, zielen die im folgenden besprochenen Untersuchungen 
zui^chst hin. Steiner hatte wiederholt die Frage gestellt*), wie sich die Änsakl der von n Ebenen gebildeten 
verschiedenen konvexen Polyeder berechne. Eine Antwort auf diese Frage ist aber bis heutigen Tages von 
keiner Seite erfolgt. Es ist zweifelhaft, ob dies nui' daran liegt, dass das Problem von äusserster Schwierig- 
keit ist, wie von Cayley gelegentlich bemerkt wurde, oder aber daran, dass es in der Art, wie es von Steiner 
formuliert wurde, überhaupt unlösbar ist und sein muss. Wenn auch gezeigt werden kann, dass es unschwer 
gelingt, für eine allmählich wachsende Zahl n von Begi-enzungsfläehen die überhaupt möglichen Typen auf 
verschiedene Weise, entweder aus einander oder unabhängig von einander, honsimätUv abzuleiten, so ist es 
doch nicht gelungen — - und kann aus später anzugebenden Gründen nicht gelingen -— , diese Wege rechnerisch 
zu verfolgen, d. h. die ZaM der Typen, wie es die strikte Beantwortung der Steinerschen Frage erheischt, 
zu bestimmen. Ja, es schien fraglich, ob zur Zeit die richtigen Wege, die dazu dienen könnten, das Problem 
der Auf^hlung der w-flache der Lösung entgegenzufühi-en, bereits eingeschlagen seien — die Möghchkeit 
der Lösung noch vorausgesetzt. Hatte man zunächst für die Untersuchung der einfach zusammenhangenden 
Vielflache das Enlersche Fundamentaltheorem zum Ausgangspunkt genommen, ohne der Lösung des Haupt- 
problems auf solchem Wege wesentlich näher zu kommen, so lag es nun nahe, zu vermuten, dass für die 
morphologische Betrachtung dieser Vielflaehe überhaupt andre Gesichtspunkte als massgebend erachtet werden 
müssten. Und in der That gelang es denn, neue Wege zu finden, die einen Einblick in die systematische 
Abhängigkeit der verschiedenen Formen der Vielflaehe gestatteten, und deren Verfolgung schliesslich dazu 
ühxte , eine Einteilung der Polyedertypen zustande zu bringen, die — wenngleich weitaus verschieden 
von einer Beantwortung der Fi^age in der ursprünglichen Steinerschen Passung — in gewissem Sinne doch 
als eine Lösung des Problems der Aufzählung der Vielflache betrachtet werden kann. — Es soll im weiteren 
eine kurze Darstellung dieser Morphologie der Eulerschen Polyeder gegeben werden^), nachdem zunächst 

1) Unter den aingul&ren Achtflachen giebt es drei Paar acMeckige, die den Bedingungen e^ = /v genügen, ohne 
aiitopolac zu sein, ao dass nur je ein Individuum des einen Paares renipcok dem. ihm a,lioniorplien Individuum, desselben Paares 
ist. (Ü. Hermes, briefliche Mitteilung. Hermes nennt solche Vielflaehe parapolar) 

2) In den Annalea de Mathem. von Gergonne, tome XIS, S. 36, und in dem Anhang zur Sjsteuiatj sehen Bntwioke- 
Inng ete., ßea. Werke, Bd, I, S, 227 und 454. 

3) Es kann unmöglich die Absicht d. Verf. sein, die sämtlichen grundlegenden Untersuchungen., die sich in Eber- 
hards Morphologie der Poljedet angestellt finden, hier au wiederholen, zumal fär ein weiteres Arbeiten auf diesem Gebiete 
ein genaues Studium dieses Werkes unbedingt nötig sein dürfte. Es wird genügen, wenn hier ein übers ich tlich es Bild der 
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68. Einleitende Bemerkungen, 69. Folgerungen aus dem Euletscten FundameatalsatKe. 79 

die (ältere) elementare Theorie, wie sie im Änschluss an den Enlerachen Sata aich aufbaut, in ihren 
wesentiiehsten Zügen erledigt ist. Es liegt um so näher, aneh diese in den Bereich der Untersuchung zn 
ziehen, als sie ohne Zweifel einen nicht allzugering anzuschlagenden Überblick über die Gestalten der Viel- 
flaehe nicht allzugrosser Flächenzahl vermittelt, überdies ist sie von bedeutendem historischem ] 



69. Folgerungen aus deui Eulepschen Fundameatalsatze. Es ist hier zunächst auf die bereits in 
Nr. 56 angemerkten Folgerungen hinzuweisen, von denen besonders die Gleichungen und Ungleichungen 
2k ^ 3/' und 2k ^ 3e auch weiterhin Verwendung finden. Es seien nun unter den f Fachen des Vielflaches 
f^ Dreiecke, f^ Vierecke u. s. w., unter den e Ecken % dreiseitige, e^ vierseitige u. s. w., so dass:^) 
») f-Ü+Ü + ü + --; «-% + «. + «, + •■■. 

ist. Ausserdem gelten die Gleichungen: 

b) 2k = 3/; -I- 4/; + 5/^ H , 2ä = 3^3 + 4e^ + öe^ H , 

da jede Kante zu zwei Flächen gehört. Diese Gleichungen b) lassen sieh sebi'eiben: 
3 ffi + /; + /■, + • • ■) + 2 W. + fs + 3f, + 2f, + - ^) - 2 * , 
3fe + % + «, + •■ + 2(2«. + % + 3«, + 2e, + ...)- ei. 

Demnach ist jede der beiden Summen /), + /s + /j + ■ ■ ■ ^^^ iSj + e^ + ^ H ohne Rest durch 2 teilbar, 

[ flächen 
lecken 



ecken [ ecke. 



einer ungeraden Anzahl i 

und b) ergeben in Verbindung mit dem Eulerschen Satze 2/'~{- 2e == 4 + 2ft die Gleichungen: 

1 2 (f, + f. + f, + - ■) - 4 + e, + 2 e. + 3 6, + ■ • ■ 
"' 1 2 («, + e. + % + - - 4 + /; + 2/; + 3A + ■ ■ ■, 

und durch Addition beider erhält man: 

d) Ä + «,-8 + /; + B, + 2tt + e,) + ..., 

d. h. bei keinem Vielflach können dreieckige Flächen und dreiseitige Ecken zugleich fehlen; es sind deren 
mindestens acht vorhanden. Aus c) folgt femer, wenn man (he Gleichungen addiert, nachdem man die eine 
mit 2 multipliziert hat: 

1 3f, + 2/-. + /■, _ 12 + 2e, + 4e, + . . . + /; + 2/; + . ■ . 
"' 1 3«, + 2e, + e, _ 12 + 2/-. + 4f, + ... + «, + 2e, + .. .. 

! Fläche 
mehr als fiinf 

Kanten hätte. Ein Vielflach, das keine dreikantige und vierkantige ipi bat, besitzt 

zwölf fünf kantige \f>, ' Ein Vielflach ohne dreikantige und fünf kantige ' ' 

sechs vierkantige; ein Vielflach ohne vier- und fünfkantige ],(-. besitzt wenigstens vier dreikantige 

l-r, , ' Multipliziert man die eine Gleichung c) mit 3, die andre mit 2 und addiert, so kommt: 

4/; _)_ 2/^ + eg = 20 + 2e^ + 5% + Se« H y 2/' + 4/, -| , 

4e, + 2e, + ^ = 20 + 2f, + ö/l + 8/; + ■ ■ ■ + 2e, + 4e, + ■ ■ ■, 

Ergebnisse entworfen wird, woliei der Hauptwert auf die Anschauliolikeit zu legen ist, wälirend von der auaführlicheii 
Wiedergalie der strengen Beweise (die a. a. 0, zu vergleichen sind) wenigstens Bum Toi), schon ans Rücksicht auf den Baum, 
abgeaehe» werden soll. 

li Vergi. hierzu; van Swinden, Elemente d, Geometrie, S. 441, Baltner, Elemente II, S, 215. Rausenberger, 
Die Elementargeometrie etc., S, 207. Catalan a. a. 0. S. i. Eberhard, Morphologie, S. 13, n. a. 
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gO D. Theorie der EulerBcheii Vielflache. 

d- h.: Ein Vielflacii ohne di-eikaiitige und vierkantige {-, , hat wenigstens 20 dreikantige { . u. s. w. 

Überdies bestehen zwischen den Zahlen der p-kantigen Grenzflächen, die durch h g'-kantige Ecken gehen, 
sowie den Zahlen der g-kantigön Ecken, die in h p-kaiitigen Grenzflächen liegen, noch GLeiehungon, die von 
geringerer Bedeutung sind.^) 

KicM jedes System von zulä.ssigen Lösungen e,- und d der Gleicliungen a) bis e), das zugleicb den 

in Nr. 56 aufgeführten Bedingungen genügt, braucht aber einem existierenden Vielflache anzugehören. Es ist 

z. B. das siebeneckige Sechsflaeh, für das /^ = 4, f^^2, 63 = 6, c^=\ sein soll, wiewohl es dem 

Gfleichungssysteme und den übrigen Bedingungen genügt, unmöglich, da zwei Fünfecke, selbst wenn sie eine 

Kante gemein haben, schon acht Ecken ergeben. Es ist eben zu beachten, dass die Eulersehe Gleichung 

nicht nur für die Stücke (Flächen, Kanten, Ecken), die die Oberfläche eines VieLflaches zusammensetzen, 

gültig ist, sondern für jedes Netz auf der Kugelfi'äche, welches die Kugel derart in Bereiche teilt, dass 

jeder solche Bereich mit jeder seiner Kanten (die hier Bogen sind) an nur einen Nachbarbereieh gi'enzt.^) 

Solche Teilungen der Kugeloberfläche in Bereiche werden dann durch die Lösungen dargestellt, die nicht als 

Vielflache realisierbar sind. Z. B. ergiebt das oben angeführte Lösungssjstem die in 

^.'■/^^''~'^^"-^ Fig. 57 gezeichnete Kugelteüung. Die beiden fünfkantigen Bereiche ABDEF(^A) und 

/ / "\ \ AGDEG{Ä) stossen in der vierkantigen Ecke A zusammen und haben die Kante DE 

I >t? ^J^ \ gemein. Unter Umständen gehört ein Lösungssysfcem zwar nicht zu einem konvexen 

f ^\ ^ '; Vielflach, ist aber durch ein nichtkonvexes reahsierbar. So stellt z. B. das System 

\f\^ \"~l^l % = 104, /; = 48, /'ao = 6 (yt = 156) kein allgemeines konvexes Vielfiach dar, aber es 

\ \ \ j // besitzt das in Fig. 2 Tafel II gezeichnete nichtkonvexe Polyeder diese Zahlen. 

^^^4,/=^^'^ Will man nach dem Gesagten die möglichen Typen der Vielflaehe einer bestimmten 

yig 5, Anzahl von Begrenzungs stücken durch Lösung der Gleichungen bestimmen'), so hat 

dies den Nachteil, dass noch eine besondere Untersuchung nötig ist, um zu entscheiden, 

welche der Lösungen wirklich konstruierbare konvexe Vielflaehe darstellen.*) Es ist deshalb zur Auffindung 

der allgemeinen und singulären Vielflaehe einer bestimmten Flächenzahl ein andrer Weg einzuschlagen.^) 

70. OfdnBng der Vielfiaclie einer bestimmten Flächenzalil /= n. Für ein allgemeines Vielflach 
gilt: 3e = 2Ä!, für ein Trigonalpolyeder: ^f=2h. Diese Gleichungen ergeben in Vorbindung mit dem 
Eulerschen Satze für ein allgemeines Vielflach mit f=n Flächen: e = 2w — 4, k = ^fi- — 6; für ein 
Trigonalpolyeder derselben Flächenzahl: c = -5- + 2, k= -5-, woraus nebenbei folgt, dass die letzteren nur 
für gerades n existieren. Aus den angeführten Worten geht hervor, wie die «-flache sich nach der Zahl 
der Ecken ordnen: Das Maximum von e kommt den allgemeinen n-flaehen zu, das Minimum' den Trigonal- 
polyedem; alle w-flache, welche das Maximum 2w — 4 der Ecken nicht erreichen, sind singulär. — Nun ist 
das allgemeine Vielflach das normale Gebilde, das durch n Ebenen erzeugt wird, unter der Annahme, dass 
nicht mehr als je drei Ebenen sich in einem Punkte schneiden, wobei eich die Maximalzahl der Ecken ergiebt. 
Die singulären Vielflache werden also Schritt für - Schritt dadurch erzeugt werden können, dass durch 

l)-Vei-gI. Eberhard, Morphologie, S. 16. 2) Vergl. Hr. 47. 

3) Vergl. Rauaenberger, Die Blemeiitargeoin. etc., S. 209 ff,, für /"= 5 und G. 

4) Man kann, allerdings zwisoheii den e^ und f, nocii weitere Bedingimgsgleioliungen aufstellen, die die Unter- 
Buchimg der EeaUsierbatkeit des LöBungBsjstema erleichtern (vergl. Catalan a. a. 0. S. 7 ff,); doch reichen auch sie nicht 
hin, die angegebene Methode über ein hloases Prohieren zn erheben, weshalb sie hier übergangen werden. 

6) Es soll nicht unerwähnt bleiben, daes einige Autoren die Polyeder nicht nach der ZaM ihrer Flächen oder Ecken, 
sondern nach der der Kanten aiafgeaählt wissen wollen. So bezeichnet C. Jordan die Einteilung nach der Fläcbenaahl als 
fehlerhaft, weil man dadurch die polar-reziproken Poljeder von einander trenne, (Borchardts Journ., G6. Bd., 1866, 8. 83.) 
Desgl. Breton, Note sur la Classification des poljedres, Compt. rend, t. 61 (1860), S. 722. Bei Breton findet man übrigens 
die Eulersehe Gleichung in interessanter Weise geometrisch interpretiert. Vergl. hierüber Brückner, GeBchichtl. Bemerkungen 
zur Aufzählung der Tielfiacke, Progr. Zwickau, Realgjmn. 1897, S. 5. Vergl. femer Reinhardt, Einleitung in d, Theorie 
d. Polyeder. Progr. Weissen (Füratenachule) 1890, S. 1. 
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70. Ordnung d. Vielflache einer beatimmten Flächenzahl f^ n. 71. Die Kräüzungskanten eines allgem, Vielflaches u. s. w. 81 

bestimmte Bewegungen der Ebenen Ecken des aUgemeinen Vielflaebes zum ZusammenfaUeu gebracht werden. 
Dies ist nur so lange möglieh, als nicht sämthehe Grenzflächen Dreiecke aind, weil alsdann eiii solches 
Zusammenrücken von Ecken ohne Verschwinden von Gfrenzfiächen nicht mehr möglich ist. 

Subtrahiert man imn die zweite Gleichung a) in Nr. 69, nachdem man sie mit 3 multipliziert hat, 

von der zweiten Gleichung b) daselbst, so ergiebt sich: e^-{-^%-\-^%-\ = 21t — 3e. Für die aUgemeinen 

Yielflache ist der Wert von 2ft — 3e gleich Null, für die singulären ergiebt sich ein von Null verschiedener 
Wert p, den man als den Grad der Singularität bezeichnet.^) Das Maximum von p ergiebt sieh für die 

Trigonalpolyeder ans e = -g- + 2 und /c = -x- zu Q = '-^ 6-^) Die Bedeutung von q ist einfach. Es 

entsteht nämheh eine vierkantige Ecke durch Zusammenrücken von 2 dreikantigen, wobei also die Eckenzahl 
des Vielfiaches um 1 abnimmt; eine fünfkantige Ecke entsteht durch Zusammenrücken von 3 dreikantigen 
Ecken, was eine Abnahme der Eckenaabl um 2 ergiebt u. s. w., d. h. es giebt der Grad p der Singularität 
an, wie viel Ecken das singulare Yielflach weniger hat, als das gleichvielflächige allgemeine. - — Eine 
erschöpfende Aufzählung der konvexen w-flache hätte also in aufsteigender Reihenfolge, von den allgemeinen 
Vielflachen (p = 0) ausgehend, die verschiedenen Klassen der singulären nach den wachsenden Werten von 
j) geordnet, zu behandeln. Es soll daher im folgenden gezeigt werden, wie die singulären Vielflache feiw- 
struktiv aus den aUgemeinen abzuleiten sind, nach Erledigung einiger Vorbemerkungen, die auch über den 
Zusammenhang der einzelnen Typen der aUgemeinen n-flache Aufklärung geben. Das Hauptproblem, wie 
diese selbst gefunden werden, kommt alsdann zur Besprechung. 

71. Die Ereuzungskanten eines allgemcmen Vielflaehes. Ableitung der singnlären Vielflache aus 
den allgemeinen. Eine Kante eines allgemeinen Vielflaches heiast KreustmgsJionte^), wenn ihre Endpunkte 
die Ecken zweier Flächen kj und a^ sind, deren Ebenen sieh nur ausserhalb des Vielflaehes schneiden. Aus 
dieser Definition folgt sofort, dass die Kanten der dreieckigen Grenzflächen nicht Kreuzimgskanten sein 
können. Denn die Endpunkte der Kante eines Dreiecks sind Ecken zweier Flächen, welche die Kante 
gemein haben, die von der dritten Ecke des Dreiecks ausgeht; d. h. diese Flächen schneiden sich auf dem 
Vielflache. Von einer Ecke eines allgemeinen Vielflaches geht also wenigstens eine Kreiizungskante aus, da 
in keiner Ecke drei Dreiecke zusammenkommen (ausgenommen ist das Vierflach, das keine Kreuzungs- 
kanten besitzt). Dagegen können von einer Ecke, die keinem Dreiecke angehört, unter Umständen doch 
nur zwei Kreuzungskanten ausgehen, wie z. B. von der Ecke a des Sechsflaches VI^ Tafei II.*) — Es seien 
nun yi und ^^ die Pichen, die eine Kreuzur^skante a bilden imd a, und ß^ die durch deren Endpunkte 
gehenden Ebenen, wobei der Index die Kantenzahl der betr. Fläche angeben soU. Bewegt man nun die 
beiden Ebenen der «; und ß^ stetig im Räume so, dass zunächst die beiden Endpunkte der Kante a zum 
Zusammenfallen kommen und weiterhin die beiden Ebenen einander in einer Kante h schneiden, so ist diese 
Kante h, denen Endpunkte Ecken von 5 und S sind, nunmehr Kreuzimgskante des neuen Vielflaches, das 
von dem uispiunglichcn moiphologisch veisehieden ist. Denn an Stelle von yi, S^, cci, ß^ sind die Flächen 
yi-i, S^ 1, ß 4.1 und ß +1 getreten Ba piel: Tritt an Stelle der Kaute Jc^ des Siebenflaches VII^ (Tafel II) 
die Kante l^ des Siebenflaches TTZ, [ebenda), so nimmt die Kantenzahl von y und S um 1 ab, während 
die von c und ß um 1 wachst, man sagt, das zweite Siebenflach ist aus dem ersten durch Kreumng längs 
der Kante y\S entstanden 

Es iT-st «üich zeigen''), dasi die Ebenen eines allgemeinen Vielflaches stets im Räume stetig so variiert 
werden k nnen dass genau nui eine bestimmte Kreuzungskante a ausgeschieden wird, an deren Stelle eine 
andre Kd,nte h al'^ Kreuzungskante tritt, wobei die vier in Frage kommenden FEcheu die angemerkte mor- 



1) Eherbard, Morphologie, S. 90. 2) Ist n ungerade, so ist das Maximum - — 

S) Eberhard, Morphologie, S. 21. 

4) Die allg-emeinen Sechs- bis Zehnflache der Tafeln H — V werden nach ihrer Flächeazahl mit ( 
Zahlzeichen angeführt nebst einem Indes, welcher die Nummer des Vielflaehes auf der betr. Tafel angiebt. 

5) Eberhard, Morphologie, S. 22—24. 
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82 D. Theorie der Euierschen Vieläaohe. 

phologisclie Andermig erleiden. Daraus scbliesst man weiter: Da eine gestaltliclie Änderung eines allgemeinen 
Vielflaches immer zugleich mit einem Wechsel der Kreuzungskanten verbunden ist, so sind zwei w-flache 
isomorph, wenn sie in den Systemen der Kreuzungskanten Übereinstimmen.'-) A und B seien zwei B-flaehe, 
von denen dies vorausgesetzt werde. Ist («,-, at, E;) eine Ecke Ton Ä, so ist unter deren Kanten mindestens 
eine Kreuzungkante, z. B. e;i|«i. Dann ist aber nach Voraussetzung ßi\ßk Kreuzungskante Yon S, und ßi 
eine durch einen Endpunkt dieser Kante gehende Grenzebene. Also entspricht einer Ecke (ai, «*, K;) von A 
Ttfieder eine Ecke (/S,-, ßf:, ßi) von B, d. h. die beiden Vielflache sind isomorph. 

Unter den w-flacheu ohne dreieckige Grenzflächen sind stets auch Typen vorbanden, deren sämtliche 
3m — 6 Kanten Kreuzungskanten sind*), z.B. das (n — 2)-seitige Prisma. Aus diesen «-flachen (bez. aus 
einem von ihnen) lassen sich dann durch fortlaufende Kreuzung sämtliche Typen des w-flaches ableiten, wobei, 
wenn eine der beiden die Kreuzungskante bildenden Flächen oder beide Vierecke sind, Dreiecke entstehen, 
so dass sich die Zahl der Kreuzungakanten allmählich vermindert, bis deren Minimum erreicht ist, nämlich 
für diejenigen M-flache, welche das mögliche Maximum von Dreiecken besitzen.*) Da eine Ecke nicht mehr 
als einem Dreieck angehören kann, so ergiebt sich für dieses Maximum von Dreiecken der Wert*) — - — , 
und also für das Minimum der Kreuzungskanten eines allgemeinen Vielfiaches 3w — 6 — 3 • — - — 1, 
welche Zahl sich noch um 1 vermindern kann, falls n von der Form 3)' (v ^ 2,B . . .) ist.'') 

Es handelt sieh nun um die Ableitung der Typen der singulären w-flache aus den allgemeinen. 
Unterbricht man den Prozess der Kreuzung längs einer bestimmten Ki-euzungskante eines allgemeinen 
Vieiflaehes in dem Augenblicke, in welchem die oben mit Kj und ßm bezeichneten Flächen sich a^^f dem Viel- 
flache schneiden, so bilden die vier Flächen c, ß, y, 8 eine vierkantige Ecke des neu entstandenen Vielflachea, 
das also singular ist. Im allgemeinen verbleiben bei diesem Prozess die übrigen Kreuzungskanten des 
ursprünglichen allgemeinen Vielflachea auch bei dem singulären als solche bestehen, so lange nicht der 
Prozess Veranlassung zur ßildui^ von Dreiecken gegeben hat.*^) Es ist leicht ersichtlich, wie man, falls 



1) Hierin, liegt die Bedeutung der Kreuzungakanten. Dass von zwei Ijeliebigeu isomotplien. allgemeinen Vielflachen 
das eine durch blosse Lagen Veränderung der Ebenen seiner Grenzflächen (ohne Kreuzung) in das andre ühergeführt werden 
kann, beweist Eberhard, Morphologie, S. Soff, 

2) Dasa nicht sämtliche Kanten eines «-flaches ohne Dreiecke Kreuzungakanten sein müssen, ersieht man z. B. an 
dem Zehnflack X^g,, Tafel V; die gemeinsame Kante der beiden Fünfecke ist keine Krenzungskante. 

3) Beispiel: m = 7 (Tafel 11), Aus dem Prisma VIl^ ergiebt sich 1) durch Kreuzung längs I; das Siebenflach "P7J, , 
2) durch Kreuzung längs h' das Siebenflach "FJ/j. Aus FJ7j ergiebt sich 1) durch Kreuzung längs ifc, das Siebenflach YII^, 
2) durch Kreuzung längs \ das Siehenflach FJl, , womit daa Maximum von Dreiecken erreicht ist und sämtliche Typen des 
Siebenflachea abgeleitet sind. Hierin ist eine erste allgemeine Methode zur Ableitung sämtlicher Typen der Vielflache einer 
bestimmten Zahl n von GrecKfiächea gegeben, die aber für die wirkliche Durchführung von zweifelhaftem Werte ist, da 
daaaelbe «-flach durch Kreuzung aus verschiedenen Typen erhalten wird, wodurch grosse Weitläufigkeit entsteht. 

4) Die Klammer [ ] deutet an, dasa die nächst kleinere ganze Zahl zu nehmen ist. 

5) Man erhält ein »i-flach mit dem Minimum von Kreuzungskanten, wenn man von einem m-flach mit m ^ m — — 

Flächen — - — Ecken dnroh dreiseitige Schnitte abachneidet. W^hlt man aber als m-flach z. B. ein solches mit zwei Drei- 
ecken, m — 4 Vierecken, und zwei («i — l)-ecken (vergl, X,i Tafel IV), so hat man, falls « von der Form S* ist, sämtliche 
Ecken dieses »»-flaches bis auf zwei abzuschneiden, Unterlässt man das Abschneiden zweier solcher Ecken, welche Bndpunkte 
einer Verbindungskante der beiden (m — l)-ecke sind, so gehört diese Kante nicht mit zu dem System der Ereuzungskanten 
des entstehenden «-flaches, wodurch eben die obige Minimalzahl nocbum 1 verringert wird. Beispiel: Für «=^13 ist »»=0. 
Das m-flaoh ist VI^ Tafel IL Die Zahl der Kreuzungskanten der entstehenden Zwölfflacbe — Fig. 3 und 4 Tafel 11 — ist 

nicht zwölf, sondern elf. Für ein bestimmtes n existieren jramer — solcher Typen. Das eine Neunflach ZX, Tafel III 

hat nur acht Erouüungskanten, während die beiden andern Neunflache mit vier Dreiecken, ZX, und iX, , deren neun besitzen. 

6) Selbstverständlich ist dann die Definition der Krenzungskante dahin zu erweitem, dass Äetne der Flächen, welche 
eine Ecke in dem einen Ende der Kante haben, irgend eine der im allgemeinen mehrfach vorhandenen Flächen, zu deren 
Ecken das andre Ende der Kante zählt, auf dem Vielflache schneidet. 
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eine der Kanten der vierkantigen Ecke Kreuzimgstante ist, zur Erzeugung einer fünfkantigen Ecke gelangt. 
Setzt man das Verfahren so lange fort, bis das letzte singulare Vielflach keine Kreuzungskanten mehr 
besitzt, so hat man entweder ein Vielflach nur von Dreiecken begrenzt erhalten, d. h. ein Trigonalpolyeder, 
oder ein Vielfiach, welches mehr als dreikantige Flächen nur noch isoliert besitzen kann (da sonst noch 
Kreuzungskanten als gemeinsame Kanten zweier solchen Flächen aufträten), d, h. rings umgeben von 
Dreiecken. Das erläuterte Verfahren ist die konstruktive Ausführung dessen, was in Nr. 69 kurz als Ver- 
schwindenlassen von Ecken des allgemeinen Vielflaches bezeichnet war; man kann mit demselben Rechte 
von einem Zumverschwindenbringen von Kanten, nämlich der Kreuzungskanten, reden. Als Beispiel sei 
die Ableitung der singulären Sechsflaclie aus den beiden allgemeinen VI^ und VJ^ (Tafel II) angeführt. 
•Aus VI^ entsteht durch Verschwinden der Kante ab das singulare Sechsflach FJj'{p = l), aus diesem durch 
Verschwinden der Kante bc die fönfseitige Pyramide VI/' (p = 2), die keine Kreuzungskanten mehr 
enthält, aber ein isoliertes Fünfeck. Aus VI^ entsteht durch Verschwinden der Kante ab das Sechs- 
flach F/g' (p == 1), aus diesem durch Versehwinden der Kreuz ungskante cd das Sechsflacli VI^" (p = 2) und 
hieraus endlich durch Zusammenrücken da' Ecken e und f das Trigonalpolyeder VI/' (p == 3). (Vergl. die 
Figg. 5 auf Tafel IL) Der in Klammer beigefügte Grad p der Singularität giebt also an, 
wieviel Kreuzungskanten vom allgemeinen Vielflach zum Verschwinden gebracht wurden 
bis das betr. singulare sieh ergab. Es könnte scheinen, als ob im Anschluss an diese 
Methode der Ableitung der singulären Vielflache aus den aligemeinen Schlüsse auf die 
Anzahl jener gezogen werden dürften. Dass diese Erwartung hinfällig ist, ergiebt 
eich aus der Geltung des Satzes: Jedes singulare konvexe Vielflach stelit (im aUgemeinen) 
einen gemmisamm, Grmsfall mehrerer aMomorphen allgemeinen Vielflache dar.^) Es geht 
z. B. das in Fig. 58 gezeichnete Achtflach (p ^ 2) aus den drei allomorphen Typen YIII^, 
VIII^, Vlllg (Tafel 11) durch Versehwinden der je zwei Kanten ft, und k^ hervor. Es lassen sich also 
wohl die singulären Typen honstmkUv aus den allgemeinen ableiten, ein Schluss auf die Anzahl der ableit- 
baren Typen lässt sich aber nicht ziehen. 

72. ruiidainentalkoiistruktion der allgemeinen Vielflache und der Trigonalpolyeder. Nach dem 
bisher Gesagten ist ersichtlich, dass die Konstruktion der möglichen Typen der Vielflache einer bestimmten 
Flächenzahl n zurückgeführt ist auf die der allgemeinen. Da aber aus der Kenntnis der allgemeinen n-flache 
zugleich die der Trigonalpolyeder mit n Ecken folgt, und umgekehrt, weil diese die polar-reziproken Körper 
zu jenen smd, so ist es gleichgültig, welche der beiden Arten von Vielflachen zunächst konitiuktiv abgeleitet 
wird.^) In der That ist das Problem in beiderlei Weise gelöst worden, und es beruht die hjei zunächst zu 
besprechende Lösung darauf, die allgemeinen, bez. die Trigonalpolyeder mit n -\- 1 Fliehen, bez Ecken aus 
denen mit n Flächen, bez. Ecken zu konstruieren. Die dazu nötigen Operationen, die sich m den beiden 
Fällen dual entsprechen (FmidammtalkonstruMionen), sollen erläutert werden, nachdem die folgenden Giundlagen 
für das Verfahren geschaffen sind. Es sei dabei ein allgemeines «-flach durch das Symbol P„, ein »-eckiges 
Trigonalpolyeder mit n„ bezeichnet. Multipliziert man die beiden Gleichungen a) in Nr. 69 mit 6 und 
subtrahiert von jeder der dann erhaltenen Gleichungen die entsprechende der Gleichungen b), so kommt: 

6/"— 2it = 3/'3 + 2/; + /;, — /■j--2/, , 6e — 2i5; = 3e3-f-2e^-f-e6 — e, — SsaH . 

Nun ist för die allgemeinen Vielfla«he 6/ — ■ 2ä = 12, für die Trigonalpolyeder Qe — 2Ä; = 12, also gilt 
für die t 




1) Eberhard Morphologif S 19 

2i Aue den Trigonalpoh cd jrn Us ec suh aicli ihne bcbwiengkeit di'' ubiiften oin^Uren Typen und die illgememen 
derselben EikemaM ableiten indem mau nur das dem irüheren gewiesermaasen dual zugeordnete b-OnatruktionB* erfahren 
einschlägt Wie man dort bensichbarte Fcken ausammenfaUen Iiesa, so vereinigt man hier benachbarte Dieiecke zu mehr 
kantigen Flächen, mdem man ihie Ebenen zusammenfallen läost Die zwei benaclibicten. Dieiecke dürfen dabei nicht m 
Pinei Kante aneinandei grenzen von dei au(li nni ein Enlpunkt ein? diPikantift Ecke des Vielftachs ist Min Pilnlt dann 
eine KlasBifikation der Vielfliche nach, dei Zahl der Fcken 
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für die letzteren: 



D. Theorie der Eulerschen Vielilache, 
3/3 + m +/5 = 13 +/, + 2/8 + . . ., 

Sea + 3ei + es = 12 + e, + 2e8 H . 

Aus diesen Gloichungen folgt :^) 

Ausser dem Tetraeder giebt es kein n mit nur 
dreikantigen Ecken. Drei-, vier- und fünfkantige Ecken 
können nicht gleichzeitig fehlen. Fehlen die drei- und 
vierkantigen Ecken, so hat das 11 wenigstens zwölf 
fünf kantige Ecken. Die IIa zerfallen darnach in 
drei Klassen: Erstens die H^, die auch dreikantige 
Ecken haben; zweitens die IIa, unter deren Ecken 
sich keine dreikantigen, wohl aber vierkantige befinden, 
und drittens dis nü", die weder dreikantige noch 
vierkantige Ecken "besitzen. 

die P„4,i bez, 77„+, aus den P„ bez, JT„ 



Ausser dem Tetraeder giebt es kein P mit nur 
dreiseitigen Grenzflächen. Drei-, vier- und fünfseitige 
FBichen können nicht gleichzeitig fehlen. Fehlen die 
drei- und vierseitigen Flächen, so hat das P wenigstens 
zwölf fünfseitige Flächen, Es werden darnach die P, in 
drei Klassen geteilt: Erstens die P^, unter deren Grenz- 
flächen sich Dreiecke befinden; zweitens die Fü, unter 
deren Grenzflächen sich keine Dreiecke, aber Vierecke 
befinden, und drittens die P„"', die weder Dreiecke 
noch Vierecke besitzen. 

Es werden nun die Methoden abgeleitet, mittels den 
durch gewisse zu erläuternde Operationen zu konstruieren sind. 




denn ' 



a) Sind alle P^, F^', P^" bekannt, so findet man 
aus ihnen die P„'+i> indem man irgend eine, etwa 
von den Flächen L, M, JV{Fig. 59 a) 
gebildete Ecke durch eine Ebene, d. h. 
durch ein Dreieck abschneidet. Waren 
die Flächen L, M, N bez. X-, [i-, 
v-seitig, so werden sie in P„+i bez. 
;i + 1-, /<■ + i-| V + 1-seitig, und das 
erhaltene F^ + i ist sicher ein Pb'+i, 
; mindestens ein Dreieck, nämlich das 
Scbnittdreieck 0.") 

b) Für die Auffindung der P„"+i gilt folgendes. 
Sind zunächst K, L, M, N vier Fachen von P„ in 
der in Fig. 60 a gezeichneten gegen- 
seitigen Lage, so sehneide man P„ durch 
einen vierseitigen Schnitt 0, so dass 
die gemeinsame Kante von L und N 
wegfällt. Waren in P„ die Fachen K, 
L, M, N bez. K-, l-, ii~, v-seitig, so 
sind sie in P^+i bez. x ~\-- 1-, X-, 
ji + 1-, v-seitig. Sind also L und N 
Dreiecke, so bleiben sie bei dieser Operation als solche 
erhalten. An Stelle der Dreiecke K und M dagegen 
treten Vierecke. Daraus ersieht man, dass die Pä'+- 1 
aus folgenden P„ zu konstruieren sind: 




a) Sind alle n^, Hn, IIa" bekannt, so findet man 
aus ihnen die Iln+i, indem man auf irgend ein Drei- 
eck, etwa LMN, des i7« (Fig. 59b) 
ein Tetraeder aufsetzt, so dass das 
entstehende iJ„+i die Ecke erlmlt. 
Waren die Ecken L, M, N bez. X-, 
fi-, v-kantig, SO werden sie in J7„-]-i 

Flg. 6Bb. ^^^_ X + 1-, II + 1-, f +l-kantig, 

und das erhaltene iT„_)-i ist sicher ein Tlä+i, denn es 
besitzt mindestens eine dreikantige Ecke, nämhch die 
Ecke 0, 

b) Es sind nun die J7,"4_i zu finden. Sind K, L, N 
und L, M, N zwei aneinander grenzende Dreiecke 

des JI„ (Fig. 60 b), so schalte man 
sie aus, und setze auf die Kontur 
KLMN die vierseitige Pyramide 
mit der Spitze 0. Waren in 77„ die 
Ecken K, L, M, N bez. k~, X-, fi-, 
v-kantig, so sind sie in IIn-\-\ bez. 
M + 1-, X', jt -j- 1-, v-kantig. Waren 
also L und JV" dreikantig, so bleiben 
sie es auch in i7„^i. Da nun das 
Iln+i keine dreikantigen Ecken enthalten darf, so er- 
., dass mittels dieser zweiten Operation die 




Hü- 



! folgenden iT„ zu konstrßieren sind: 



id TrigonaJpolyeder werden im 
[gekehrt dnrch 



1) Die sich dual entsprechendeu Betrachtungen für die allgemeinen Vielflache 
folgenden in bekannter Weise nehenein ander gestellt. 

2) Dass hei dieser Operation kein P„' i ^ ungefnaden hleiben kann, geht daraus hervor, daHB man 
Verlängemng der Nachbarfläehen irgend einer dreieckigen Grenzfläche eines P„'j.i "her deren Kanten bis z 
Schnitte { — und ein Dreieck muss eu dieser Konstruktion mindestens vorhanden sein, da man sonst kein F^,^ hätte — 
P^ irgend einer der drei Klassen erhält, die sämtlich als bekannt voransgesetat waren. Der entspr. Scliluss gilt füi 
Erzeugung der n,^^i aus den 71^^. 
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iben sich 



72 FußdamentaJkonstnittioii der aJJg« 

ß) aus allen P^' und P^" durch Abschneiden der 
Kanten; ^) aus den P^ mit einem einzigen Dreieck K 
durch Abschneiden einer von dessen Ecken ausgehen- 
den Kante; y) aus den P„' mit zwei Dreiecken in 
der gegenseitigen Lage K und M der Fig. 60a durch 
Abschneiden der Kreuzungskante L\N. 

c) Es sind schliesslich noch die P^+i zu kon- 
struieren. Ea seien J, K, L, M, N fünf Flächen von 
P„ in der durch Fig.61agekeiin- 
zeichneten Lage. Man schneide 
von P„ durch eine Ebene mittels 
eines fttnfseitigen Schnittes die 
drei Ecken (JEN), (KNL) und 
(LMN) ab. Waren in P„ die 
Flächen J, K, L, M, N bez. i-, 
x-f A-, fi-, v-seitig, so sind sie in P„. 
»-, X-, (i + 1-, V — 1-soitig. Die P„"+: 
also «) aus allen P„"' durch Abschneiden von drei 
auf einander folgenden Ecken (JKN), {KNL\ (LMN') 
einer Fläche JV, wenn diese mindestens sechsseitig 
ist. ß) Aus gewissen P«' in derselben Weise, wenn 
(mit Rücksicht auf Fig. 61a) JTwen^tena sechsseitig, 
tT" und M vierseitig, alle andern Flächen von P„ aber 
mindestens fünfseitig sind. 
Dieser Fall tritt zum ersten 
Male bei einem PH auf. 
Sind (Fig. 62) die Flächen 
J, K, L, M, N vollständig 
gezeichnet, so ergiebt sich 
sofort, dass die Flächen « 
und ß keine Kante gemein- 
sam haben können, weil 
sonst y ein Viereck würde. 
Dasselbe gilt von y und ä, 
bez. d und ß, weil sonst «. 
Es sind also a, ß, y, $, s (mindestens) Fünfecke, und 
durch ein weiteres Fünfeck wird das Vielflach ge- 
schlossen. Man erhält ein Pä und aus diesem durch 
den schraffierten Schnitt d^ einzige P/j', 
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k) aus allen nä und 11^"; ß) aus den J7j mit 
einer einzigen dreikantigen Ecke K; y) aus den IIa 
mit zwei dreikantigen Ecken in der gegenseitigen 
Lage K und M der Fig. 60b, denn nach dem Ge- 
sagten verschwinden in den Fällen ß) und y) diese 
dreikantigen Ecken und das entstehende JI^+i. ist in 
der That ein /J^Vi-') 

c) Es folgt endlich die Konstmktion der J7^+i. 
Es seien JKN, KNL, LNM drei Dreiecke eines 2T„ 
in der in Fig. ölb gezeichneten 
Lage. Man schalte diese drei 
Dreiecke aus dem jr„ aus und 
setze auf die Kontur JKLMN 
eine fünfseitige Pyramide mit 
der Spitze 0. Waren in 77„ die 
Ecken J, K, L, M, N bez. t-, 
X-, X-, (i-, v-kantig, so werden 
sie in J7„_|_i bez. i -j- 1-, m-, ^-, 

fi+l-, v~l-kantig, d. h. die Ecke A" hat in J7„+i 
eine Kante weniger wie in IT„. Man ersieht dann 
leicht, dass für die Konstruktion der II^'+i zwei Mög- 
lichkeiten vorhanden sind; sie ergeben sich nämlich: 
«) aus allen Jlä' durch Ersetzung von dcei wie in 
Fig. ölb aneinander stosaenden Dreiecken durch die 
betreffende fünfseitige Pyramide, wenn die gemeinsame 
Ecke JV der drei Dreiecke mindestens sechskantig ist 
(fünfkantig darf N nicht sein, weil das neu ent- 
stehende Trigonalpolyeder sonst eine vierkantige Ecke 
enthielt, d. b. ein JJjJ'+i wäre); ß) aus gewissen P^' 
durch dieselbe Operation, wenn N wenigstens sechs- 
kantig, J" und M zwei vierkantige Ecken, alle andern 
Ecken von ü^ aber mindestens fünfkantig sind. Auch 
ist die Operation an den 11^,' nur für diese vierkantigen 
Ecken durchzuführen, nicht anderswo, da gerade die 
vierkantigen Ecken zum Verschwinden zu bringen sind, 
damit ein J7^'4-i entstehe. Schon Oayley bemerkte, 
dass diese dritte Opei'ation zuerst auf JIn anzuwenden 
ist, für die Herateilung der Iln aus den TTio aber die 
beiden ersten Opei'ationen vollkommen genügen. 



Aus dem Gesagten fo^ nun: Da man jedes P„+i bez. /r„+i durch eine der drei Operationen aus 
mindestens einem der P„ bez. n„ erhalten kann, so laesen sieh Schritt für Schritt durch die beschriebenen 
Fundamentalkonstruktionen alle P„ und JT„ aus dem Tetraeder P4 ^ 22^ ableiten.^) Es hat diese Methode 




. t Vierecke ■ 



1) Natörlioh ist bei diesen JT^' die Operation wwr an den dreikantigen Ecken aussuführen, da Ja diese vereobwinden 
aollen, bei den 71^" und U.^" aber an jedem Dreieekapaare, Das Gleiche gut für die entaprechende Operation an den P^. 

2) Möbius, Werke, Bd, II, S. 530, und Eberba" 
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86 I), Theorie der Eulerechen Vieliiache, 

den Vorteil, dass nicht leicht ein mögliches Vielflach übersehen wird, aber den Nachteil, daas zur Anffijidnng 
der Vieliiache der Mächenzahl n die Kenntnis der (n — l)-flache erforderlieh ist. Zudem gestattet die 
Methode nicht, aus der Anzahl der P„ Schlüsse auf die Anzahl der JP„_|_i zu ziehen, und zwar aus dem 
Grunde, weil derselbe Typus der Pn+i sicli mittels Konstruktion aus Terschiedenen allomorphen Typen der 
P„ ej^ieht.^) Z, B. wird das Neunfiach /X^p^ Tafel III sowohl aus dem Achtflach VIII^^ als auch aus dem 
Achtflach VIII^ Tafel II mittels der daselbst punktiert gezeichneten dreiseitigen Schnitte erhalten. 

Auf den Tafeln 11 bis V findet man sämtliche Typen der allgemeinen Sechs- hia Zehnflache gezeichnet.^) 
Solche Vielflache, die hi der Anzahl der f; übereinstimmen und sieh nur durch deren Anordnung unter- 
scheiden (allomorphe Typen), sind unter derselben Nummer und mit fortlaufendem Index geführt. Es giebt 
darnach 2 Seehsflachcj 5 Siebenilache, 14 Achtflaehe, 50 Neunflache und 233 Zehnfiache^) mit nur drei- 
kantigen Ecken. 

73. Die Staramfläehen eines allgenieiften Vielflaehes. Andere Konstruktion der allgemeinen Vielflache. 
Ehe wir eine historische Zusammenstellung der übrigen Methoden geben, die ihren Ausgang von den funda- 
mentalen Gleichungen zwischen den Begrenzungsstücken nehmen, um die Formen der allgemeinen und singu- 
^ren Eulerachen Vielflache (namentlich solche besonderen Charakters) zu finden, woUen wir in den beiden 
folgenden Nummern*) die Zusammensetzung eines allgemeinen Vielflachs ans seinen Einzelflächen etwas 
eingehender studieren, um einerseits eine weitere Konstruktion der allgemeinen w-flache, die von der der 
(n — l)-flaGhe unabhängig ist, au begründen und um andrerseits eine Klassifikation der aUgemeinen Vielflache, 
die von der Art des Zusammenhangs der Einzelflächen unter einander abhängig ist, zu stände zu bringen. 

Die im folgenden gewählten Bezeichnungen sind diese: Es bedeute («i); ein »-eck, dessen Fläche in 
der Ebene a^ Hegt; ein in ( ) gefügter Buchstabe ohne Index, z. B. (p), gebe zugleich die Benennung ujid die 
Kantenzahl p einer Grenzfläche des Vielflachs an. Haben zwei Flächen {p) und ((/) eine Kante gemein, so 
sagt man, sie seitsii sich, und schreibt (p)\{«i). Eine Scheitelkante zweier Flächen ist eine solche, welche 
zwei von deren Ecken verbindet, ohne Kante einer der beiden Flächen zu sein. Haben die B'lächen (p) 
und (q) m Scheitelkanten, so werde dies durch (p) — (q) bezeichnet. Seiten sich die beiden Flächen ausserdem, 
so aei dies symbolisch durch (p)\—{q) auagedrückt. ^) Es heiase nun ein System gestaltlich unabhär^iger 
Grenzflächen eines gegebenen Vielflaehs*) ein honstiMierendes System oder ein Stammsystem''), wenn durch 
die Anzahl, die Form und den gegenseitigen Znsammenhang seiner Elemente der morphologische Charakter 
des Vielfiaches vollkommen und unzweideutig bestimmt ist. Man veranschauliche sich dies so: das gegebene 
Vielflach liege fest im ßanme; entfernt man alle die Flächen (Kanten und Ecken), die nicht zu dem Stamm- 
System gehören, so muss die Wieder eiufügung dieser Elemente eindeutig möglich sein.^) Damach ist ein 
Flächenaystem dann und nur dann ein Stammsystem eines Vielflaches, wenn erstens von den drei Beatimmiings- 
flächen einer Ecke mindestens eine dem Flächensystem angehört, und wenn zweitens in jeder Fläche des 
mindestens eine Ecke liegt, durch die keine zweite Systemfläche geht. Denn wären (p), (0, (r) 



1) „Die Mehrdeutigkeit in der Reduktion eines Polyeders auf eine Fundamentalkortstruttion bildet das wesentlichste 
Hindernis für die Ausföirung des an sieh naheliegenden Gfedankens, von den Füudamentalkonattuktionen aus die S3^teniati- 
sierung der verschiedenen Polyedertjpen zu verauchea." Eberhard, Morphologie, S. 19, 

2) Eine tabellarische tJberaioht findet sich in des Verf. Programm: Geschichtliche Bemerkungen zur Aufzählung der 
Vielflache, Zwickau 1897, S. lOfi', Vergl. die Bemerkung 23} daaelbet. Veigl, femerr 0, Hermes, Verzeichnis der einfachsten 
Vielflache, Progr. d, Kölln. ffjmn., Berlin 1896. 

3) Die Vielflache der Tafeln sind nach der Methode der Fundamentalkonstruktionen aus einander abgeleitet. Yergl, 
die folgenden historischeu Bemerkungen. Für die Zehnfiache 71a — 71f (Tafel V) ist f, =1, f^ = 4, f^ = 2, /; ^ 3, /; =• 1, 
Bin diesen allomorphes Zohnflaoh, 71g, das bei der ersten Ableitung der Vielflache vom Verf. übersehen wurde 
(Herr Prof. Hermes machte darauf aufmerksam), findet sich in Fig. 6 Tafel H gezeicknet. 

4) Im AnschluBB an Eberhard, Morphologie, S, 29 — 46. 

5) Die symbolische Bezeichnung ist hier für den besonderen Zweck etwas einfacher als in Eberhards Morphologie 
gewählt. Der Ausdruck seiteii, den wir beibehalten, wäre vielleicht passender durch kanten zu ersetzen, 

6) Es sind hier immer nur allgemeice verstanden. 7) Eberhard, Morphologie, 8. 29, 
8) Man beachte hierzu das später angeführte Beispiel, 
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Die Stammfliielieii einea allgemeinen Vielflaches. Andere Kojistruktion der allgemeinen Vielflache. 87 



drei eine Ecke bildende Flächen^ Ton denen keine dem Stammsjatem angehörte, so konnte man diese Ecke 
durck einen dreiseitigen Scimitt entfernen nnd die Flächen (j?), (q), [r) also TSrändern, ohne das Stamm- 
system zu verletzen; dieses bestimmte aber dann dag Vieiflaeb nicht eindentig, wäre also kein Stammaystem, 
Hiermit ist die erste Behauptung bewiesen. Ginge aber zweitens durch jede Eeke der Fläche (pj, die 
dem Stammsystem angehört, noch eine zweite Fläche des Stammsystems, so könnte man (j>) aus dem System 
entfernen, ohne die Eindeutigkeit der Beatimmnng des Vielflaehes aufzuheben, d. h. (p) wäre überflüssig. 
Damit ist der zweite Teil des Satzes als richtig erkannt. — ■ Dasselbe Vielflach kann selbstyerständlich durch 
verschiedene Stammsysteme bestimmt sein. Z. B. besitzt das Siebenflaeh VII^ (Tafel 11) fünf morphologisch 
verschiedene Stammsyateme, nämhch die drei dreiflächigen Systeme Kj, K4, k,; Kj, a^, tc^; a^, a^, «g und die 
beiden vierflächigen Systeme Og, «^, «5, «, und a^, a^, a^, «,. 

Es ist nicht schwer, auf Grund der Definition eine aUgemeine Regel zu bilden, nach der man 
sämtliche Stammsyateme eines gegebenen Vielflaehes ableitet.^) Wichtiger ist das andere Problem, in 
allgemeiner Form alle diejenigen Flächensysteme eines w-flaches, von den einfacheren zu den komplizierteren 
Systemen fortschreitend, abzuleiten, die als Stammsyateme der verschiedenen Typen des s^-flaches auftreten 
können. Hat man nämhch alie mögliehen Stammsysteme des w-flacha gefunden, so haben sieh gleichzeitig 
dessen sämtliche Typen ergeben; allerdings übertriiFt die Zahl der hierzu abgeleiteten Stammsysteme die 
Zahl der Typen beträchtlich, da jedem Typus, wie oben erläutert, mehrere Stammsysteme zugehören. Dies 
ist der NachteÜ dieser Methode der Ableitung der ti-flache, die aber insofern von Bedeutung ist, als sie 
deren Kemitnis vermittelt, ohne die Bekanntschaft mit den Typen der (n — l)-fiache vorauszusetzen. Die 
faktische Ausführung des G-edankens wird freilich an der Umständlichkeit des Verfahrens scheitern, das, 
um seine Durchführbarkeit zu zeigen, von Eberhard a. a. 0.^ nur zur Bestimmung der Typen der Sieben- 
flache verwandt wurde. Man findet im folgenden die allgemeine Theorie für die zwei- nnd dreiflächigen 
Stammsysteme des w-flaches durchgeführt imd an Beispielen erläutert. Für die Bestimmung der mehrflächigen 
Stammsysteme ist das allgemeine Verfahren angedeutet. 

Besteht das System nur aus zwei Flachen (p) und (g), so sind zwei Fälle möglich: entweder selten 
sich (p) und (g), oder sie thnn es nicht. Im zweiten Falle ist p-{-q, d. h. die Summe der Ecken beider Flächen 
identisch mit der Zahl aller Ecken des w-flaches, also j) -J- g = 2« — 4, oder da (p) und (q) vertauschbar 
sind, p = 2 = n — 2. Im ersten Falle (p) \ (q) ist p -^ q = 2n — 2, da die zwei Flächen zwei Ecken 
gemeinsam haben, und aus demselben Grunde wie vorher: p = 3 = « — 1, Beispiel: Für « = 10 ergeben 
sich die beiden Typen X„ (Tafel V) und X^, (Tafel IV). 

Soll das Stammsystem des w-flaches aus drei Flächen (p), (2), (**) bestehen, so sind für deren gegen- 
seitige Lage bereits fünf FäUe zu unterscheiden: a) Die drei Flächen liegen isoliert, d. h. Seiten sieh nicht, 
b) Zwei Ilächen {p) und (g) selten sich; die dritte (r) liegt isoliert, c) Eine Fläche, etwa (p), seitet sich 
mit jeder der beiden andern, d) Jede der drei Flächen seitet sich mit jedei' der beiden andern, e) Die 
drei Flächen haben eine Ecke gemein. 

a) Der Zusammenhang der drei sich nicht seitenden Flächen sei gegeben durch die Symbole; 

(rt^ö), (9)tW- «-(ri. 

worin die Anzahlen x, y, z der Scheitelkanten zu bestimmende Unbekamite sind. Es gilt dann, da die 
drei Flächen keine Ecke gemein haben, die Gleichung; p -{- 5 + r = 2w — 4. Von (p) gehen im ganzen 
x-\-s Kanten aus, i^mlich von jeder Eeke eine, also ist x-\-s=p. Ebenso findet man x-\-y=^q, y-\-s = r, 
und aus diesen Gleichungen ergiebt sich für die Unbekannten: 2x =p -\- q — r, 2y = — P -{- i -{- ^i 
2s =p — 3 -f- *■- Beispiel: Ist n = 10, so ist p -\- q -\- r = 16. Es werde noch, da die drei Flächen 
gleichwertig sind, p'^q'^r vorausgesetzt. Es sind dann für^, q, r alle zulässigen Lösungen ihrer Gleichung 
zu nehmen, derart, dass die Summe zweier der Grössen immer grösser ist als die dritte allein, damit die 
Werte fiir x, y, s grösser als Null werden, weil doch zwischen den drei Flächen sicher Seheitelkauten 
existieren müssen. Als mögliche Lösungen erscheinen dann: 



I) Eberhard, Morphologie, S, 32, 2) Ebenda, S. 35 ff. 
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vorausgesetzt werden. 

p^Q, 2 = 4 

p = 5, 5 = 5, 
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p = 7, $ = 6, r = a, und damit x = 5, ;/ = 1, ^ = 2, Fig. 70| 

a ,' / / o ^ üi Tafel y. 

j) = 6, 5" = ij, r = 4, „ „ ,■*; = 4, j/ = 2, ^ = 2, „ 81 

p = 6, 2 = 5, r = 5, „ „ x = ?>, »/ = 2, ^ = 3, „ 82) 

b) Hier sei {q}-^{p), (ci)^(r), (2)"(jp), (f)—(p), wo also die ^ Scheitelkaiiten toh (q) und (r) die 
a;^ von den x^ Scheitelkanten von (p) und (g) trennen. (Vergl. Fig. 7 Tafel 11.) Es ist dann p-{-q~\~r=2n—2, 
p =^2 -\~ Xj^ -j- x^ -j- e, q = 2 -j- Xj -j- x^ -^ ij , r = y-^g. Daraus folgt: 2(x^ -\- x^) ==^ p -\- q — r — 4, 

's =p — 2 + »*, 2y ^ ^ p -^ q ~\- r. Beispiel: Ist w = 8, so ist ^ -j- S + '' = 14) u^d es kann p'^q 
mögliclien Lösungen sind dann: 

r = 3j und damit x^ = 1, a^ = 1, y = 1, 5 = 2, yiH^ \ 
»■ = 4, „ „ 3;i = l, :Cg = 0, »/=1, Ä^ = 3, F/J/jo 
)- = 4, „ „ % = 1, 3;2 = 0, ?/ = 2, .s = 2, F/J^lTafelll. 
p = 6, 3 = 3, r = 5, „ „ 3:^ = 0, x^ = 0, y=l, .s = 4, VIIlA 
^ = 5, <^ = 4, r = .ö, „ „ a:, = 0, ^2 = 0, y = 2, « = 3, VIIlJ 

c) Der Zusammenhang der drei Flächen sei in diesem Falle bestimmt durch (g) | — (ß), (g) — (r\ 
iSh^iß), Wlv(^)> Wx(^)- (Vergl. Fig.8 Tafel II.) Es {^^ p ^ q + r = 2n, p = A + x^-\-x^ + ^-\-s^, 
q-\-2-\'X^-\'X^-\--y, r = 2 -\- s^-\- s^-\- y , und daraus folgt: ^{xi-\-x^'=p-\~q — r — 4, 2«/ = — p^q-{-T, 
2(z^-{-2^=p — q-\-^ — 4. Beispiel: Es sollen die möglichen Neunflache abgeleitet werden, für die 
j) -f- 2 + »* ■= 18 ist. Hier sind aber die drei Flächen nicht gleichwertig, insofern (p) eine Äusnahme- 
stellung einnimmt. Dagegen kann man unbeschadet der Allgemeinheit q'^r setzen. Es ergeben sich dann 
folgende Lösungen {sämtliche Neunflache befinden sich auf Tafel III): 

«) i' = 8, 2 = 7, r = 3, Xi_-\- x^ = A, i/ = 1, ^i-\- 0^ = 0, und zwar: a^j = 4, ic^ = 0, Fig. 13; 
x^ = 3, a^s, = 1, Fig. 4^; x^ =2, x^ = 2, Fig. 4'^. 

/3) ^ = 8, q'=Q, r = 4, a^ -|- a;^ = 3, y =' 1, 0^ -\- 0^ = 1 und zwar: a^^ = 3, x^ = 0, ?^ = 1, 
^3 = 0, Fig. 14; a^i = 3, a;2 = 0, Sj = 0, «^ = 1, Fig. lö''; ic^ = 2, a^^ = 1, .^^ = 1, ^^ = *>> Fig. 5"; 
:ci = 2, 3^3 = 1, 5i = 0, 5g = 1, Fig 5». 

y) p = 8, 2 = 5, r == 5, a;^ + *3 ^ 2, y = 1, g^-\- ^^ = 2. Man erhält die fünf Lösungen: 
x^ = 2, aig = 0, z^ = 2, 5a == 0, Fig. 15"; x^ = 2, a;^ = 0, ä, = 1, 5g = 1, spiegelbildlich isomorph mit 
Fig. 6; x^ = 2, x^ = 0, s^ = 0, 5^ = 2, Fig. 16; x^ = 1, x^ = 1, s^ = 2, Sg = 0, Fig 6; x^ = 1, a;^ = 1, 
«, = 1, 5j = 1, Fig 1. 

ä) p^l, 2 =' 7, »■ = 4, a;^ + a^j = 3, J/ = 2, «■^ + 53 ^ 0. Es ergeben sich nur die beiden 
Lösungen; «j = 3, aij = 0, Fig. 24 und a;^ = 2, ic^ = 1, Fig. 17'=, 

s)p = l, q = Q, r=^5, x^-{-x^ = 2, y^2, s^^-\-s^ = l. Es sind drei Lösungen möghch: 
a^ = 2, ir3 = 0, 5i = 1, 5s = 0, Fig 18''; x^ = 2, a^g = 0, 5^ = 0, s^ = 1. Fig. 19= und a:i = l, x^ = l, 
5, = 1, 5ä = 0, Fig. 10". 

£) ^ = 6, q == T, )■ = 5, iCj -(- a^g ^ 2, ^ = 3, Si -\~ S-2 ^ ^- ^^^ findet zwei Lösungen: x^ = 2, 
a^ ^ 0, Fig. 25" und a;^ = a^ = 1, Fig. 19'. 

V) p = &, q = Q,r = 6, a^i + a^a = 1, »/ = 3, 5^ + 2^ = 1- "^^^ ^war: a:, = 1, a;^ = 0, 5, = 1, 
5g '^ 0, Fig. 21 und a;^ = 1, x^^O, 5i ^= 0, 5^ == 1, Fig. 22''. Als letzte zulässige Lösung der Grund- 
gleichung findet man schliesslich: 

&') p = 6, q = 1, r = 6, x^ -{- x^ = 1, y = i, s^ + Sj = 0, woraus sich für a:^ '= 1, x^ ^ das 
einzige Neunflach Fig. 25* ergiebt. Durch die so bestimmten 22 dreiflächigen Stammsjsteme haben sich 
also 21 allomorphe Typen der Neunflache von dem vorauageaetzten Zusammenhange der drei Stamraflächen 
ergeben. In den Fallen, wo p < 2 ist, hat man das erhaltene Vielflach auf die Fläche (2) zu projizieren, 
um die auf der Tafel gezeichnete Ansicht zu erhalten. 
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d) Es werde ferner zwiechen den drei Flächen des Stammsystems der ZusammeiLliaiig durch die 
Symbole festgesetzt: {q)\—(jp), (s) |-^('-), iq)^(r), (9)— 0), {r)\-^(jp), ir)—(p). (Vergl. Kg. 9 Tafel H.) 
Es gilt dann die Gleichung; p -\- q -\- r ^^ 2n -\- 2, denn die Eckensmnme p -\- ^ -\- r enthält von den 
2w — 4 Ecken des Vielflaehes die sechs gemeinsamen Ecken der drei Pichen doppelt gezählt. Weiter ist: 
^ = 4 -f- a'i + «3 + '^1 + ■^s ■ 3 = ^ + *i + ^2 + J/j; + J'2 7 '' = 4 + J/i + J/s + ■^i + ■^s iß*^ daraus ergebrai 
sich die Werte: 2(3;^ + ^)=i' + 9 — ^ — 4, 2(t/^ + 3/a) = — P + 9 + '' — 4, 2(äj -\- s^) = p — q ~j- r ^ i. 
Beispiel: Es sei w = 8, also p -\- q-\- r = l?i. Man kann Yorauesetzen, dass p'^q'^r sei und )"^5, 
weil für r^A die Fläche (r) alle Ecken mit (p) und (g) gemein hätte, also in dem System der Stamm- 
flächen überflüssig wäre. Als Lösungen ergeben sich dann: a) p = 7, 9=6, r = 6; sowohl x^ = 2, 
^a = ;/i = J/s = 0, 0^ = 1, .S3 = als auch X^ = 1, ^2 '^ Ij J/i = J/ä = 0, ^^ = 1, ^^^ ^ '-' e^gieht das 
Achtaach rill^. ß) p = q^r = G. Man erhält für ar^ = y^ = ^^ = 1 , a^^ = J/a = Sj = das Achtflach YIII^ ; 
für :Ki ^ j/j = 0j = 1, a^j = J/i = «1 = 0, ebenso wie für Xi = y^^ Sj^^ 1, a;^ ^ j/, = ä^j = daa Acht- 
:flach KZT/g. 

e) Haben schliesslich (^), (j) und (r) eine Ecke gemein, so möge der Zueammenhang der drei 
Flächen mit dem im vorigen Falle übereinstimmen (vergl. Fig. 10 Tafel IE), nur ist jetzt x^^^^^^ ^2 
identisch Null, und die Gleichungen selbst werden andere, weil die allen drei Flächen gemeinsame Ecke 
dreifach, die drei andern Ecken der gemeinsamen Kanten aber wieder nur doppelt gezählt sind, d. h. es ist 
hier: p-\-(q — 2) + (»■ — 3)^2b — 4 oder p-\-q-\-r=2n-\-l. Dazu kommen die Gleichungen p^ 3 -|-a;-|-^j 
q^5 -}- X -\~ y, r = 3 + j/+«, die durch Auflösung 2x ^ p -i- q — r — 3, 2»/ = — p -\- q -]- r ■ — 3, 
2s ^ p — q-\- y — 3 ergeben. Beispiel: Ist n = 9, also p -\- q'\- r = 19, so ergeben sich, da man wegen 
der Gleiehwei-tigkeit der drei Fachen p^q^r voraussetzen kann, die folgenden vier Stammsysteme der 
angemerkten vier Keunflache {Tafel III): p ^ 8, g=7, r^4, x^i, «/^=0, s^l, Fig. 13; jj^ S, Q = 6, 
r = b, x = b, y = 0, = 2, Fig. 15^; p = 7, g = 7, »- = 0, ii: = 3, )/= 1, .s= 1, Fig. 7'';y = 7, 2 = 6, 
r = 6, 3; = 2, 1/ = 1, .s = 2, Fig. 9^ 

Hiermit sind die dreiflächigen Stammsysteme des «-flaches erledigt und es ist zu den vier- und 
mehrfläcbigen Systemen fortzuschreiten. Zu deren Bestimmung ist der folgende Weg einzuschlagen, der in 
grösster Allgemeinheit kurz angedeutet sei. Sind (p), (g), (r), (s), ... die Stammfläcben, unter denen A sich 
seitende Flächenpaare vorkommen, d. h. existieren auf dem w-flach 2. Kanten, in denen sich Stammflächen 
selten, und ist fi die Anzahl der Ecken, in denen drei Stammflächen zusammentreffen, so ist die Beziehung 
zwischen den Grössen p, q, r, s, , . . gegeben in p -{- q -\- r -\- s -\- ■ ■ ■ = 2n ■ — 4 -)~ 2A — (t. Es sind 
dann ferner, wie bisher, alle möglichen Zusammenhangsweisen der Stammflächen der Reihe nach, festzusetzen, 
die Werte p, q, r, s, . . . durch die Zahlen der Scbeitelkanten auszudrücken und aus den betr. Gleichungen 
alsdann die zulässigen Werte für die Anzahl der Scheitelkanten zu berechnen. Diese Werte in Verbindui^ 
mit der oben hingeschriebenen Gleichung ergeben die möglichen w-flache durch ihre Stammaysteme. ^) 

74. Die Scheitelfläctensysteme eines allgemeinen Vielflaches. Einteilung der Vielflache in drei 
Klassen. Einen weiteren Einblick in die gestaltliche Beschaffenheit der allgemeinen Vielflache erhält man 
durch die folgenden Betrachtungen, die in entferntem Zusammenhange mit denen der vorigen Nummer stehen. 

Konstruiert man zu einer Fläche t% eines Vielflaches sämtliche Scheitelfiächen, zu jeder derselben 
wieder sämtliche Scheitelfiächen u. s. w,, so nennt man das schliesshch erhaltene System von Flächen ein 
Scheitelfläekemystem des Vielilaches. Sind «^ und a^ zwei Fachen eines Vielflaches, die eine Kante gemein 
haben, so sind sämtliche an «g grenzende Flächen Scheitelflächen von cc^, wenn a^ von ungerader Kantenzahl 
(uf^aar) ist. Denn geht man von et, aus zur Bestimmung seiner Scheitelflächen in bestimmtem Sinne um 
a^ herum, so ergiebt sich zunächst die 2*^, 4'", 6'" . . . an <x^ grenzende Fläche und schliesslich als letzte 
Fläche die, welche mit «j und cc^ eine Ecke bildet; von hier aus weitergehend ergiebt sich die 1'^, 3", 5'^ . . . 
Fläche, bis man wieder nach r^, als mittelbarer Scheitelfläche zu sich selbst, zurückkehrt. Ist dagegen «g 

1) Weitere Bemerkungen über den Wert der Metiiode der Stanunflätlieii zur Auffindung der w-flache yergl. in dem. 
zitierten Progr, d. Verf. S. X5. 
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von gerader Kantenzahl (jmir), so sind die an a^ grenzenden Flächen nur abwechsetnä Scheitelfläclien von «^ , 
weil dieses selion nacli einmaligem Umlauf um «^ Sclieitelfläclie zu sicli selbst wird. Diese Bemerkungen 
dienen zum Beweise des Satzes: Konstruiert man zu einer Fläche a^ aUe Sckeitelfläclmh (unmülelbare und 
mittelha/re) , so ist unter diesen mindestens auch eine der drei Fläehm aj,a^,ßi einer heliehigert Ecke E, Man 
bestimme auf dem Vielflach zwischen «[ und einer der drei die Ecke E bildenden Flächen, z. B. txi, eine 
Reihe Flächen a^, «j, ff^ - - -, von denen jede folgende mit der vorhergehenden eine Kante gemein bat. Eine 
der Flächen, weiche die Kante a* | öia+i in ihren Endpunkten begrenzeUj heisse /3/,. Es ist nun mindestens 
eine der Flächen a^ und ß^ mittelbare Seheitelfläche von a■^. Ebenso ist aber wenigstens eine der Flächen a^ 
und ß^ Scheitelfläche zu ß^. Es ist also sicher eine der drei Flächen a^, ß^, a^, die eine Ecke bilden, 
mittelbare Scheitelfläche von <%. Indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man schKesslich zu den 
drei Flächen oa, u^, ß^, welche die Ecke E bilden, von denen somit wenigstens eine auch Seheitelfläche 
von Kj ist. 

Liegen an einer Ecke eines Vielfiaches zwei Flächen, die zu verschiedenen Scheitelfiächensystemen 
gehören, so gilt dies für jede Ecke des Vielflaches. Denn die Flächen c, und k^ einer Ecke, welche ver- 
schiedenen Systemen angehören, können nicht dieselbe F^che «j einer andern Ecke zur Seheitelfläche haben, 
weil sonst durch «a auch a^ Seheitelfläche zu «^ würde; d. h. zu a^ gehört an jener Ecke eine andre 
F^che als Scheitelfläche. Hieraus folgt: Gehören an einer beliebigen Ecke die drei Flächen zu 1, 2 oder 
3 Scheitelflächensystemen, so geht durch jede Ecke des Vielüaches je eine FEche der drei Systeme. Dass 
es Vielflache mit 1, 2 oder 3 Systemen giebt, lehren das Vierflach (hier gehören alte Flächen zu einem 
System), das Fünfflach (zwei Systeme) und der Würfel (drei Systeme). Ma/n teüt äemgemäss die Vidflache 
im drei Klassen: Die w-flache A^ mit einem Scheitelflächensystera 2^^, die n-flache A^ mit zwei Scheitel- 
fläehensystemen £^, S^ und die w-flache A^ mit drei Scheit^lflächensystemen .ZTj, 27^, S^. Zunächst sind 
nun die folgenden Satze zu beweisen. Sat ein Vidfiach ein Scheildflächensf/stem E^, das nidit sämtliche 
Flächen des Vielflaches in sich fasst, sondern an jeder Ecke .eine, so sind die ausserhalb desse^n befindlichen 
Flächen alle von gerader Kantensahl. Es sei k,- eine der nicht zu 27^ gehörenden Flächen und E eine ihrer 
Ecken. In E hegt sicher eine Fliehe des Systems 27^, etwa cj. Wäre aber «,■ von ungerader Kanten- 
zahl, so würde jede Grenzfläche von «; nach früherem Scheitelfläche von ctk sein, d. h,, in E lägen zwei 
Flächen des Systems 2?i, was gegen die Voraussetzung ist. 

Enthält das System S^ eine Fläche a,,, ^on ungerader Ka/ntenzaM, so büden sämtliche ijbrigen Flächen 
gerader KoMtensahl nur ein zweites System U^- Denn sämtliche Greuzffilchen von ci„, sind Scbeitelflächen von 
einander, d. h. je zwei Flächen derselben Ecke gehören au demselben System, eben zu 2^. 

Enthält 2^1 nur Flächen gerade Kantensahl, so büden die übrigen Flächen gerader KantenmM zwei 
Systeme 27g und 273. Zum Beweise schneide man aus dem Vielflache alle zu 27j gehörenden m Flächen aus; 
dann entsteht eine mehrfach zusammenhängende, m-fach berandete Fläche aus Vielecken gerader Kantenzahl, 
die ausser Randecken keine Ecken mehr enthält. Bezeichnet man irgend ein Vieleck der Fläche mit a, 
alle Nachbarvielecke mit b, die Nachbar vi elecke von b wieder mit a und so fort, so werden je zwei Vielecke 
a und b durch eine Kante von Rand au Rand getrennt. Alle Flächen a bilden eui Scheitelflächensystem 27^, 
die Flächen i ein System 27^, denn keine Fläche b kann Scheitelfläche einer Fläche a sein, weil jedes a nur 
wieder a zu Scheit elflächeu hat, da die m linder, die durch Ausschneiden der Zl-^ angehörenden Flächen 
entstanden sind, nach Voraussetzung nur von gerader Kantenzahl sind. 

Enthält das System 27j i}yend zwei sich seitende Flächen ungerader KamtensoM, so gehören sämüiche 
Flachen des Vielfiaches zu diesem einen System 27[. Denn sind o:^ und «^ zwei sich seitende Flächen ungerader 
Kantenzahl, so ist jode an a^ grenzende F^che Seheitelfläche von k^, auch «j selbst, und da dieses unpaar 
ist, so ist wieder a^ mittelbare Scheitelfläche zu cc^, d. h. alle drei Flächen im Endpunkte der Kante Kj | csj 
sind Scheitelflächen von 0^. Dies gilt aber dann für jede Ecke, womit der Satz bewiesen ist. 

Aus dem Vorstehenden folgt nun: Hat ein Vielflach j1„ zwei sich seitende Flächen ungerader 
Kantenzahl, so ist es ein A^; hat es nur Flächen gerader Kantenzahl, so ist es ein A^-, hat es Flächen 
ider Kantenzahl, die sieh nicht Seiten, so ist es ein A,^ — und zwar gehören die unpaaren Fachen 
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sämtlicli (nebst aaderen paai'en Flächen) zu dem einen System S^, während die übrigen paaren Flächen ein 
System 2^ bilden — oder aber, es iat ein A^. Die Bedingung nämiieh, dass ein Ä^ seitende Flächen un- 
gerader Kantenzahi besitzt, ist nur hinreichend, nicht notwendig, denn es existieren auch Vielflache ^„^j d. h. 
mit nur einem System 1!-,, ohne seitende Flächen ungerader Kantenzahl, wenn z, B, die Dreiecke ß^ und ß.^ 
gegen die Vielecke «j, tt^, a^ von gerader Kantenzahl die durch Fig. 63 angezeigte Lage 
haben. Dann gehören die drei Flächen K^,a^,ßj^ der Ecke E zu demselben System Z'j; 
denn es sind Seheitelflächen zu einander: ßi — «^ — cc^ — a^. Solche Vielflache sind 
•L. B. die Zöhnflache Fig. 18" nnd 18" Tafel IE. 

Es kann gezeigt weiden dasa die Yielilache einer Klasse durch gewisse Funda- 
mentalkonstruktionen aus denen einei andeien Klasse erzeugt werden können^), und 
andrerseits giebt es Operationen welche die Klasse invariant lassen. Es sind die folgen- 
den. Sehneidet man mittels der Ebene «n+i Ais Ecke k;, «*, ai eines A^ ab, darauf von 
dem erhaltenen A^j^x mittels dei. Dieiecks «„-[.s die Ecke a,-, K(, «„^.i und sehliesslieh 
von dem nun erhaltenen A„-^.2 mittels des Vierecks a^+i die Kante K; | «„-i-i, so ist das 
erhaltene .4, -|-b ^on derselben Klasse wie A„. Sind ferner «;, «t, ai wieder drei Flächen einer Ecke eines A^, 
und schneidet man mittels des Vierecks «a+i die Kante «/ j k* ab, von dem erhaltenen A„^i mittels des 
Vierecks ß„_f.s die Kante «j ] «„+1, so ist das erhaltene ^in+ä von derselben Klasse wie Aj^}) Nun giebt es 
für M = 8 und )» = 9 Vertreter aller drei Klassen; es folgt also aus dem eben Gesagten, dass für w > 8 
stets Vertreter aller drei Klassen existieren. Es ist VIII^^ ein Ä^\ VIII, und VIII-^^ sind A.^\ alle übrigen 
Achtflaehe sind A^\ Von den Neunflaehen (Tafel HI) ist ein X,= nur Fig. 30; ^/: Fig. 5% 12, 14, 21, 26, 
29, 31; alle übrigen sind A^. Es gehören sonach die aUomorphen Typen 5" und 5" zu verschiedenen Klassen. 
Femer sind (Tafel III) A^^- Fig 77, 81; A^- Fi? 5^), 12, 48», 51, 52", 60, 64, 66, 70, 74, 79, 82; J.,V 
sämtliche übrigen Zehnflache — Man ersieht übiigens noch leicht die Hichtigkeit des Satzes: Die drei 
Systeme S-y, S^, 27„ eines A^^ »md zugleich Stammsy^teme des Vielflachs; das System JEj eines A,?, welches 
die nnpaaren Flächen enthalt, ist ein Stämmigstem Hiermit sind die Betrachtungen dieser Nummer in Ver- 
bindung mit denen dei voiigen gebiacht 

75. Die aatopolareil VielflacLe, Die Betrachtungen in den letzten beiden Nummern haben schon den 
Rahmen dessen überschritten, was ursprünglich kurz als die ältere Polyedertheorie bezeichnet wurde, .ä.i& 
ihren Ausgang mehr oder weniger offentundig von dem Eulerschen Satze nahm. Um aber den Zusammen- 
hang der späteren Entwiekelnngen nicht unterbrechen zu müssen, wurden die verschiedenen Methoden zur 
Auffindung der allgemeinen «-flache nach einander behandelt, woran sich die Einteilung der w-flache nach 
den Scheitelflächensystemcn ungezwungen fügen hess. Im folgenden wollen wir uns mit einer besonders 
interessanten Klasse der singulären Vielflaehe, nämlich mit der der autopolaren, beschäftigen. (Vergl. Nr. 65 
und 67.) 

Ist die Kante MiLj, gemeinsame Kante der beiden Mächen «^ und yi eines autopolaren Vielflaches 
(wobei der Indes stets die Anzahl der Kanten der betr. Ecke bez. Fläche angehen soll), so besitzt dieses 
Vielflach auch eine Kante zwischen den Ecken Ai, und Gi, die den beiden Flächen ^i und Aj gemeinsam 
ist. Zwei solche Kanten mögen polare Kanten des Vielflaches heissen. Dieses besitzt deren n — 1 Paare, 
da die Gesamtzahl der Kanten 2n — 2 ist, wenn die Anzahl der Grenzflächen n beträgt. Die Flächen, die 
sich in einer gegebenen Kante Seiten, sind den Ecken polar zugeordnet, welche die Endpunkte der zu jener 
polaren Kante bilden. Nun ist ein Typus der autopolaren VielÜache jeder Flächenzahl n von vornherein be- 
kannt, nämhch die Pyramide ^n" auf (n — l)-kantiger Basis*); es handelt sich also darum, die übrigen auto- 
polaren K-flache abzuleiten. Dies geschieht, ähnlich wie bei den allgemeinen Vielflachen, durch Einführung 
einer oder hier mehrerer neuer Flächen, wobei nur zu beachten ist, dass ein aus einem ^„ erzeugtes $«4.1 



I) Eberliard, Morphologie, S, 42 — 45. 2) Die Beweise vergl, ebenda, S. 45. 

3) "Wo keine ladices etehea, gehörea eämÜiclie allomorphe Typen zu derselben Klasse. 

4) Ein autopolarea m-flach werde mit i|J„ bezeichnet. 
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nicht nur eine Fläclie, sondern auch eine Ecke mehr besitzt. Ferner ist zu berücksichtigen, daas (abweichend 
von den Fundamentalkonstraktionen bei den allgemeinen Vielflaehen) die neue Fläche durch Schnitte ein- 
geführt werden kann, die durch Ecken des bereits Torhandenen Vielflaclies gehen, da die Kantenzahl in 
einer Ecke grösser als drei sein darf. Es soll diese Neueinführung einer FMche in das w-flach daher hier 
so aufgefasst werden, als ob eine bereits yorliaudeue Fläche längs einer einzuführenden Kante geknickt -würde. 
Diese Konstruktion ist auf dreierlei Weiae möglich, und diese drei Fälle sind zunächst zu erläutern. 

Es sei £ :nEE ABGBS eine Flache des Sß„ und E ^7 aßyäa die ihr polar zugeordnete Ecke,^) 
Man knicke £ (Fig. 64) längs einer Kante, welche zwei Ecken dieser 
Fläche, etwa B und S, verbindet. Dadurch entstehen aus der Flache 
£, zwei Flächen e^- und £«", wobei x -j- x" = % -{- 2 ist. Aus den 
Ecken B^ und Sf, werden die Ecken By^i und Ä,,_|_|. Soll nun das 
neue Vielflach wieder autopolar sein, so muss auch die Ecke En, 
welche dur Fläche s^ polar ist, durch zwei neue Ecken E'^' und E^- 
ersetzt werden, die durch eine Kante ebenso getrennt sind, wie die 
Flächen b',' und e'^", wobei diese Kante die Flächen ß^ und e^ zu 
(y -f- 1)- bez. (/i -j- l)-ecken macht. Ein durch diese erste Konstruktion 
aus einem 5ß„ erhaltenes autopolares (n + l)-flach werde durch ^i+i 
bezeichnet. Es leuchtet ein, dass die zur Konstruktion verwandte 
Fläche £ mindestens vierkantig sein muss, um sie längs einer Diagonale 
knicken zu können.^) Die Kanten BS und ß\g sind die beiden 
neuen polaren Kanten des ^n+j. 
V'g. M. Zweitens. Es sei e^ ABCI) eine Fläche mid E^ aßfä 

die ihr polare Ecke eines autopolaren «-flaches. Man knicke s längs 
einer Kante, die von einer Ecke, etwa B, der Fläche ausgehend in einem Punkte einer Kante, hier F in 
CD, endet (Fig. 65). Dadurch entstehen aus der Fläche s^ die beiden Flehen e'y.- und e'^-, wobei x -\- x" = 
Ä + 3 ist. Dabei wird die Ecke i?^ zu einer Ecke if^+i, und die an £ längs CD grenzende Fläche %^ 
(d. h. die Fläche, der ebenso wie e die Ecken C und I) angehören) 
wird zu einer Fläche t^i+i; die neue Ecke F ist dreikantig. Soll nun 
das neu entstehende Vielflach wieder auto^olar sein, so muss auch die 
der Fläche £ entsprechende Ecke E,_ in zwei Ecken E^ und E'J." zer- 
legt werden, die durch eine Kante E' E' verbunden sind. Dabei 
wird die Fläclie ß^ zu einer Fläche ß,-\-\. Wie an Stelle der Kante 
CD die beiden Kanten CF von e" und DE von £' treten, welche der 
dreikantigen Ecke F angehören, so ergeben sich die neuen Kanten 
y I (p von E" imd d | 9 von E', welche der dreikantigen Fläche tp 
angehören, die der Ecke F polar zugeordnet ist. Das neue autopolare 
Vielflach hat zwei Flächen und zwei Ecken mehr als das ursprüng- 
liche. Ein solches durch die zweite Konstruktion aus einem 5ß„ er- 
haltenes Vielflach werde mit 5ß„^+s bezeichnet. 
^'«- ^^- Drittens, e^^ ÄBCD und E^EE^aß^d seien dieselben zu- 

geordneten Elemente wie vorher. Man knicke e längs einer Kante LF 
(Fig. 66, s. Seite 93), welche zwei Punkte L und F zweier Kanten, etwa auf BC und CD verbindet, wo- 
durch die FMchen e'x- und £«- entstehen. Dabei ist x' -\- x" = x -\- 4, Die an £ grenzenden Flehen p und z 
erhalten je eine Ecke (immlich L und F) und eine Kante mehr. Entsprechend ist die Ecke E in E' und E" 

1) Über die Bezeichnung vergl. Nr. 67, 

3) Das x-ack s kann bekanntlich auf -~ — - Weisen in zwei Vielecke mit «' nnd «" Kanten zerlegt werden, wobei 
natürlich nicht ausge schlössen ist, daes die in den verachiedeneu Fällen eutstehenden autopolaren Vielflache isomorph sind. 
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zu trennen. Der Kante L F'^i t \b" zwischen zwei neuen dreikantigen Ecken ist die Kante X\^>^i^ F.'E" 
zwischen den neu auftretenden dreieckigen Flächen X nnd tp zugeordnet. Wie die Flächen p und r, so er- 
halten die Ecken Ji und T je eine Kante mehr u. s. w,') Das neu entstandene autopolare Vielilach hat drei 
Fachen und drei Ecken mehr als das ursprüngliche. Ein durch die dritte .Konstruktion aus 5]3„ entstehendes 
"Vielflach soll ein ^„'.^3 heissen. Es ist ersichtlich, dass für die zweite und dritte Konstruktion e auch ein 
Dreieck sein darf. Eine vierte Pundamentalkoustruktion ist unmöglich, weil sich die Fläche s nur auf eine 
der drei heschriebenen Weisen in zwei Flächen knicken lasst. Andrerseits leuchtet ein, dass man die Kon- 
struktionen erst zur Erzeugung der ^g anwenden wird, da für w = 4 und 5 nur die _ ^ 
Pyramiden ^^ und '^^ existieren, — Ausser ^g" giebt es ein aus ^g" zu konstruierendes 
^s^i Tcrgl Tafel I Fig. 33.^) Die ^,: Es existieren sechs Typen. Die Pyramide ^ß,"; 
drei aus der flänfseitigen Pyramide ^g" zu konstruierende ^,^ (Pig- 34 — 36); zwei aus 
der Tierseitigen Pyramide ^ßg" zu erhaltende *Pj^ (Fig. 37 und 38). Die ^^i Es giebt 
16 Typen. Die Pyramide ^g"; durch die erste Konstruktion ergeben eich fünf '^^ 
aus der Pyramide ^ßj" (nämlich die Fig. 39 — 43) und drei '^^ aus den drei ^,^ (die 
Fig. 44 — 46),*) Durch die zweite Konstruktion ergeben sich Tier ^g^ aus der Pyi'a- 
mide ^g" (Fig. 47—50) und zwei %^ aus dem ^^^ (Fig. 51 Tafei I und Fig. 1 Tafel II).*) 
Endlich ergiebt sich durch die dritte Konstruktion ein 5ßg^ aus ^ßg" (Fig. 52 Taf. I). Es 
tritt übrigens auch bei dieser Ableitung der autopolaren Vielflacbe der Ubelstand ein, 
dass verschiedene Konstruktionen isomorphe Vielflache ergeben, d. h, dass dasselbe Viel- j,. i.,. 
flach aus verschiedenen Typen mit weniger Flächen ableitbar ist. Eine Bemerkung ist 
noch zu beachten. Während sieh im allgemeinen die Elemente eines autopolaren n-flaehes nur in einer 
Weise polar zuordnen lassen, existieren für ein '^S mehrere Zuordnungen. Nach Bezeichnung der Basisecken 
in einem bestimmten Cyklus 1, 2, 3 . . . w ■ — 1 kann man die Seitenflächen ebenso benennen, indem man bei 
irgend einer, deren Walil beliebig ist, beginnt, und in demselben Cyklus weitergeht. Dadurch wird es ver- 
ständlich, dass aus der einen Pyramide ^,** sich fünf Typen ^g' erzeugen lassen. — Es sei zum Schlüsse 
bemerkt, dass, falls es sich nur darum handelt, überhaupt Typen autopolarer w-flache ausser den betr. Pyra- 
miden abzuleiten, u. a. folgender Satz das gewünschte Konstruktionsverfahren andeutet: Wenn man bei einem 
autopolaren Vielflach an einer Fläche (oder Flächen gruppe) ein beliebiges Vielflach ansetzt und an der ihr 
polar zugehörigen Ecke (oder Eckengruppe) das polare Vielfiach (Vieleck) abtrennt, so erhält man einen 
neuen autopolaren Körper.^) Beispiel: Jede abgestumpfte Pyramide, deren eine Grundfläche durch eine 
gleichvielseitige Pyramide bedeckt ist, ist autopolar. (Man erhält hierdurch aus jedem ^^ ein ^a„_i,) 

76. GescMchtliclie Bemerkungen. (Möbius, Cayley, Poinsot, Kirkman, Hermes, Eberhard.) Die 

nächstliegenden Folgerungen aus dem nach, ihm benannten Satze hatte Euler, wie früher schon bemerkt, selbst ge- 
zogen und auf Grimd dieser Folgerungen eine Einteilung der Vielflache nach der Zahl ihrer Flächen empfohlen, das 

1 Ecken E' und E" auch, für den 




1) Eine einfache 
Fall, daes die Kante LF 



lehrt die Zerlegung der Ecke E in die beiden n 
nicht benachbarte Eanten von E verbindet. 



iutopolaren 6-, 7- und a-flachen Fig. 33—52, Taf, l und 
nd, dessen Abhandlung: On autopolar Poljedra, Philos. 

1 die folgenden geschieht!, Bemerkungen,) 

:b den ^° ab, d, h, er verfolgt die hier vorzunehmende Eonetruktion 
ana welcher die 5ß,' erhalten wurden. In den Eig, 44 ff, ist dies 

man sagen kann, alle p™ lassen sich durch KoHstruktion aus den 



2) Polar zugeordnete Ecken und Flächen sind j 
Fig, 1 Tafel 11 mit denselben Zahlen beaeichnet, Kirkm 
transact. 1S57, die Figuren entnommen sind, (Vergl, au( 

3) Kirkman leitet aUe autopolaren Polyeder a 
der ^pj' aus den *ßj' zurück bis auf die Pyramide ^j", 
gleichzeitig ersichtlich gemacht. Es ist also klar, dass 
Pyramiden ^^_ j, 5ß^"__ g, erhalten, 

i) Vergl, hetr. des Aussehens der Fig. 51 die vorige Bemerkung, Hier und bei Fig. 1 Taf II tritt übrigens der Fall 
ein, dass die zu knickende Fläche s ein Dreieck ist. Diese Fig. 1 weicht von der entsprechenden Figur bei Kirkman ab. 
Bei allen Figuren ist aber so wie bei Kirkman die bei der zweiten und dritten Konstruktion in zwei Kanten zerfaUende 
Kante geradlinig gelnssen, was den Nachteil hat, dass die Endpunkte der neu einzuführenden Kante nicht als Ecken er- 
scheinen, doch den Vorteil, dass sich beim ersten Anblick das ursprüngliche Vielfläch leicht ersehen lässt. Im übrigen ist die 
schwer verständliche Darstellung Kirkmans hier bedeutend vereinfacht, G) 0, Hermes, briefliehe Mitteilung. 
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Problem der AuiSnduiig der möglichen Typen selbst aber nicht in Angriff genommen. Die Forschungen der Mathe- 
matiker der folgenden Zeit bezogen sich alsdann, abgesehen von einigen schon erwaknten Arbeiten, die das Eulersche 
Theorem selbst einer Kritik unterzogen (z. B. Hessel), mehr auf besondere Arten von Polyedern, namenüicli auf die 
später ausführlicli zu betrachtenden halbregelmäsaigen Körper, wie bei Kästner, Gergonne, Lhuilier, Meier 
Hirsch u. a., so dass Steiner das nocli ungelöste Problem der Aufzählung der Vielflache wiederholt in Auregung 
bringen konate. Die oben im Teste zur Sprache gebrachten und die noch zu erwähnenden Versuche, der Lösung 
des Problems näher zu kommen, entstammen sämtlich der aweiten Hälfte dieses Jahrhunderts und verteilen sich besonders 
auf englische und deutsehe Matbematilser, wobei es geschah, dass dieselben Eesultate mehrmals von verschiedenen 
Autoren unabhängig von einander gefunden wurden. Dies gilt zunächst für die Ableitung der Trigonalpolyeder durch 
Möbius und Cayley. 

Bereits in ^r. 56 war die Preisarbeit erwälmt worden, die die Pariser Akademie für die Jahre 1861 und 
1863 gestellt hatte. Kurz nachdem ihm dieselbe bekannt geworden war, (1858) begann Möbius seine Untersuchungen 
über Polyeder, die er mit der Einsendung seiner Preisschrift (Juni 1861) vorläufig abschloss.^) Bei der Revision 
seiner Arbeit, die übrigens den Preis nicht erhielt, teilte er sie in die bereits mehrfach zitierten beiden Abhandlungen 
„Theorie der elementaren Verwandtschaft" und „Über die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders"^), nicht ohne 
verschiedenes auszuscheiden, was nach seinen hinterlassenen Diarien dem Inhalte der Gesamtausgabe seiner Werke 
später wieder beigefügt wurde. Unter diesen hier erst veröffentlichten Untersuchungen befinden sich auch die über 
Trigonalpolyeder, mit welchem Namen Möbius die betr. Gebilde durchweg bezeichnet. 

Die Ableitung der JTn+i aus den !!„, wie sie sich in Kr. 72 erläutert findet, ist in dieser Form Möbius 
zu verdanken, der die Theorie an Beispielen bis zur Erzeugung der achteckigen aus den siebeneckigen Trigonal- 
polyedem verfolgt.^) Mit diesen Aufaeiehnungeu von Möbius, die dem Jahre 1856 oder 1869 entstammen, deckt 
sich fast vollständig eine Abhandlung von Cayley*), in der die Ableitung der möglichen Typen der Trigonal- 
polyeder auch genau so weit geführt ist, wie bei dem deutschen Geometer, der übrigens mit Oayleys Arbeit später 
bekannt geworden ist.^) Über den Wert der befolgten Methode zeigt sich Cayley vollkommen unterrichtet; er 
lehnt es ab, sie weiter als bis zur Erzeugung der achteckigen Trigonalpolyeder zu verwenden, nicht nur, da sich 
eine Verfolgung des geometrischen Verfahrens durch parallelgehende Rechnung als unthunlich herausstellt, sondern auch 
wegen der Mehrdeutigkeit der Zurückföbmng eines bestinmiten w-Ecks auf die (n — 1)-Ecke. Er bemerkt sogar 
ausdrücklich, dass die wirkliche Darstellung der Typen ihm wichtiger erscheine als die Berechnung ihrer Anzahl. 
Auf die vorher erschienenen Abhandlungen Kirkmans wird empfehlend hingewiesen. 

Ehe wir diese würdigen, sei der Vollständigkeit wegen noch einer gleichzeitigen Arbeit Poinsots^) über 
Trigonalpolyeder gedacht. Für Poinsot ist ein Polyeder überhaupt nur eine Eette von Dreiecken, deren jedes mit 
drei anderen in einer gemeinsamen Kante zusammenkommt und die insgesamt eine geschlossene Fläche bilden, die 
von einer Geraden in beliebig viel Punkten geschnitten werden kann. Die Fundamentalgleichungen für Trigonal- 
polyeder (der Same kommt nicht vor) werden abgeleitet. Da es zwischen »Punkten ~ — ~ Kanten giebt, diese 

Zahl aber für m > 4 von Bn — 6 verschieden ist, so giebt es im allgemeinen zu denselben w Ecken verschiedene 
Polyeder, deren Anzahl sich leicht berechnen lässt. (Z. B, giebt es zu 5 Ecken bereits 10 verschiedene Hexaeder.) 
Er beschäftigt sich dann besonders mit der Frage: Giebt es zu jeder Zahl n der Ecken primitive Polyeder, d. h. 
solche, die sich nicht dadurch erhalten lassen, dass man zwei Polyeder von kleinerer Eckenzahl mit je einer Fläche an 
einander setzt? Es giebt z. B. kein primitives 5-Eck, denn das einzige existierende 5-Eck wird durch Zusammensetzen 
zweier Tetraeder erhalten. Man sieht sofort: Ein primitives «-Eck darf keine dreikantigen -Ecken besitzen, denn sonst 
ist es aus einem {n — l)-Eck und einem 4-Eck entstanden. Diese Bedingung ist aber nur notwendig, nicht hin- 
reichend, denn nicht alle Jli' und it^' sind primitiv. Setzt man z. B. zwei Trigonalpolyeder, die mit der vier- 
seitigen und fünfseitigen Doppelpyramide isomorph sind, mit je einem Dreieck aneinander, so erhält man ein conves 
konstruierbares nicht pi nuti^ <! Polypdei mit lü Ecken inn denen keine lieikantig ist. Es giebt aber Poinsot 
weder eine Methode zu Fest tpllun^ dei Primitivität noch uberha ipt eme genaue Definition davon'); auch scheint 
uns die Beantwortung lei riaf,e 'ielbst n cht von giosser Wi htigkeit zu ein 

1) VergL Möbiu'. Ges Werke Bl II S 517 

2) Berichte d. Kgl sachs Gesellsch 1 T^isb nschaften math ptj- KU'^ie 1863. Bd. 15. 8. 18—57 und 1865. Bd. 17. 
S. 31—68. Ges. Werke Bd II =1 433 u S 4 3 %) fte» ^ pike Bd n S. 532—538. 

4) Cayley, On the jd taced Polyacrons m reierenoe to the ].roblein ot the enumeration of po]yhedra. Meni. of the 
Literary and philoa. societ\ of M-inche&tpr 3 senes I vol 1862 tvoigplpgt am " Okt. 1860). 

5) Möbius. Ges Weike Bd H S 530 

6) Poinsot, Note sur ia theo it des polyedrea Compt Eend tome 86 Jan. — Juni 1858. S. S5. 

7) Die bei Poins Dt fehlende Definition ist Ein IIa ist primitiv so linge s ch nicht irgend drei nicht benachbarte Ecken 
A,S, C auf ihm so bestimmen lassen dass die Verbmdungageiaden AB BC CA Kanten von Un sind. Denn aonat läsat ea 
sieb durch den dreieckigen Schnitt ABC in zwei Polyeder IIx und H/i zerlege», wobei l -\- (i, == n -\- 3 ist. 
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Durch eine grössere Eeihe von Abhandlungen hat sieh Kirkman um die Theorie der Polyeder verdient ge- 
macht. Dieselben beschäftigea sich sowohl mit den allgemeinen, als auch mit den singulären Vielflaclien, wohei von 
letzteren den autopolaren Vielflaehen, von den ersteren den sogenannten Grimd-n-fiack^), d. h. solchen, welche ein 
(n — ■ l)-eck als Grenzfläche enthalten, besondere Aufmerksamkeit geschenkt wird. Die der Zeit nach erste Abhand- 
lung^) enthält nach einleitenden Bemerkungen, die sich auf den Eulerschen Satz beziehen und den bereits trüber 
angedeuteten originellen Beweis desselben ein s oh ii essen, die Ableitimg der allgemeinen Vielflache f ür » = 8 nach 
einer Methode, die von der im obigen Teste dargestellten verschieden ist. Dieselbe Methode wurde später von 
0. Hermes aufs neue gefunden, und soll deshalb nachher zur Sprache kommen. Die zweite Abhandlimg^) 
über die Gnmd-n- flache ist sehr beachtenswei-t, wenn auch nicht verschwiegen werden soll, daas sie, wie viele 
Arbeiten Eirkmans, namentlich die letzten, durchaus nicht leicht lesbar ist, da sich ihr Verfasser besonders in 
seinen algebraischen Entvrickelungen einer eigentümlichen matbematiscJien Sprache bedient, so dass eine Übersetzung 
der Eesultat« in die uns geläufige Ausdrucks weise für Pormeln fast unmöglich erscheint. Der Gedankengang der 
Schrift ist dieser. An der Spitze steht der Satz, dasa sich jedes Grund-«-flaeh durch Verschwindenlassen 
der Dreiecke an der Basis — dadurch dass die gemeinsame Kante der beiden NachbarfiScben eines Dreiecks 
bis zum Schnitt mit der Grundfläche verlängert wird — entweder bis auf das Vierflach oder auf das Fünfflach 
zurückführen lässt. Umgekehrt können alle Grund-«-flaehe Schritt für Schritt durch dreiseitige Schnitte an den 
Basiseeken aus diesen beiden Urtypen, also die w-flache aus den [n — l)-flachen erhalten werden. Schreibt man nun 
die Eckenzahlen der an die Grundfläche grenzenden Flächen in fortlaufender Keihe auf die Peripherie eines Kreises, 
so kann diese Beihe, wenn man von einer bestimmten Zahl ausgeht, entweder mit der im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen identisch sein oder nicht, und kann überdies in jedem der beiden Fälle entweder eine, oder zwei, oder 
drei gleichlautende Folgen — Perioden — aufweisen.*) Als Beispiele wrakehrbarer Tielflachc (im Kirkmansehen 
Sinne) mit 1, 2, oder 3 Perioden seien das Siebenflach VII^ (Teufel 11), das Neunfiach IX^ {Tafel IH) und das 
Siebenflach FJ/j (Tafel n) angeführt, deren Reihen 634443, 63536353 und 353535 sind.^) Nicht um- 
kehrbare Vielflache mit 1, 2 und 3 Perioden sind das Achtflach VIII^, das Siebenflach YII^ (Tafel II) und das 
Zehnflach Zgg (Tafel HI) mit den Eeihen 6344534, 435435 und 64364364 3. Es ergeben sich also für 
Kirkman 6 Klassen von Grund-m-flachen, und es wird nun von ihm untersucht, wie gross die ÄJizahl der Vertreter 
jeder Klasse von (n -f- l)-flachen ist, die sich durch einen dreiseitigen Schnitt aus den w-flaehen der sechs Klassen 
ableiten lassen. Es gelii^, allgemeine Pormeln für diesen Zusammenhang zu finden*), und als Beispiel wird die 
Berechnung der Gnmd-ll-flache auf zehnkantiger Basis, die 82 Typen') ergiebt, durchgeführt; auch die eben charak- 
terisierten Reiben für diese TfP™ werden schliesslich noch angeschrieben. Weitergehende Versuche Kirkmans, die 
gefundenen Pormeln für singulare Grund-«-flache zu erweitern, scheitern, wie er bemerkt, an der Kompliziertheit der 
nötigen Operationen. 

Die soeben besprochene Methode, neue Vielflache aus gegebenen durch Abschneiden von Ecken zu erhalten, 
in der erwähnten Abhandlung a,Uerdings nur für den Fall dreiseitiger Schnitte durchgeführt, ist an sich sehr nabe- 
liegend und m dei That schon alter, ebenso wie die zugeordnete des Aufsetzens von Pyramiden auf die Flächen 
eines «-Ecks Sohon PaLiuolo bringt beide in seiner Divina Proportione (1509) zwr Erzeugung neuer Polyeder- 
formen aus den regelmassigen Körpern als Abschneiden (abscindere) und Äufsetgen (elevare) in Anwendung^), und 
bei Käst nei") hndet sich dasselbe Verfahren zu demselben Zwecke. Die durch Diskussion der Gleichung 3 fg + 2 /'^-j- /|i^ 
12 + f, 4" welche zur Einteilung der allgemeinen m-fiache in die drei Klassen der i^, P^', P!^' führte, als not- 

wendig erkannten diei Operationen des Abschneidens mittels 3-, 4- und 5-seitiger Schnitte finden sich als Punda- 
mentalkonstruktionen klar unterschieden erst in Eberhards Morphologie. Die von mir durch sie bewirkte Ab- 
leitung der Neun- und Zehnflache stammt aus dem Jahre 1893.-'*') 

Von den weiteren Arbeiten Kirkmans, die sämtlich in den Philosophical Transautions veroffentliclit 



1) Diese Bezeichnung' rührt aber erst von 0, Hermes her (s. später). 

2) Kirkman, On the Representation and Kaumeration of Polyedra, Memoirs of the Literaiy and Philos. Society of 
Manchester. 2. eeries. vol. XU. 1865. 8. 47, 

3) Kirkman, On the Enumeration of a;-edra having triedral suratnitB and an {x — l)-gonal base. Philos. Transaet. 
of the Royal Society. 1856. 8, 399. 

4) Es wird bewiesen, dass nicht vier gleiche Potgen vorkommen können, a. a. 0. S. 400. 

5) Man schreibe jede Reihe auf einen Kreis und beginne den Umlauf in beiderlei Sinne bei der überstrichenen Zahl. 

6) a. a, 0. S. 408. 

7) a. a. 0. 8.410. Für « = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ist die Anzahl der G ran dvielfl acte bez. 1, 1, 1, 3, 4, 12, 27. Unter den 
82 GnmdeliEaehen befinden sich 30, 42, 19, 1 mit bez. 2, 3, 4, 5 Dreiecken. 8) Vergl, Cantor H. 8. 313. 

9) Kästner, De corporibus regularibus abacissis et elevatis. Comment. ,?oc, reg. scient. Gottingensia classis raath. 
Tom. 511. 1793 u. 94. S. Ol ff. 

10) Vergl. Programm, Realgymn. Zwickau. 1897. S. 10. Anm. 23. 
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wurden^), ist die über die autopolaren Polyeder besonders bemerkenswert; die Ergebnisse derselben sind in nuce in 
den Entwickelungen von Nr. 75 des Textes mit einigen Abänderungen uad Vereinfaclinngen enthalten, auch ist hier von 
alleip algebraischen Beiwerk, das sich in der Originalabhandlung findet, abgesehen worden. In der zweiten Abhandlung 
vom Jahre 1857 (s. unten) wird die Untersuchung der Grund-*!-flache nochmals vorgenommen und auf die Polygon- 
teüung zurückgeführt. Die übrigen Abhandlungen beschäftigen sich mit den singulären Vielflaohen, die letzte be- 
sonders mit den Symmetrie Verhältnissen, und es wird auf Grund dieser eine Einteilung der «-flache in Klassen zu- 
stande gebracht, auf die hier nicht eingegangen werden kann. Nicht unerwähnt soll aber bleiben, dass sich bei 
Kirkman wiederholt Versuche finden, eine kurze Bezeichnung für Polyeder durch Ecken- imd Mächen ausdrücke fest- 
zusetzen; zuerst in der Abhandlung On the Eepresentation of Polyedra, dann in einer von Cayley herrührenden 
Note „On the Analytic Problem of the Polyedra" in der Schrift über autopolare Polyeder. Nachdem die Ecken 
eines Vielflaches ebenso wie seine Flächen durch Buchstaben (a, 6, c ■ . . bez- Ä, B, C . . .') bezeichnet sind, wird ge* 
zeigt, wie sieh die Ecken durch die Flächen und umgekehrt, die Kanten durch beide ausdrücken lassen, und es wird 
die Darstellung des Tielflaehes durch Ecken- und Elächenausdrticke gelehrt, wie bei Möbius, nur mit dem wesent- 
lichen Unterschiede, dass auf das Kantengesetz keine Eücksicht genommen ist. Es sei beiläufig bemerkt, dass auch 
Catalan^) eine symbolische Bezeichnung für Polyeder giebt, die dazu dient, die Möglichkeit der geometrischen Kon- 
struktion eines Lösungssystemes der Gleichungen der et und fi zu untersuchen; doch ist die Darstellung so kompliziert, 
dass unsres Erachtens ein blosses Probieren ebenso rasch zum Ziele führt. 

Einen etwas breiteren Raum müssen wir der Besprechung von Hermes' Methode zur Ableitung der w-flache 
widmen, die sich, wie bemerkt, in Kirkmans erster Abhandlung vom Jahre 1855 bereits findet, und die von 
Hermes aufs neue gefunden, vervollkommnet, ausführlich dargestellt und zur Bestimmung der Typen der Vielflaehe 
bis zu denen mit zwölf Grenzflächen (einschliesslich) verwandt wurde. Von den beiden zunächst zu erwähnenden 
Arbeiten von Hermes*) beschäftigt sich die erste mit den Grund-M-flachen, die zweite mit den allgemeinen Viel- 
flachen überhaupt. — Eine Fläche des M-flaches, welche die grösste vorkommende Kantenzahl besitzt, werde als 
Gnmdfiäcke bezeichnet. Die Anzahl der Seitenflächen, d. h. derjenigen, welche mit der Grundfläche eine Kante gemein 
haben, und der DecTcflächcn, d. i. der übrigen noch vorhandenen Fläohen, ist durch die Zahl der Kanten der Grund- 
fläche bestimmt. Ist diese ein m-eck, so existieren m Seitenflächen und m — « — 1 Deokfläohen. Nennt man die 
Kanten der Gmndßäche Grwndkanten, die, welche einen Endpunkt in einer Ecke der Grundfläche haben, Seiterihant&n, 
alle übrigen BecldcmiteK, so ist die Anzahl dieser drei Arten bez. m,m und Zn — 2m — 6. Man kann dann die 
w-flache nach der Zahl der Grundkanten, oder da durch diese die Zahl der Deckflächen bestimmt ist, nach deren 
Zahl ordnen. Ein w-flach mit X Deckflächen ist eins über einem (m^A— l)-eck als Grundfläche. Für jedes 
w-flach lässfc sich auch leicht eine Schreibweise (Formel) angeben, aus der sich die geometrische Gestalt selbst 
sofort ablesen lasst: Zunächst wird die Grundfläche angeschrieben, alsdann die Seitenflächen, immer in einem be- 
stimmten Sinne genommen, und dann die Deckflächen iu demselben Cyklus, und zwar so, dass die erstgewählte 
Deckfläche auf die letzte Seitenfläche folgt; dabei ist die Verbindung der Deckflächen durch Zwisckenkanten als 
charakteristisch für das Vieiflach mit anzumerken. Es würden z. B. die Zehnäache Xjg und S^^ auf Tafel V, sowie 
das Zehnflach Zj^^ auf Tafel IV zu schreiben sein: (7; 4, 6, 4, 4, 6, 4, 4; 5 — 4), (6; 6, 6, 4, 6, 6, 4; 3 — 4 — 3), 
und (7; 6, 6, 3, 5, 6, 5, 4; 3 -j- 3). Da durch die Zahl m der Grundkanten eines «-flaches die Zahl der Deck^cben 
und Deekkantea vollkommen bestimmt ist, braucht man, um alle «-flache für einen bestimmten Wert l von Deck- 
fläehen zu finden, nur alle möglichen Deckflächen- und Deckkantensysteme aufzustellen. Hermes bezeichnet als 
Eantenfiffur eines «-flaches das System von Flächen und Kanten, welches übrig bleibt, wenn man von dem Vielflach 
alle Seitenflächen und -kanten, sowie die Grundfläche und ihre Kanten weglässt.*) Umgekehrt ist das zu einer ge- 
gebenen Kantenfigur gehörige Vielflach sofort zu zeichnen: „Man hat zu diesem. Zweck nur an jeden freien Endpunkt 
einer Kante der Deekkantenfigur ein Seitendreieck anzusetzen, an jede frei vortretende Deekkante ein Viereck, an 
jeden einspringenden Winkel zweier Deekkanten ein Fünfeck, an jede durch aufeinanderfolgende Deckkanten geb 
einspringende off'ene Figur von 3, 4 . . . Kauten bez. ein Sechseck, Siebeneck ... Es bedarf geringer Übung, um 
Deekkantenfigur sich zur Figur des zugehörigen Vielflachs vervollständigt zu denken."^) Es ist also ersichtlich, 
die AufSndung der Vielflaehe einer bestimmten Flächenzahl « auf die Auffindung aller möglichen 



1) Im Jahre 1856; On the RepresentatJon of Polyedra {a. a. 0. 1856. S. 413); im Jahre 1857; On autopolar Polyedra 
(a. a. 0. 1S57. S. 183) und On the ^-partitions of tte B-gon and if-ace (a. a. 0. 1857 S. SIT); im Jahre 18Ö8: On the Partitions 
of the iJ-Pjramid, being the firat claas of ^gonous X-edra (a. a. 0. 1867. S. 145); und im. Jahre 1363; On the theory of the 
Polyedra (a. a. 0. 1862. S. 121). 2) Catalan, a. a. 0. S. 11 ff. 

3) Über Anzahl und Form voß VieMachen. Progr, Kölin. Gjmn. Berlin 1894 und: Verzeichnis der einfachsten Viel- 
flache. Progr. ebenda, 1896. 

4) In den Diagrammen der Sechs-, Sieben- und Achtflache, Tafel II, sind die Kantenfigm-en durch stärkere Linien 
und Schraffierung der Deckflächen kenntlich gemacht. 

5) Hermes, Progr, 1896. S. 6. 
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zurückgeführt ist.') Ea sei das Gesagte an den Grund-w-flaohen und dea Achtflachen mit einer Deckfläche erläutert. 
Bei einem Gruad-n-äach ist die ZaÜil der Deokkanten li — 2 (m — l) d. h. « — 4. Es existieren unter den Seiten- 
flächen mindestens zwei Dreiecke, weil der Zug der Deckkanten, da er nicht geschlossen sein darf, mindestens zwei 
freie Ecken hat. Ist der Deckkantenzug verzweigt, so wächst die Zahl der Dreiecke bis zu dem Maximum ■ — ^^— 



oder g -, je nachdem n gerade oder ungerade ist. (Vergl, die Siehenflache YII^, VII3, Tili ixaA die Achtflache 
VIII^, Vlllf,, VJIla, rin^ auf Tafel n.) Für die Minimalzahl 2 der Dreiecke ist zu imteraeheiden, wieviel freie 
Ecken der Grundfläche zwischen den beiden Dreiecken liegen. Bei keiner freien Ecke ergiebt sich nur ein Grund- 
flach (a. B. für n = lOiX^j, Tafel IV). Ist dne freie Ecke vorhanden, so kann diese mit jeder einzelnen der 
w — 5 Zwiseheneckeix des Deckkantenzuges verbunden sein; aber verschiedene Typen ergeben sich nur, wenn man 
die freie Ecke mit der ersten Hälfte der Zwischenecken verbindet, denn weiterhin treten die Spiegelbilder der bis- 
herigen Vielflaohe auf. (Vergl. die Zehnflache 42, 44'', 45^ Tafel IV.) Man findet also — ^ — oder — ^ — der- 
artige w-flache, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Die weitere Behandlung der Grund-w-flache mit zwei Drei- 
ecken flndet sich bei Hermes, Progr. 1894. S. 12 ff. und fuhrt für deren Anzahl zu den Werten 2^~^ . \2~^ -{- l) 

oder 2 * . ^2 ^ + 1^ je nachdem n gerade oder ungerade ist. Diese Formeln geben für die Zahl der ge- 
nannten Grundfläche dieselben Werte, welche Eirkman S. 410 seiner (als zweiten bezeichneten) Abhandlung anführt. 
Bei Hermes werden aber weiter nur noch die Kesultate für den Fall von drei Dreiecken gegeben.^) 

Es sollen ferner noch die Vielflache mit einp' Deckfläehe, deren Grnndfläche also ein (n — 2)-eok ist, be- 
trachtet werden. Die Deckfläche ist dann ein Vieleck mit n — 2, n — 3, n — 4, .... 5, 4, oder 3 Kanten. Von 
den 3 « — 6 Kanten des Vielflaches sind n— 2 Grundkanten und ebensoviel Seitenkanten. Hat demnach die 
Deckfläche ft Kanten, so besitzt sie noch Sw — 6 — 2(«~2) — ji d.h. n — 2^fi freie Kanten, die in 
den verschiedensten Gruppierungen, vereinzelt oder auch sämtlich zu offenen Systemen vereinigt und an verschiedene 
konvexe Ecken der Deekflgur verteilt vorkommen können. Ist z. B. « = 8, so ist die Deckfläehe ein 6-, 5-, 4- 
oder 3-ect mit bez. 0, 1, 2 oder 3 freien Kanten und es sind für die Gestalt der Deckfläche mit ihren freien 
Kanten die Anordnungen möglich, wie sie die Figuren 67 zeigen. Aus 
diesen Deckkantenflguren — die beiden letaten ausgenommen — lassen sich 
in der vorher geschilderten Weise die Achtflache VIIIis bis VHi^ (in der 
Reihenfolge wie sie Tafel n zeigt) konstruieren. Die letzte und vorletzte 
Anordnung dagegen fähren, wie man sich leicht überzeugt, auf die Acht- 
flache FJ/Jg und FZ-T/ß, nur dass dann jedesmal das vorkommende Sechs- 
eck als Grundfläche erscheint. Auf diesen Uebelstand der Methode, dasselbe 
Vielflaeh auf verschiedenerlei Weise zu ergeben, war aber bereits hin- 
gewiesen. 0. Hermes hat mittels derselben die Typen der allgemeinen rig, gt. 
«-Sache für H ^ 11 und « ^^ 12 bestimmt, und an Zahl zu beiläufig 1250 

und 7533 gelunden. ^) In der Abhandlung „Die Formen der Vielflache" im ersten Hefte von Bd. 120 des Journals 
für die reine und angewandte Mathematik hat Hermes seine Methode der Ableitung der allgemeinen Vielflaehe im 
Zusammenhange dargestellt; auch ist sie von ihm für die singuB.rea Vielflaehe verallgemeinert worden*), worauf wir 
sogleich noch eingehen wollen. Soll nicht verkannt werden, dass für die Ableitung der möglichen Typen der 
allgemeinen Vielflache einer bestimmten Anzahl n von Grenzflächen mittels dieser geschilderten Methode ebensoviel 




1) Hermes' Methode hat die Vorteile, dass die Ableitung der m-flache von der Kenntnis der (n — l)-flaehe un- 
abhängig ist, dass die Kantenfigur echneUar durch Zeichnung zu fixieren ist, als das ganze Diagramm, auch nicht leicht, 
wenigstens bei den Vielflachen nicht zu grosser Flächenzahl, bei einiger Aufmerksamkeit eine Kantenflgur übersehen wird, 
aber den Nachteil, dass auch hier dasselbe Vielfiach melirere Male erscheint, auf verschiedene seiner Grenzflächen als Grnnd- 
fläche bezogen, wenngleich dieser Übelstand hier nicht so oft auftritt, wie bei den früher geschilderten Verfahren, 

2) Progr- 1894. S. 17, 

3) Ob dies die eadgÄltigen Werte sind, dürfte noch offenstehen', da für w = 10 die Anzahl nach derselben Methode zu- 
nächst irrtfimlichei-weise zu 2S1 gegeben war. (Progr. 1896. S. 23.) Bei grösserer Pläohenzahl des Vielflaohes ist eben die Be- 
atimmnng der Deckkantenflgur an sich schon ein nicht zu nnterschätzendes kombinatorisches Problem. Man vei^leiche hier 
noch die Zehnflache mit einer Deckfläche, deren Grundfläche also ein Achteck ist: Xi, Xsa bis Xis, Xais. bis Xsjb auf 
Tafel ni; Xse» bis X33, Xisa bis Zssf auf Tafel IV und Xsi bis XeTb, Xtj auf Tafel V. Von den allgemeinen Elfflacheu 
besitzen 82, 379, 510, 336, 43 Typen bez. 0, 1, 2, 3, 4 Deckflächen. Es existieren 338, 986, 2237, 2806, 1205, 70 Typen der 
Zwölfflache mit 0, 1, 2, 3, 4, 5 Deokflächen und ein Zwölfflaoh, das Pentagondodekaeder, mit sechs Dectflächen. 

4) Dieselbe Zeitschrift. Bd. ISO. Heft 4. S, 305 ff. 
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geleistet mrd, uad miadeatena nicht umständlicher, als durch andre Methoden, so lässt sich docli kaum leugnen, dass 
das Herausgreifen einer bestimmten Fläche als Grundfläche, wenn es nicht nur zur bequemeren bildlichen Darstellung 
geschieht, an und für sich etwas WüLtürliclies ist, wodurch dieser MäJ^he für das Vielflach eine Bedeutung beigelegt 
wird, die ihr nicht aukommt. Das wird um so bemerkbarer, je grösser der Wert n der Flächenzatl ist. Dieses 
Beziehen des Glesamtvielflachs auf eine Fläche lässt sich Tcrgleichea mit der Einführung eines Koordinatensystems, 
das der Gestaltung eines geometfischen Gebildes an sich fremd ist. Wenn aber die symbolische Darstellung eines 
Vielflaehes durch eine Formel von Hermes auch auf die singulären ausgedehnt wird'), so geschieht gewiss ein 
wesentlicher Schritt, diese bisher ziemlich vemach^ssigten Gebilde in den Kreis der Betrachtung za ziehen und es 
erweist sich diese Darstellung insofern von besonderer Bedeutung, als es durch sie gelingt, die polar-reciproken 
singulßrea Vielflache in einfacher Abhängigkeit von einander zu zeigen. Auch zur Auffindung der autopolaren Viel- 
flaehe ist die Methode dann dienlich.^ Zunächst ist zu bemerken, dass bei Hermes die Ableitung der singulärea 
Vielflache aus den allgemeinen in andrer Weise erfolgt, als in unsrem Teste erläutert wurde. Entfernt man nämlich 
bei einem singulären Vielflache T mit e Ecken, unter denen sich jt mit %, m^, . . . trif, Kanten (m > 3) heflnden, 
alle diese mehr als dreikantigen Ecken durch ebene Schnitte, so entsteht ein allgemeines Vielflach Fp mit e^ Ecken 
und /ij Flächen, und es ist: e|, = e — y, -{- m^ -\- m^ -{-... -\- mf, = e -\- Zm — f»! /ö = / + i"- ^^ "*™ ^o glei^li 
2/'(| — 4 ist, so kommt e + .Sm — ft = 2f -[- 2,(i — 4, oder 2i — e = Em — Z^i -\- 4.^) Umgekehrt erhält 
man ein singuläres Vielfiach aus einem allgemeinen, indem man auf einer oder mehreren der mehrkantigen Flächen a 
des allgemeinen Vielflaches Pyramidal errichtet, deren Seitenflächen in den Ebenen der Nachbarflä^hen jener zur Basis 
gewählten Fläche k liegen; die also entstehen, indem man alle Naohbarfläoheu einer mehr als dreikantigen Fläche 
eines allgemeinen Vielflaehes zum Schnitt bringt.*) Diese Kachbarflächen verlieren dadurch je eine Ecke. Es sind 
daher nur solche Flächen a zur Konstruktion verwendbar, von. deren Nachbarflächen keine dreikantig ist. Auch sind 
bei Fortsetzung der Konstruktion alle Flächen a ausgeschlossen, die mehr als dreikantige Ecken besitzen.^) Ein 
bestimmtes singuläres Vielflach Y ist demnach aus einem allgemeinen 7"^ abzuleiten , dessen Flächenaahl um die 
Anzahl der mehrkantigen Ecken von V grösser ist, als die Flächen- 
zahl von Y. Nun besitzt Y das Maximum mehrkantiger Ecken, 
wenn die Ecken durchweg vierkantig sind. Dann wird die zuletzt 
geschriebene Gleichung 2/" — e^=^4e^ — 3e^-|-4, d.h. e^ = /' — 2=f(, 
also fo = 2f — ^2. Im uagünstigsten Falle braucht man also zur 
Herstellung der Typen des singulären «-flaches noch die allgemeinen 
(2« — 2)-flache, z. B. zur Erzeugung der singulären Achtflache 
noch die allgemeinen Vierzehnflache, da für m = 8 in der That ein 
singuläres Vielflach mit durchweg vierkantigen Ecken existiert.^) 
Die Bezeichnung des singulären Vielflaches und seine Ableitung aus 
dem allgemeinen sei durch das folgende Beispiel erläutert. 

Das in Fig. 67a dargestellte Neunflach ZZgg (nach Taf. IH^ 

hat die Formel: (5; 5,4,5,5,4; 5, 5, 4(i)), wobei der Index (l) 

die Fläche heraushebt, die durch Aufsetzen einer Pyramide eliminiert 

werden soll. Diese Elimination führt zu dem Achtflache Fig. 67 b 

mit der Formel: (5; 5, 4(s|, 4^, A^, 4; 4^, 4^, 4^). Hier deuten die 

Indices 1 an, dass an den betr. Flächen, die der eliminierten 

Fläche 4^ benachbart waren, eine mehr als dreikantige Ecke liegt, 

so dasa al o u 1 e len Z<4hlen ohne Indes zugehörigen Flächen 

I E ken umgel en nd und fa d e e tere Konst-ul t on m Bet a ht kommen. 4^ bedeutet 

L Stelle de Fläche 4 getreten st De Elimmat on e nes le noch hierzu verfügbai-en 

.dem Sebenflihe Ftg 67 mt le Formel {^-^ 4g, 4g, 3i,2, 4i, 4,3); 

e ecks 4 3, end! h e giel t das be h fla 1 Fg. 67 d, dessen Formel 




rinff ui von he kantiger 

die V erkant ge E ke d e i 

Vie_ecke (a B 4{ ) n F g 6 hj füh t 

4i 4 3 al und de Elunmat o des "' 

(32 3 . 



l)a 



! 3 8 ia 5 4 3 s) st De \nzahl de Inlce an e ne FUche ze gt hier an, wieviel mehr- 

3 8ft 

etc Lnfcersu h n n 1 11 In Iah It le Ir tten Teiles dera, Abhandlung des 



2 Na h bnefl M tte lungen D 
Ve t z Z noch m ht veröffentl ht ) 

3) Den rec proken Satz md las Verh Itn b he de S-itze z m B 

4) Ea lasst s ch na li. f uherem et ta unter deu unen 11 ch ele 
Vi Ifla 1 c e »e flnien he lern de« Nachbarflachen e ner Flache lurch 

o) Weite e Beachr nkungen a i a 307 

6) Zu Abi tun^ d r amgul ea Fun! ^echa S ehenüa h hat r 
Fl I n nbt g da b len ge annten h ngularen 'S elflachen ht alle B 1 



le B hen '■atz a a U. S. 306, 

BOmoihen Typen p nes bestimmten allg( 
erneu Punkt gehen 



he allgemeinen V elflaohe bis zu m = 6, 9, 11 
V e k nt g HC n können, Vergl. a, a. 0, S. ;il2. 
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kantige Bckeu diese ElSche besitzt. — Hermes giebt S. 316 — 333 a. a. 0. das vollständige Verzeichnis der singu- 
lären Fünf-, Sechs-, Sieben- und Aehtflache'^), worin ein Hauptverdienst der Abhandlung besteht. Auf die weiteren 
sich anschliessenden interessanten Untersuchungen dieser VielSache (a. a. 0, S. 333 — 353) sei hier nur hingewiesen, 
— Wir wenden uns ün folgenden zurfidt zur Morphologie der aügemeinm Vielfiache im Sinne Eberhards, 
dem auch die Betrachtungen über Stamm- und Scheitelflächensysteme, sowie tiber die Kreuzungskanten bereits 



77. Die Kantenpoly^one eines Vielfiaches.^) Ein einfaches, einteiliges Kantenpolygon P auf einem 
m-flach J^ ist eine Folge beliehig vieler Kanten k^li^, . . . k,,,, in welcher der Endpunkt einer Kante h mit 
dem Anfangspunkte der nächsten Kante Ä/-|-i zusammenfällt und der Endpunkt der letzten Kante h^ identisch 
mit dem Anfangspunkte der ersten Kaute \ ist. Schneidet sich P nicht selbst, so wird die Oberfläche von An 
durch P in zwei einfach berandete Flächenstüeke Sj und S^ geteilt, deren Ränder P^ und Pg isomorph mit P 
sind. Es heissen nämlich zwei Polygone P und P' isomorph, wenn sich ihre — an Zahl gleichen — Kanten 
Äi, hi ...h^ imd fti, ^i . . . Ä|„ so ordnen, dass, falls irgend welche aufeinanderfolgende Kanten hx, /si+i . . . Äi+^ in 
einer Ebene liegen, dies auch für die Folge entsprechender Kanten Äj, k'i^± . . . ^i+^ gilt. — Man nennt die 
Flächen von 8^, von denen nur eine Kante dem Polygone P angehört, surüdiiretßttde Flächen von S^, die 
andern vorgesckd>me Flächen. Das Entsprechende gilt für 8^. Bezeichnet man mit hi, und C/, die Menge 
der Randflächen ß von Sj bez. y von S^, welche h auf einander folgende Kanten des Polygons P enthalten, 

so ist die Zahl m aller Kanten von P sowohl durch 1?^ + 2h^ -\- Z\ + ala auch durch c^ -{- 2cg + Sc^ . . . 

ausgedrückt. Nun gehören die erste und letzte Kante, die eine vorgeschobene Fläche von S.^ in P hat, 
zu einer vorgeschobenen Fläche von S^, d. h. zu einem vorgeschobenen «-eck (5 gehören n — 2 zurücktretende 

Flächen y, also ist deren Gesamtzahl (\ = fig -|- 2&4 -|- Sfi^ Analog ist \ = c^ -\- 2c^ ■\- Zc^ -\- 

Zieht man von 6^ -f- gJ^ + 863 + . . = c, + 2^ + Sc« -f . . . die Gleichungen ö, = e^ + 2c, + . . . und 
A3 + 26^ -j- . . , = Cj ah, so kommt nach Division durch 2 :\ -\- \ -\- h^ -\- . . = c^ -\- c^ -\- c^ . . . d. h. die 
ÄnsaM der vorgeschobenm Flä(^eti von S^ tmd S^ ist dieselbe. Bezeichnet man diese Anzahl mit 11, und 

schreibt den obigen Wert für m in der Form: m ^ 6^ -{- 2 (J^ -j- 63 -f- ö^ -f . .) -f- ig + ^\ + 2&g + 

so ergieht dies: m = h^ -\- 2v -\- Cy, d.h.: Die Zahl aUer cm ein Polygon P grenzenden Flächen b^ -{- c^ -\- 2v 
ist gleich der Zahl seiner Kamien; jede Flache so oft gesäklt, als sie getremtte K(mtenfolgen in P enthält; und: 
Bin Polygon F besitzt stets eme gerade Anzahl 2 v gemeinsamer Kanten zweier vorgesehci>enen Flächen ß und y. 

Denkt man sich die Kanten des Polygons P, die derselben Grenzfläche angehören, durch die übrigen 
Kanten der Grenzfläche ersetzt,' d. h. schafft man eine Fläche Yon 8^ gewissermaseen auf die andre Seite des 
Polygons, dass sie S^ angehört, so heisst das neue Polygon P' ein Nachharpolygon von P. Aus dem vorher- 
gehenden folgt dann: Jedes Polygon. P besitzt in Nachbarpolygone. 

Denkt man sich durch zwei auf einander folgende Kanten von P die Ebene gelegt, d. i. nichts 
anderes, als die Ebene einer an P grenzenden Fläche des Vielflaches, so liegt dieses, da es konvex voraus- 
gesetzt ist, ledigUch auf einer Seite dieser Ebene. Umgekehrt lasst sich zeigen'), dass ein beliebig im 
Räume gegebenes (aus Strecken zusammengesetztes) Polygon P ^ /Cj /% . . . fc^ als Kantenpolygon eines kon- 
vexen Vielflaches aufgefassfc werden kann, wenn jede durch zwei oder mehrere auf einander folgende Kanten 
gehende Ebene alle übrigen Kanten des Polygons auf ein und derselben Seite liegen hat. Wie ferner nach 
früherem isomorphe Polyeder durch Variation der Grenzebenen stetig in einander übergeführt werden können, 
so können auch zwei isomorphe Kantenpolygone — man denke sie sich als Polygone isomorpher Vielflaehe 
— unter Erhaltung ihres morphologischen Charakters stetig in einander übergeführt werden. Hat man nun 
auf einem Vielflache A^ (i Polygone Pj, Pg, ...P^, die sich nicht selbst oder gegenseitig durchsetzen, 
und zerschneidet man das Vielflach*) längs dieser Polygone, so zerfällt es in ji einfach berandete und ein 

1) Es ist, wena F«,; die Anzahl der singulären Jt-flaohe mit i mehrtantigen Ecken bezeicbnet: Fd,i=1; Fe,! = 3, 
¥6,^1=1, r6,3=l; F7,i = ll, Vj,s:=U, F7,3=-ß, F7,i=I; Fg, j =- 54, F8,3 = 93, F8,3-=70, F8,4-=a3, F8,5 = 3, Fa,c= 1. 
Die BugehBrigen Tiguren sind nach den bei Hennes angeföhrten Fonnela leicht terzuBtellen. 

3) Im. folgenden ist nur von allgemeinen Vielflachen die Rede, wenn nichts Besonderes bemerkt ist. 

3) Eberhard, Morphologie. S. 57. 4) Selbstverständlich ist hier und weiterhin stets die Oberfläche gemeint. 
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(t-fach berandetes Flächenfetili-k Ist also umgekehrt eine dm-cb die Polygone P^^, P^, . ■ ■ P/t ft-fach 
berandete polyedriscbe Flache gegeben, so kann man sie durcb jt einfach beraiidefce Fläehenstücke 
S-^, Sfi ... Sfi schliessen, falls deieu Kandpolygone P^,P^, ...PI, isomorph mit Pj,Pg,...P,, sind, lediglich 
durch Variation jener Polygone untei Eihaltung ihies morphologischen Charakters, 

78. Enthaltende (leducible) und enthaltene VieMache. Erweitemng eines Vielflaches. Sind die 
eben besprochenen Polygone P,, P2, P,, des Vielflaches A„ so beschaffen, dasa sich, mit Weglassni^ des 
(t-fach berandeten Stückes, die ;* polyednschen Flaehenatücke 8^, S^, . . . Sft (natürlich nach Variation der 
Grenzebenon, welche den morphologischen Charakter nicht ändert) zu einem nenen Vielflaeh Ap (wop<Mist) 
zusammensetzen lassen, so heisst dieses nene Vielfiach Ap enthalten in An, oder enthaltenes Vielflach, und 
Ati heisst das enüialiende (reducible) Vidflach. Umgekehrt wird sich dann aus Aj, dnrch Zerschneidung längs 
gewisser polygonaler Züge, wodurch die Oberfläche in jt einfach zusammenhängende Stücke zerfällt, und 
Einfügung des fi-fach berandeten Mächengürtels zwischen die nun getrennten Teile S^, S^, ■ ■ ■ Sf, durch 
Erweitenmg das Vielflach A„ herstellen lassen. Existiert nun auf einem Vielflache ein System von Poly- 
gonen Pi,...P/,, von denen iedea mit einer bestimmten Anzahl der anderen längs je eines bestimmten Zuges 
dentiseh ist, welche das Vielflach in ft einander aussehii essende Stücke S^, 8^, ... Sji teilen, und lassen sich 
diese Stücke nach Zerschneidung des Vielflaches längs der polygonalen Züge nach Einfiigung von ErweÜerungs- 
ftächen an ihren RSndem zu einem neuen Vielfiach schliessen, so heisse das System der Polygone ein 
Enceiierungsnetz des ursprünglichen Vielflaches. Wie längs eines solchen Erweiterungsnetzes stets aus 
einem m^prünglichen J„ ein erweitertes A^-^v erhalten werden kann, zeigt die folgende Konstruktion. Es 
bestehe zunächst das Netz nur aus dem einen Polygone P, und S^ und 8 seien die einfach durch P 
berandeten Teile, in welche das Vielflach A^ durch Zerschneidung längs P zerfällt. Die Randflächen auf 
S^ seien ßi, ß^,- ■ . ßi, die auf 'S seien j?^, y^,. . ■ fk- Auf den beiden Randgürteln der ß und y konstruiere 
man die mit P isomorphen Polygone P' und P" — in Fig. 68 punktiert gezeichnet — , welche die mit 
8^ und 8 isomorphen polyedrischen Flächen S^' und 
jS" beranden. Man orientiere dann die beiden Poly- 
gone P' und P" so, dass jede Kantenfolge, die 





in P" auf einer und derselben Fläche y verläuft, in P' in einer Ebene liegt, und dass umgekehrt jede 
Kantenfolge, die in P' in derselben Mäche ß verläuft, in P" in einer Ebene liegt. Legt man dann durch 
alle Kanten von P' und P" Ebenen, durch die Kantenfolgen die schon erwähnten^ durch Einzelkanten — wie 
die Mittelkante auf ß^ (Fig. 68), welche dei- ein zel verlauf enden Kante von P" auf y^ entspricht — beliebige, 
so bringt man diese Ebenen, deren Anzahl gleich der Zahl m der Kanten des Polygons P ist, leicht so zum 
[Schnitt, dass gerade das Polygon P von dem Vielflach abgeschnitten wird, und zwischen die beiden Bestandteile 
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S' und S^' ein Gürtel von »? FLichen eingeschaltet ist. Vergl. Fig. 69, S. 100. Die hier stark gezeichneten 
Polygone sind die punktierten dei Fig 68. Die eingeschalteten Flächen d, die an S' grenzen, sind an Zahl 
den ß gleich, denn sie gienzen an entsprechende Ufer der isomorphen Polygone; die Flächen e stimmen an 
Zahl mit den y überein, aus demselben Grunde. P hatte m Kanten. Dies war nach dem früheren Satze 
auch die Anzahl ^ -j- 5' dei Flachen, also sind auch m = $ -\- s Flächen eingeschaltet, imd das die Flächen 8 
und e trennende neue Polygon ist somit ebenfalls »j-kantig. Längs dieses neuen m-kantigen Polygons kann 
man mittels derselben Konstruktion wieder m Flächen einschalten u. s. w. Man kann somit dui'ch Erweiterung 
längs eines »w-kantigen Polygons P aus einem Vielflach Ä^ ein Vielflach A„^fim konstruieren, wo 6 jede 
behebige positive ganze Zahl bedeutet. Da man femer das Polygon P beliebig wählen bann (die Beschränkungen 
a. später), so lässt jedes Vielflach unbeschränkt viel Erweitermigen zu, auch von einer nicht durch m teilbaren 
ganz beliebigen Anzahl von Flächen, da man ja auf dem eingeschalteten Gürtel durch Abschneiden von 
Ecken imd Kanten, d. h. durch eine der drei Fundanaentalkonstruktionen, beliebig viel Dreiecke, Vierecke und 
Fünfecke einfügen kann. 

Besteht das Erweiterungsnetz aus mehreren Polygonen F^, F<^, . . . Pf,, die sich nicht schneiden, 
so führe man die obige Konstruktion zunächst an einem Polygone, etwa P^, aus, Auf dem erweiterten Viel- 
flache sind noch den F^, P^, . . . F,, isomoi-phe Polygone enthalten, da ja das „ausaerhalh" P^ befindliche 
polyedrische Plachenstück S nicht morphologisch geändert worden ist. Nun erweitere man längs Pg u. s. w. 
Das schhesslich erhaltene Vielflach enthält die (i von den Polygonen Pi einfach berandeten FlächensiUcke 
St, S^ . . . S,, in durchaus getrennten Lagen. 

Jeder Bestandteil S muss mindestens drei Flächen enthalten. Denn besteht S^ nur aus einer 
Fläche ß, so liegen alle Randkanten des Übrigen Teiles von A^ in einer Ebene, und da in einer Ecke nur 
drei Flächen zusammenstossen dürfen, so kann man an den Rand von A„ — Si keine andern Flächen 
ansetzen, als eben wieder die Flache cc. Entsprechend ist die Überlegung, wenn S^ nur zwei Flächen a und ß 
enthält. Dagegen kann man wohl einzelne Flächen a, ß . . . isolieren, nur müssen die sie berandenden Poly- 
gone sich um mehrere getrennte Flächenstücke Si erstrecken. Ein Beispiel hierfür zu geben wird sich in 
Nr. 83 Gelegenheit finden. (Vergl. Fig. 3" Tafel VI.) Woran erkennt man nun, dasa ein Vielflach A' durch 
Erweiterui^ aus einem andern Vielflach A entstanden ist, d. h. dass A' enthaltendes (reduciblea) Vielflach 
ist? Dass es nicht-enthaltende (irredueible) Vielfiache giebt, lehren das Vier-, Fünf-, Sechs- und Siebenflach; 



denn aus diesen lassen sich keine Flächen ausschalten, so dass die Eestfiächer 
Oberfläche eines Vielflaches zuaammenfügbar bleiben. Soll ein Vielflach 
enthaltend sein, so muss auf ihm eine (t-faeh beraudete ((t^2) polyedrische 
Fläche F^ existieren, deren (i Randpolygone Pi, ...Pp folgende Eigenschaften 
Sie müssen sich so in einzelne getrennte Stücke (Kantenfolgen) 



P;,-= l/,,i + l!,,2-\ h ^".'■-1 + k>' 



für sich zur 



i + • ■ ■ + k, 

(J-l,2,...rt') 
— jedes Polygon P/, in Bezug auf den eingeschlossenen Bestandteil Sh in • 
demselben positiven Sinne, d. h. dass ein im Polygone wandernder Punkt 
die eingeschlossene Fläche S/, zur Linken hat, durchlaufen — , dass erstens 
je zwei Kantenfolgen +^,-,ä und + /*,; entsprechend isomorph sind, dass 
zweitens in P; und P* auf die Züge + li,^ und — i^,; resp. zwei Züge Kg. m. 

-}- h,k- und — Ik^i- folgen, und dass drittens in Pjj' an den Zug -j- lj,'^i sich 

der Zug -|- Ji'^i schliesst. Als Beispiel diene ein in Fig. 70 dargestelltes reducibles Vielflach mit vier 
Polygonen P^, Pg, Pg, P^, welche die polyedrischen Flächen Sj, S^, S^, S^ einfach beranden. Nach 




1) Natürlich braucht das h^ Poljgoi 
i enthalten. Vergl. das folgende Beispiel, 



Pj^ nicht sämtiiolie Kantenfolgen l,^ ^ (» = 
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Ausschaltung der vierfach beraudetsii Fläche F^ lassen sich dann die vier Stücke S^, S^, S., S^ zu dem 
Vielflache Fig, 71 zusammensetzen. Die vier Polygone sind hier: 

( \- Vl--'^ -Ps = ^3,1 + ki + k^ + ^3,ä, 

"^JlJL-J^ ^* — '*'' + ^^''' 

V' J ^y Die öinzebien Züge aind in der Figur durch scMrfer hervortretende Punkte getrennt. 

\^ S, y Zu jedem Zogo existiert ein isomorpher, z. B. ist k^ isomorph mit — ^, i. Auch die 

andern obigen Bedingungen sind erfüllt. Z. E. folgen in Pg und P^ auf die Züge 

4- k'i u'i'^ — ^3,3 ''fi^' "i^® Züge -j- Za^i und — \^, und in V^ schliesst sich an den 

Zug -\-ki "ißi' 2ug ■\-ki- — Ein weiteres Mittel, ein gegebenes Vielflach A„ auf seine Reducierbarkeit 

zu prüfen, wird sofort gegeben werden. 

79. Die charakteristische Gleiclinng eines Vielflaclies. Definitionen verschiedener Erweiterungen. 
Aus den beiden Gfleichungen für ein (allgemeines) w-flach: 

/i + f. + f.+ ■■+/.-.-» ™<i 3A + 4AH (-(»-Ijf.-i-Sn-lS 

folgt, wenn man die erste mit sechs multipliziert und dann die zweite subtrahiert: 

3/. + 3A+/.-/i-3/8 (»-!)/„_, = 13, 

d. h die linke Seite dieser Gleichung hat den von der morphologischen Eigenart, d. i. von der Zahl und 
Art der Flächen des Vielflaches invarianten Zahlenwert 12. Diese Gleichung soll Mt charakteristische Gleichung 
des allgemeinen n fachfib heissen. Die nächste Nummer wird weiter auf sie eingehen; hier dient sie nur 
zu folgender Betrachtung. Es sei mit Bezug auf die vorhergehenden Untersuchungen fl die Zahl der vecke 
der polyedrischen Eioschaltungsfläche F^^ und d die entsprechende Zahl für das enthaltene Vielflaeh, also 
fi + fi die Zahl der ^ecke in dem enthaltenden Vielflache. Dann ist 

3(/.+« + 2«+m+f5 +«,'-(/;+/;')- äifi+A.') 12, 

und da die charakteristische Gleichung auch für das enthaltene Vielflaeh gilt, S/a + S/'^ -j- /a — ti = 12. 

Durch Subtraktion beider Gleichungen ergiebt sich für die Eegrenzungsflächen der Einschaltungsfläehe F/^ 
die Relation: 3/^'+ 2//-J- f^ — // — 2/„" — ■ = 0. Sie giebt ein Mittel au die Hand, um zu untersuchen, 
ob ein gegebenes Vielflach enthaltend ist, und um die etwa in ihm enthaltenen Vielflache zu bestimmen. 
Sehr bemerkenaweit ist dabei, dass diese Relation, ebensowenig wie die charakteristische Gleichur^, die Zahl 
der Sechsecke enthalt, diese können also m F/ noch in beliebiger Anzahl vorkommen. Hat die Gleichung 
die Lösungen ft^ft^fn^fT^ ^0, so besteht Ff, nur aus Sechsecken. Eine solche Erweiterung 
heisse Flenwntarcnveitermig; das Polygormetz auf Ä„, das eine solche Erweiterung zulässt, heisse 
Elemmtamet)3 und die polyedrische Fläche Ff,, die lediglich aus Sechsecken zusammengesetzt ist, werde 
ein Sexagonoid genannt. Besteht das Elementametz nur aus einem einzigen Polygone P, so heisse dieses 
ein Mementm-polygon, und die .aus Sechsecken bestehende nur zweifach berandete Ei-weiterungsfläche soll 
Ekmenimgwrkl heissen. Ein Elementarpolygon P, welches das Vielflach in die beiden Bestandteile S^ und 
Sa so teilt, dass sich zwischen den Rändern P' und P" von S^ und iS^ eine einfache Reihe von Sechsecken 
derart einschalten lässt, dass jedes Sechseck zugleich Eanten von F' und P" enthält, wird Normalpolygim 
genannt; die einfache Reihe von Sechsecken heisst Normalgürtel. Die Wichtigkeit und Notwendigkeit der 
Einführung dieser neuen Begriffe ergiebt sich aus den weiteren Untersuchungen. 

80. Einteilung der Vielflaeh« in Bereiche, Stämme und J'amiliea. Die charakteristische Gleichung für 
die allgemeinen Vielflache lässt sich in die beiden Gleichungen zerfallen: 

3/3 + 2/, + A — 13 = m, /7 + 3/8 + 3/e 4 = m, 

worin m eine positive ganze Zahl ist. Sie sollen weitei'hin kurz als die beiden Stammgleichungen bezeichnet 
werden. Alle Vielflache, die zu demselben Werte von m gehören, sollen einen Bereich bilden. Es werden. 
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also dem Werte von in gemäss sänitlicJie vorhandenen Vielfiache in die Bereiche B^,B^, . . . JB^ eingeordnet. 
Pur einen bestimmten Wert von m, d. b. in einem bestimmten Bereiche, existiert (so lange m endlich ist) 
eine ganz bestimmte Anzahl von Lösungen f^,f^, f^, fi,f^ ■ . ■ der beiden Stammgleiehungen. Alle Vielflache, 
die zu demselben Lösui^ssystem gehören, bilden einen Stamm. Danach besitzt jeder Bereich eine be- 
stimmte endliche Anzahl von Stämmen. AUe VieMache desselben Stammes können sieh in zweierlei Hinsicht 
von einander imterseheiden. Erstens in der Anordnung der Flächen des für den Stamm charakteristischen 
Lösimgssystems /aj/l ■ ■ ■ /a ■ - - ind zweitens in der Anzahl der Sechsecke, die von dem Lösrmgssystem 
unabhängig ist. Nicht aUe Losungen des Systems der Stanungleichmigen werden ja für sich die Oberfläche 
eines existierenden Vielflaches bilden können; eine gewisse bestimmte Minimalzahl von Sechseeken wird 
anter Umständen zur Konstruktion hinzugenommen werden müssen. Lassen sich aus einem aus dem 
Lösungssystem der Stammgleiehungen und einer gewissen Anzahl von Sechsecken konstruierten Polyeder 
keine Sechsecke aussehlieseen, so dass die Eestflächen allein ein Vielflaeh bilden können, ao heisst das 
Polyeder irredudhel, im andern Falle reducihel. Jeder Stamm enthält dann eine endliche ÄneaM wredueiUer 
Stammvielflache. Aus jedem dieser irreduciblen Stamm vi elflache lassen sich nun durch Elementarerweiternng 
d. h. Einfügung von weiteren Sechsecken, unbegrenzt viele Vielflache, die also reducihel sind (eben auf das 
Stammvielflaeh) ableiten. AUe so aus demselben irreduciblen Stammvielflach abgeleiteten Vielflache gehören 
zu derselben Familie. Es gilt sonach, um das Gfesagte zusammenzufassen: Die Vielflache zerfallen iu unendlich 
viel Bereiche B^jB^jB^ . . ., jeder Bereich hat endlich viel Stämme H^, m, . . ., jeder Stamm hat endlich viel 
irreducible Vielflache und somit endlich viel l'amihen, jede Famihe hat unendlich viel Typen, die sich nur 
durch die Einschaltungsflächen, welche lediglich aus Sechsecken bestehen, unterscheiden.^) Hiernach sind 
sämtliche existierenden Vielflache eingeteilt, allerdings nicht nach der blossen AnsoM ihrer Grenzflächen, 
sondern nach ihrer morphologischen Abhängigkeit von einander, und für jedes vorgelegte Vieiflach lässt sich 
der Platz in diesem System sofort angeben. 

81. Stellung der weitereR ProI)leme. Ein Vielflach ^n+/,, das durch Elementarerweiterung aus 
einem irreduciblen Vielflach Ä^ entstanden ist, besitzt dieselben charakteristischen Zahlenwerte der f^,f^ u. s. w. 
und gehört zu demselben Stamme und Bereiche. Zur Ableitung aller möglichen Polyedertypen wird man 
sich also auf die Stammpolyeder beschränken können. Für jedes derselben sind dann die Polygone bez. 
Erweiterungsnetze zu bestimmen, längs denen eine Einschaltung von hexagonoidischen Flächen statthaft ist. Es 
sind also die Eigenschaften solcher Polygone im folgenden zunächst zu untersuchen; es ist ferner zu zeigen, 
in welcher Weise die gewünschte Erweiterung zu erledigen ist. Von besonderer Wichtigkeit wird dabei die 
Betrachtung der hexagonoidischen Einschaltungsfläche .F^ aji sich sein. Dann sind noch die Fragen zu 
beantworten, welche für die Einteilung der Vielflaehe in der geschilderten Weise von grundlegender Bedeutung 
sind: Gehört zu jeder beliebigen Zahl m ein Bereich von Vieiflachen? Definiert jedes Lösungssystem /j- der 
Stamm gleichmigen auch wirklich einen Stamm von Vielflachen, d. h. giebt es, imter Umständen mit einer 
bestimmten endlichen Zahl von Sechsecken verbunden, wenigstens zu einem Vieiflach Veranlassung? Die 
folgenden Nummern sollen hierüber Aufschluss erteilen. 

82. Die Elftmeufarpolygone und Elementargfirtel. Unter einem Elementarpolygon eines Vielflaches 
war ein solches zu verstehen, das eine Spaltung des Vielflaches in zwei einfach durch dieses Polygon berandete 
Stücke S-^ und Äj und Erweiterung durch einen Elementargürtel, d, h. einen Gürtel von Sechseeken zuljess. 
Es sei P ein solches Elementarpolygon auf Ä^ und mit O sei der einzuschaltende Gürtel von m Sechsecken 
bezeichnet, dessen Randpolygone it, und B^ also isomorph mit P sind, G besteht im allgemeinen aus 
mehreren Elemeniarstreifen, d. h. einfachen Reihen von Sechsecken, von denen immer nur ein, vorhergehendes 
an ein folgendes grenzt. Teüt man den Gürtel von iü^ aus in solche Elementarstreifen, so mögen sieh r^ 
vollständige, d. h. ringsum geschlossene, zweifach berandete, und pj unvoUatändige, einfach oder mehrfach 
unterbrochene Streifen ergeben. Die entsprechende Zerlegung von G von B^ aus führe zu 



1) Soweit diese Behau ptuu gen nicht von selbst eiüleuciiteji, gind sie später zu beweisen. 
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und ßä unvollständigen Streifen. Dann laaat sieb leicht beweisen:^) Wie auch der Gürtel (x beschaffen sein 
mag, es gilt stets r^ = r^ und Qi = Q^, "ä. t- die ZaM der Tollatändigen und unvollsiändigen Elementaratreifen 
ist nnabhängig davon, ob die Zerlegung des Gürtels von dem einen oder andern seiner Randpolygone aus 
erfolgt. Die Zahl y = »"i + ^j der vollständigen und unvollständigen Sti'eifen Leisst die ÄmpUktde des 
Gürtels G. — Es wird nun weiter der Satz bewiesen: Jedes Fotygon F^ avf G, welches G m iswei 'zweifach 
herandete Gürtel Gj und G^ teilt, ist ein Elementarpolygon. Denn da das mit J^ isomorphe Polygon B^ ein 
Elementarpolygon ist, so kann man an M^ nach Weglaesung der polyedrischen Fläche S^ wieder einen 
Gürtel Gj' ansetzen, welcher isomorph mit G^ ist. Dann ist das Randpolygon P^ dieses Gürtels natürlich 
isomorph mit Pj, und die Polygone Pj und Pg sehliessen einen aus m Sechsecken bestehenden Gürtel ein, 
d. h. aber, Pj, an welches sich dieser Gürtel (PiP^) hat ansetzen lassen, ist ein Elementarpolygon. — Es 
werde nun angenommen, auf dem Gürtel (?(BjPg) seien zwei unter sich isomorphe Polygone P^ und P^ 
vorhanden, die sich nicht sehneiden. Dann kann bewiesen werden:') Zwischen P^ wrtd Pg liegt auf G 
stets noch ein drittes mit den Bandpolygonen Pj tmd S^ des Gürtels isomorphes Polygon P^. Ein solcher 
Einschaltungsgürtel G, welcher zwei isomorphe Polygone P^ und Pg enthält, heisst aber dann redimbel, 
denn er zerfällt in die Gürtel GlB^Pg) und G(PgE^), welche vou isomorphen Polygonen berandet sind; 
ea kann also einer dieser Teilgürtel weggelassen werden und die Stücke 8^ und S^ können durch den andern 
Tei^ürtel allein schon zu einem erweiterten Vielflaehe geschlossen werden. Ein Gürtel G ist demnach 
vrredu&hel, wenn sich auf ihm keine isomorpJten Polygone P^ und P^ dehen lassen. Hat man andrerseits auf 
einem Görtel G alle mit M^ und JJj isomorphen Polygone P^P^ . . M" gezogen, so kann man ihn in ö + 1 
im aMge/nei/n&n nicht isomorphe irreducihle Elementargürtel zerlegen. Ist 6 = 0, so ist schon der ursprung- 
liche Gürtel irreducibeL Es gilt nun der äusserst wichtige Satz:^) Die Ansahl der su einem heliängen 
Elementarpolygone gehörigen irreduciUen mtd allomorphen Ekmentargürfd ist endlich; d. h. ein bestimmtes 
VielHach Ä„ ^sst sich längs eines auf ihm etwa enthaltenen Elementarpolygons nur auf eine endliche Anzahl 
Weisen durch in-educible allomorphe Element argürtel erweitem. Zum Beweise des Satzes setze man an das 
Polygon P^ fortgesetzt Elementarstreifen an, dass man eine, vielleicht in das Uuendliehe gehende, polyedrische 
Fläche von Sechsecken erhält. Man konstruiere ferner auf dieser Fläche alle möglichen mit R^ isomorphen 
Polygone Pj, Pj, P^ . . ., welche mit P^ die nidiUsomorphen irreduciblen Gürtel G^,G^ . . . beranden. Dann 
kann Pg nicht ganz auf dem Gürtel zwischen P^ und Pg liegen, denn sonst wäre der Gürtel (?g eben 
reducibeL Es kann aber jedes folgende Polygon, z. B. Pg, nicht ganz ausserhalb des Gürtels G^ liegen, 
sonst wäre der Gürtel G^ redueibel, d. h. es wird P^ von jedem folgenden Polygon geschnitten. Hat aber 
das Polygon P^ o, Kanten, so hat jedes mit ihm iaomoi-phe Polygon P^ ebenfalls a Kanten. Da sich nun 
kein Polygon über mehr als — Elementaratreifen erstrecken kann, da es ja mit einer Flache « eines 
Eiern entarstreifena, den es durchquert, mindestens zwei Kanten gemeinsam bat, (bei — Streifen hätte 
das Polygon, da es doch nach dem Äuagangsstreifen zurück muss, schon 4 ■ r-|-l „Querkanten"), so folgt: 
Ist y die Amplitude des Gürtels (P^.^), so sind sämtliche mit P^ isomorphen Polygone P3, . . . P,- auf dem 
an P^ gesetzten Gürtel von Elementaratreifen von der Amplitude y + \i\ enthalten, wenn a die Zahl der 
Kanten des Polygons Pj^ ist. Nun ist die Zahl der Elementarpolygone dieses Gürtels sicher endlich, also 
giebt es auch nur eine endliche Zahl von Polygonen, die mit P^ isomorph sind und irreducible allomorphe 
Gürtel beranden, w. z. b. w. — Bezeichnet di die Anzahl der Secheecke des irreduciblen Elementargürfels 
Gi, so ist die Zahl der Sechsecke eines zu einem Elementarpolygon P gehörigen reduciblen Gürtels gegeben 

durch ttjöi + ffgeg-] \-K^6f,, wo p die Anzahl der möglichen irreduciblen Gürtel, die «; beliebige positive 

ganze Zahlen einschliesslich der Null bedeuten. Im allgemeinen wird ein reducibler Gürtel G auf mehr als 
eine Weise iu ein System sieh ausschliessender irreducibler Gürtel zerlegt werden können. 

3) ebenda, S, 69. 
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83. Normalpolygone und Normal^rtel. Reduziert sieh für ein Elementarpolygon wenigstens ein 
zugehöriger irreducibler Elementargiirtel auf nur dnen vollständigen oder unvollständigen Elementar streifen, 
so iat das Polygon Normalpolygon genannt worden, der Gürtel ein Normalgürtel. Die vergleicliende 
Betrachtung der Vielflaehe lehrt, dass diese Polygone die häufigsten und auch wichtigsten sind. Als Beispiele 
dienen die Normalpolygone eines Sechsflaches, Fig. 1^ und 2*, Tafel VI. Längs des Polygons der Form, wie 
es Fig. 1°' zeigt, lässt sich ein aus drei Secheecken bestehender, vollständiger Nonna]gürtel einschalten. Das 
resultierende Neunflach ist in Fig. l"* dargestellt.-^) Längs des Polygons in Fig. 2* iässt sich sowohl ein 
unvollständiger als ein vollständiger irreducibler Gürtel einfügen. Den ersten zeigt Fig. 2^, den zweiten 
Fig. 2°; jener besteht aus zwei, dieser aus vier Sechseelcen. In Fig. 2'' sieht man die aus jenen beiden 
irreduciblen Gürteln bestehende redueible Einsehaltungsfiäehe aus sechs Sechsecken. Man findet den in 
voriger Niunmer erwähnten Satz, dass sieh diese Einschaltungsfläche von beiden Polygonen R-^ und R^ aus 
in gleichviel- vollständige und unvollständige Streifen zerlegen lässt, bewahrheitet. Die trennenden Polygone 
sind in der Figur punktiert gezeichnet. Sie sind isomorph mit E^, was die Einschaltungsfläche als 
reducibel charakterisiert. — Es fragt sich nun, welches ist die Gestalt eines Normalpolygons, wie findet 
man auf einem Vielflach ein Normalpolygon und wie erhalt man die Einsehaltungsfiäehe. Zunächst gilt der 
Satz: Von den Kernten eines Normalpolygons kömim hödtsiefns drei auf cinanäer folgende m einer Ebene liegen. 
Denn lägen in dem Normalpolygon P, welches das Vielflach in die Teile S und S' spaltet, die vier auf 
einander folgenden Kanten \, ]c^, kg, \ in einer Ebene d. h. einer Fläche k des Bestandteiles jS", so würde, 
wenn man das Vielflach längs P zersclmitte und an die freie Berandung von 8 die Reihe Sechsecke ansetzte, 
das Sechseck «', welches an der Stelle der früheren Fläche a liegt, vier Kanten mit dem Polygon gemein 
haben; es blieben also nur zwei Kanten dieses Sechsecks übrig, die nicht an P grenzen, d. h. aber, die 
«' benachbarten, an P grenzenden Sechsecke ß und y hätten eine Kante k gemein. Der Erweiterungsgürtel 
bestände also nicht aus einer einfachen Reihe von Sechseeken, d. h. P wäre kein Normalpolygon, was gegen 
die Voraussetzung ist. Es lägst sieh nun weiter durch ausführliche Betrachtungen^) zeigen: Damit em 
Kwntetipdlygon P^^i, /cs, ^a, --- ^2« ein Normalpolygon sei, ist es notwendig wnd hinreichend, dass die Anzahl 
semer Kanten eine paare ist wnd dass in mindestens einer der beiden Kantenfolgm fti, Äbj ^5 • ■ ■ Äs»,_i und 
Äa, hi, 'ke . ■ . hm, je zwei henachharte Kanten nicht in einer Ebene liegen. 
Man bezeichnet die Kantenfolge, welche diese Bedingung erfüllt — etwa 
Äj, ^, ... fem— 1 — als eine Folge von Gegenkanten. Ist auf einem Viel- 
flach eine solche Folge von Gegenkanten g^eben, die mit ihren Ver- 
bimdungskanten das Normalpolygon bilden, so geschieht die Einschaltung 
des SechsecksgOrtels auf folgende Weise. Man kappe alle Gegenkauten 
k^,\... (Fig. 72) des Polygons durch sich nicht störende vierseitige 
Schnitte d^ , S^, St,, ... weg. Jede der Randflächen ^5^ bez. y.- der beiden 
Bestandteile S und 8' erhalt dadurch, je nach dem Laufe des Polygons 
eine oder zwei Kanten mehr. Nun bringe man jedes der Vierecke mit 
den beiden Nachbarviereeken zur Kreuzung. Es ergiebt sich dann die 
fortlaufende Reihe von Sechseeken S-^^, S^, . . ., an Zahl gleich der der 
Gegenkanten des Normalpolygons^), und die Randfläehen ßi und j/j nehmen -Pi^ .,3 

dabei ihre ursprünghehe Gestalt wieder an. Es streitet übrigens nicht 

gegen den Begriff des Normalpolygons, wenn zwei isomorphe Züge desselben identisch zusammenfallen; jede 
doppelte Kante ist bei der Konstruktion des zugehörigen Normalgörtels durch zwei einander eeitende Vierecke 
von dem Vielflach abzuschneiden. So ergiebt sich aus dem Sechsflach Fig. 3* Tafel VT das Zehnflach Fig. 3*' 
durch Einschaltung des aus vier Sechsecken bestehenden vollständigen Normalgürtels längs des Polygons, 

1) Die eingeschalteten Sechsecke sind hier und im folgenden schraffiert. Die Polygone sind dem früheren ent- 
sprechend bezeichnet. 2) Eberhard, Morphologie, S. 70. 

3) Wenn es eich, wie bisher vorausgesetzt, nicht selbst schneidet (s. hierüber später). 
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welches die den Bestandteil S^ bildenden beiden Dreiecke isoliert. (Vergl, hierzu Nr. 78.) Der l'all, daaa 
sich das Normalpolygon selbst schneidet, kommt in der nächsten Nnmmer zur Sprache. 

84. Die Gegenkauteusysteme eines Vieiflaches und die Bestimmuug der Normalpolygone. Bestimmt 
man zu einer beliebigen Kante \ eines Vieiflaches A„ die vier Gfegenkanten Ji^ir Kst Ka? hi (^'g- '^^)> ^'^ 
jeder von diesen wieder die vier Gegenkanten, u. s. w., so erhält man ein Geger^animsysism des Vieiflaches. 
Umfesst dieses System noch nicht alle 3w — 6 Kanten, so nehme man eine noch 
nicht darin enthaltene Kante des Vielflaches und wiederhole für diese die Bestimmung 
der Gfegenkanten. Da, wie leicht ersichtlich, von jeder Ecke des Vielflaches eine 
Kante eines Systems ausgehen muss, in jeder Ecke aber nur di-ei Kanten zusammen- 
treffen, so kann es höchstens drei Gegenkanteusyeteme geben. Um nun sämtliche 
Normalpolygone eines gegebenen Vielflaches zu bestimmen, verfahre man folgender- 
massen. Man gebe der zuerst gewählten .Kante Ä;^ einen bestimmten Sinn, in dem 
sie durchlaufen wird, und bestimme in demselben Sinne zu k^ die beiden Grcgenkanten 
\j^ und üpg. Dabei bewegt sich ein von der Kante Ä^ nach \^ oder k^^ schreitender Punkt von dem End- 
punkte von ^D im ei-sten Falle nach links, im zweiten Falle nach rechts um die zu /c,, gehörige Seheitel- 
fläche a (Fig. 73). Man bezeichnet deshalb kf,^ als liiiksselUge, h^^ als rechtsseitige Gegenkante von A^. Nun 
bestimme man in demselben Simie weiter die linksseitigen und rechtsseitigen Gegenkanten zu Ä^j und \^, 
etwa ftpij^ und fe^jj, sowie ifcpgj und \^^, zu jeder von diesen wiederum die beiden Gegenkanten, und so fort. 
Dann wird nach «-maliger Wiederholung dieses Prozesses eine beliebige erhaltene Kante K=hüi^f^,,...,. {wo 
jedes B entweder 1 oder 2 bedeutet) entweder identisch mit \ sein oder mit irgend einer der Kanten 
fc)ji«,...(^ (A < i), durch welche man bei der Ableitung von \ nach K gelangt.^) Im ersten .PaUe sind die 
von \ ausgehenden und dahin zurückführenden Gegenkanten die eines Normalpolygons, dem die Kante 
\ angehört. Im zweiten PaUe ergiebt sich ein Normalpolygon, dessen Gegenkanten die von l^t^s^..,t^ nach 
der mit ihr identischen Kante Äo(,(,..,(; führenden Gegenkanten sind. Denselben Prozess hat man von der 
Kante h^ aus zu wiederholeUj indem man ihr den entgegengesetzten Sinn beilegt. Sind in den gefundeneu 
Normalpolygonen noch nicht sämtliche Kanten des Vielflaches enthalten, so verfahre man mit einer neuen 
Kante Sq' wie mit Äg u. s. w. Nach dem früher Gesagten wird man im ungünstigsten Falle den Prozess 
dreimal auszuführen haben, da dami sämtliche Kanten des Vielflaches erschöpft sein müssen. Damit sind 
auch alle Normalpolygone des Vielflaches bestimmt. Es fragt sieh nun, wie gross ist die Zahl der Gegen- 
kantensysteme eines vorgelegten Vieiflaches? Es seien feg, /%, itg . . . Ä^ die auf einander folgenden Kanten 
einer seiner Fachen ffm+,. Die von den Ecken dieser Mäche ausgehenden Kanten seien mit Tii bezeichnet, 
und zwar soll ^' mit Ä/_i und hi eine Ecke bilden. Dann gehören, wenn man rii^s um diese Fläche von 
Äg aus geht, zu einem System von Gegenkanten: Äp, h^, /c^, h,J, kg, Jc^'. . ., d. h. es ist von den Kanten der 
Fläche immer die drittfolgende Kante mittelbare Gegenkante voi /„ Ist also m-A^X eine durch drei teilbare 
Zahl, 80 gelangt man bei Bestimmung der Gegenkanteu zu / nich einem Umlauf um die Fläche zu \ 
zurück und an jeder Ecke von ß^„_|_i befindet sich soweit eme Gegenkante von \. Ura alh Kanten von 
«m-i-i als Gegenkanten von einander zu erhalten, muss man den Umlauf noch bei zwei weiteren Kanten, 
etwa /^ und feg, beginnen. Man sehliesst leicht weiter Besttne^ samüiche Flächen eiftes Vidfiaches eine dttrch 
d/rd tdJha/re KantmsaM, so hat es drei getrennte Gegenkantensysteme Kommt dagegen an einem Vielflach auch 
nur eine Fläche vor, deren Kantenzahl von der Form 3i -f 1 odei dv~{-2 ist, so zeigt sich, dass sämtliche 
Kanten dieser FULche mittelbare Gegenkanten zu einandei sml J h aber, alle Kanien des Vieiflaches bilden 
in diesem Falk ein einsiges Gegenlcanlensystem, da die Zihl der Get;enkanten verschiedener Systeme an jeder 
Ecke dieselbe ist. Es lässt sich beweisen^), dass für jedes « von der Form S -\- 2p Vielflache konstruiert 
werden können, für welche die Zahl der Kanten jeder Grienzfliehe ein Vielfaches von 3 ist. Di^e 



1) Natürlich gelten sie nur ala identiach, wenn sie 1 e m. im, t u "\Iile in derselben Bichtung durchlaufen werden. 

2) Eberkard, Morphologie, S. 8i. 
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Vielflaclie seien als solche der zweiten Klasse, alle übrigen als solche der ersten Klasse bezeichnet. In 
Fig. 74 ist als Beispiel fiir ein Vielflaeh der zweiten Klasse das Zehnflach Xig^ mit seinen drei Gegenkanten- 
systemen dargestellt. 

Bestimmt man auf einem Vielflach An, nachdem man einer ersten Kante \ einen bestimmten Sinn 
beigelegt hat, eine linksseitige Gegenkantenfolge k^fk^jk^ . . ., d. h. eine Folge von Kanten derart, dass jede 
nächste Kante linksseitige Gegenkante der vorhergehenden ist (Fig. 74), dann ist die Folge der Zwischen- 
kanten eine rechtsseitige Gegenkantenfolge, wenn man sie in derselben 
Richtung beschreitet. Nun ist die Zahl der Gegenkauten zu k^ eine begrenzte; 
also muas, wenn man genügend weit geht, eine Kante h^ auftreten, die 
entweder a) mit einer der vorhergehenden Kanten zusammenfällt, und zwar 
entweder mit einer Kante der Folge k^,k2!\ ■ ■ • (Fall a') oder einer ihi'er 
Zwischenkanten (Fall a") oder, die b) als dritte Kante in eine Ecke des 
Zuges neu eintritt. Bei einem Vielflaeh der zweiten Klasse mit drei voll- 
ständigen Gegenkantenay Sternen können die Fälle a") und b) sicher nicht 
eintreten, denn sonst kämen in einer Ecke zwei Gegenkanten zusammen; 
dagegen muss Fall a') stets eintreten, und zwar kehrt der linksseitige wie 
der rechtsseitige Gegenkantenzug zu \ wieder nach /Cj selbst zurück. Wäre 
nämlich km die erste Kante, die mit einer Kante des Zuges k^,k2,...ki^i, 
hi . . .km-i, ha zusammenfiele, etwa mit ft,-, dann müsste auch als vorher- 
gehende linksseitige Gegenkante k^—i mit hi—i zusammenfallen, d. h. km wäre nicht die erste in den 
Zug hineinfallende Kante: es muss daher km mit k^ zusammenfallen. Eine solche Folge von Gegenkanten 
wird sich also zu einem geschlossenen, sich nicht kreuzenden Polygon sehliessen lassen, d. h.: Auf einem 
Vielflach der zweiten Klasse giebt es sich meht seihst schneidende Normalpolygone und zwar durch jede Kante 
zwei, ein linksseiUges tmd ein rechtsseiiiiges.^) Die Einschaltung des Sechsecksgürtels für diesen Fall ist 
bereits erledigt. Auch auf einem Vielflach der ersten Klasse, dessen sämtliche Kanten nur ein Gegenkanten- 
system bilden, muss sich der zu einer bestimmten Anfangskante k^ gehörige links- und rechtsseitige Gegen- 
kantenzug sehliessen, indem eine letzte Kante identisch mit k^ wird, da die Zahl der Gegenkanten endlich 
ist. Dabei kann es aber geschehen, dass (zunächst) der Fall a") eintritt^), d, h. dass vorher eine Kante k,^ 
mit einer der Ztcischenkanten von ki—i, h, h^i , . . zusammenfällt, z. B. mit der Zwisehenkante von Äi_i 
und ki (Fig- 6 Tafel VI), wobei diese Kante in demselben Sinne durchlaufen erscheint, wie als Zwischenkante 
des Zuges ki—i, hi) kg-t-i oder im entgegengesetzten Sinne. ^) Das Normalpolygon durchsetzt sich dann längs 
der Kante hn-^) Es lässt sich zeigen^), dass sich auch in diesem Falle die aus Sechsecken bestehende Ein- 
schaltungsfläche konstruieren lässt*), und es ergiebt sich der Satz: Ist auf einem Vielflach der ersten Klasse 
eine Imks- oder rechisseiiige Folge von m Gegenkamten gegeben, deren Kcmtenpolygon sich h-mcd dwchsetst, ohne 
dass aber in einer Ecke mehr als zwei dieser Gegenkanten 0Usammenstossen, so kann man längs desselben eine 




1) Denn fflv die rechtsseitige Gegenkantenfolge einer Kante k, lässt siclj dieselbe Betrachtung anstellen. In Pig. 74 
sind die au der Eante k, gehörigen beiden Poljgone mit den Gegenkanten fc, , ij , ^ , lc^ hez. i^, k^, kg, k^ leicht auffindbar. 
Der zu jedem der beiden PoljgoEe gehörige Normalgurtel besteht aus »ier Sechsecken. Das länge des ersten Polygons 
erweiterte Vielflach zeigt ¥ig. i, Tafel VI. Zu derselben Kante ifci gehören unter Umaländen ausser dem links- und rechts- 
seitigen noch weitere Normalpolygone. So besitzt das Vielflach Fig. 74 zu. k, das aus sämtlichen Gegenkanten des einen 
Systems bestehende Polygon k,, k,, Jt,, i,, ig, ft^, \, \. Das erweiterte Vielfiaoh mit der Einschaltungsfläche zeigt Fig. 5, 
Tafel VI. Die Bezeichnung der Flächen ist bei dieser und der vorigen Figur dieselbe wie in Fig. 74 des Textes. 

3) Natürlich kann auch hier der Fall a') eintreten, wonach sich ein nicht schneidendes links- oder rechtsseitiges 
Normalpoljgon ergiebt, z. B. für jede Kante eines Pentagondodekaedera. 

3} Der erst« Fall ist in der Figur dargestellt. 

4) Yergl. für die verschiedenen Möglichkeiten dieses Durchsetzens des Normalpolygona ; Eberhard, Morphologie, 
S. 88. . 5) Ebenda, 8. 88 ff. 

6) Die zu Fig. 6 Taf. VI gehörige Einschaltungsfläehe nimmt an der Krenzungs stelle des Normalpolygona die in 
Fig. 7 Taf. VI gezeichnete Gestalt an, wo die Flächen «, |J . . . die der Fig. 8 entsprechenden sind. 
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a/us in -\- h Sechseckm zusaminengesetste Elementarfiäclie in äie Oberfläche des Vielflaches einschalten. Im 
Gegensätze zu einem Elementai^rtel zeigt aber diese Einschaltuiigsääche nicht melu' die EigensclLaft, dass 
auf ihr ein dem Grundpolygon isomorphes oder auch nur gleichartiges , d, h. wieder ein links- oder rechts- 
seitiges Normalpolygon existiert.') 

Tritt endlich der oben als b) bezeichnete Fall ein, dass nämlich von der geschlossenen Folge von 
Gegenkanten drei in einer Ecke zusammen st o äsen, so gehört jede von diesen drei Kanten zu zwei der drei 
Züge des Normalpolygons, die durch eben diese Ecke gehen. In Fig. 8 Taf. VI sind die drei durch ihre 
Gegeakanten bezeichneten Züge Zi^^ Äj_i, /t;, ^j+jj 2'ä ^ /Ci—i, Z;.s, /c^+i und ^g ^ /j/+j,, Ä:;, Ä[+i. Auch in 
diesem Falle lässt sich die aus Sechsecken bestehende Elementarfläehe einschalten'); an der Kreuzungsstelle 
der drei Polygonzüge bat sie die in Fig. 9 Taf. VI gezeichnete Gestalt. Nach allem ergiebt sich schliesslich 
der wichtige Satz: Auf jedem Vielfache gtebt es gu jeder Kernte stets ein links- v/nd ein rechtsseitiges Normal- 
polygon, längs de^-en sich je eine Elementfwfläcke m die Oberßäehe des Vidflaehs einschalten lässt. Dabei kann 
es vorkommen, dass eine solche links- oder rechtaaeitige Folge von Gegenkanten alle 3w — 6 Kanten des 
Vielflaches umfasst. Ein Beispiel hierfür ist das Fünfflach. Dann treten nach Einfügung der zugehörigen 
E inschal tungsfläcbe die fünf Flächen des FünfSaches auf dem erweiterten Vielßaehe gänzlich Toneinander 
getrennt auf. Es wird spater gezeigt werden, dass sich jedes Vielflach elementar so erweitem lässt, dass in 
dem neuen Vielflache die n Fiäcben des ursprünglichen isoliert erscheinen.') 

85. Die Charakteristik eines Kanteiipolygons. Um die Elementarpolygone und Gürtel, sowie die 
Elementar erweitern ngen längs eines Netzes eines Vielflacbes studieren zu können, ist es nötig, den Begriff 
der Chardkteristik eines Polygons einzuführen. Bezeichnet man, wie in Nr. 77, mit 6/. und Ch die Anzahl 
derjenigen Randfläehen auf beiden Ufern eines Polygons P, welche h auf einander folgende seiner Kanten 
enthalten, so soll C(P) '^ 63 + 20^ + Bdj + - - ■ — (% + ^c^^ + 3cg + ■ ■ die Charaktenstik des Polygons 
heissen. Es seien ferner s und s' die Summen der Randfläehen auf beiden Seiten des Polygons, so dass 
s = &^ -f- ?jj -f- ^3 + ^^i + ■ ■ ■ '^^^ s' = (^ + Cj 4" '^3 4" «'i ~l~ " " ■ i^*'- Jedes Vieleck wird dabei so oft als Rand- 
vieleck gezählt, als es getrennte Kanten in dem Polygon besitzt. Da nun, wie in Nr. 77 abgeleitet wurde, 

&a + ^8 + ^4 4 ^ <^ *+■ Cg -f- ''i H ist, so folgt aus den beiden Torhergeheuden Gleichungen: s^s'=b^ — c^. 

Da nun aber auch 6^ = Cj -|- ^c^ + Bc^ -\- ■ ■ ■ und Ci = 63 + 2i^ -j- 865 -)-■■■ gesetzt werden kann, so 
ergiebt sich als Wert der eben definierten Charakteristik C{P) = <a — ^1 = s' — s. Nennt man die Einzel- 
kanten, welche die zurücktretenden Randflächen des Polygons in diesem besitzen. Kanten erster und sweiter 
Art des Polygons, je nachdem sie zu den Flächen des einen oder andern Ufers gehören, so sagt die letzte 
Gleichung aus: Die Gharakteiislik C(F) eines Polygons P ist gleich der Vifferene der Zahlen der aaf beiden 
Ufern liegenden Gremflächen (jede so oft gesähU, als sie getremite Kantenfolgen aufweist), oder gleich der Dif- 
ferenz der Kanten erster und zweiter Art. Welche der beiden Definitionen weiterbin benutzt wird, ist im 
allgemeinen gleichgültig, doch ist für die Grenzfälle die letztere leichter anwendbar. Setzt man -j-(7(P)=c^— -fc^ 
= s' — s, so sagt man, die Charakteristik ist amf das Innere des Polygons bezogen, wenn die Flächen, 
welche die c^ einkantigen Züge liefern, als innerhalb des Polygons liegend gerechnet sind. Auf das Äussere 
des Polygons bezogen ist die Charakteristik dann gleich — C'(P). Daraus folgt: Die Charakteristik eines 
ebenen m-kantigen Polygons ist gleich + m, je nachdem dessen Fläche als eingeschlossen oder als aus- 
geschlossen angesehen wird. 

86. Die Hexagouoide vo« einfachem uad ZHfifachem Zu&ammenhaBge und die Charakteristik eines 
Elementar polygons.*) Unter einem Hexagonoide schlechthin ist uath fiuheiem eine polyedrische Fläche zu 
verstehen, deren sämthehe Grenzvielecke Sechsecke smd Jedes auf einem solchen He^it^onoide verlaufende 

1) Beweis Eberhard Morihologii' S a9fF Ebenda, S, 90 ff. 

3) Vergl Nr J4 

i) Vergl füi daa Folgende Eberhard Morphologie S 94ff., und A. Scliöafliesa, Über die Lbeihaidachen 
Hexagonoide, Kai-hricbten 1 Kgl Gesellscli d Wissenseb zu Gfottingen aus dem Jahre 1894 (I89ö), S S16 In dieser 
Abhandlung ist die Theoiie >ede tenl vprenfaclf weshall wir ui 3 «iwaohst an die Schönfliesssohe Daistellung hiUcn 
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85. Die Charakteristik e. Kaatenpolyg. 86. Die Hes^onoide t. einf. u. aweif. Zusammeuh. u. d, Clinrakterist. e. Elementaipolyg. 103 

Kantenpolygon besitzt höchstens fitnfkanfcige ebene Züge. Der Begriff der Charakteristik eines solchen 
Polygons ist der in voriger Nmamer abgeleitete. Ein Hexagonoid kann keine geschlossene Fläche sein, da 
es sonst ein Vielflacli darstellte, das lediglich von Sechsecken begrenzt wäre, was unmöglich ist. Es ist 
also ein Hexagonoid eine einfach oder mehrfach berandete polyedrische Fläche. Es soll zunächst ein einfach 
zusammenhängendes, alao einfach berandetes Hexagonoid betrachtet werden. Ein solches lUsst sieh stets auf eine 
Ebene abbilden, und da man die einzelnen Sechsecke von beliebiger 
Gestalt annehmen darf, ohne die morphologischen Eigenschaften 
dabei zu ändern, so kann man sie auch regulär annehmen, wodurch 
ein einfach zusammenhängendes Hexagonoid nichts andres wird, 
als ein Stück einer ebenen regulären Sechsecksteilung (Fig. 75). 
Verbindet man die Mittelpunkte der aufeinander folgenden Sechs- 
ecke, welche die Itandfläehen eines Polygons P des Hexagonoides 
bilden, so erhalt man ein sog. Mitte^ninJctspolygon. Jedes Kanten- 
polygon besitzt danach zwei Mittelpunktspolygone, deren Kanten 
sämtlich den drei Zügen von parallelen Geraden angehören, die 
die Mittelpunkte der Sechsecke enthalten und eine reguläre Drei- 
ecksteilung der Ebene bilden. Man denke sich nun das Kanten- 
polygon und ebenso in demselben Sinne die Mittelpunktspolygone 
umlaufen und den Umfang swinkeln der letzteren einen bestimmten 

positiven Sinn beigelegt. Die TJmlaufsrichtung des Polygons dreht sich dann bei einem Drei-, Vier- und 
Fünfziiglev*) bez. um ~ , -rr-, -j-, und zwar sei, wenn der Dreizügler der Innern Seite- des Polygons angehöi^t, 
die Änderung der Umlaufsrichtung -(- -- ; dann ist sie, wenn der Dreizügler der äussern Seite des Polygons 
angehört, — --- Die Summe aller Drehungen ist aber^), da sich das Polygon nicht selbst durchsetzen soll, 
also einfach ist, 2m oder 6 . ' , d. h. es ist: 

j_ ^ - -. 27t . f bji TT 2 7t 3;t i* ^ 

'ä ■ ¥ -I- *' ■ X -I- '• ■ -r " "■ ■ -3- - «« ■ T ~ "' ■ -j- - " ■ T' 
worin die b und c die frühere Bedeutung haben. Aus dieser Crleiohui^ folgt: C(P) = 6, d. Ii.l Die 
ChwaMm-istJh jedes Kcmtenpolygom auf einem einfach mtsammenkängenden Hexagonoide ist (fhick 6.^) 

Ein Polygon auf einem zweifach zusammenhängenden (also zweifach berandeten) Hexagonoide hat, 
wenn es eine einfach zusammenhängende Fläche einschiiesst, natürlich ebenfells die Charakteristik sechs, da 
es sich mit seiner Innenfläche auf eine ebene Sechsecksteilung abbilden lässt. Es mögen nun auf einem 
zweifach zusammenhängenden Hexagonoide swei sich nicht Tcreusetide Polygone laufen, die selber einen 
zweifach zusammenhängenden Flächenteil begrenzen, und deren Charakteristiken C(P) und C'(P) seien, 
bezogen auf das Innere des von ihnen berandeten Sechseeksgürtels. Dieses Hexagonoid ist wohl auf die 
Ebene abbiMbar, aber zunächst nicht so, dass die Sechsecke regulär sind. Man denke sich nun jedes der 
beiden Polygone je durch ein Mittelpunktapolygon*) ersetzt — es ist leicht, nach den vorhergehenden 
Betrachtungen einzusehen, dass schon ein Mittelpunktspolygon zur Festlegung des Kantenpolygons genügt — 
und verbinde diese beiden Mittelpunktspolygone durch einen Querschnitt, der wieder längs einer Mittelpunkts- 
linie verläuft, und längs dessen man das Hexagonoid zerschneidet, so dass es einfach zusammenhängend 
wird. Man kann den Querschnitt im allgemeinen so wählen, dass seine Enden nicht in Ecken der beiden 



1) D. h, wenn bez. drei, vier oder fünf Kanten des Polygons des nicht in der Ebene abgebildeten Hosagonoids in 
einer Ebene liegen. 

2) Wieners Definitionen (s Nr. 12) sind hier zn Grunde gelegt. 

3) Bei der Bestimmang der Charakteristik des in Fig. 75 gezeichneten Polygons mittels der Formel C{P) =s'- — s 
ist das mit t bezeichnete Sechseck aus bekannten Gründen doppelt zu aS.hien. 

4) Ein solches Mittelpunktapolygon ist natürlich jetzt kein ebenes. 
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D. Theorie der Eulerschen ^ iplfla he 



MittelpimktapolygOEe fallen. Nun kann man diis zerschnittene Hexagonoid ah einfach zusaramenhangend auf 
die Ebene mit regulären Seclisecken abbilden.') Der Querschnitt iit gleichwertig einem Polygon auf einem 
einfach zuaammenlmngenden Hexagonoide^}, also ist seine Chaiakfceristik b, und da seine zwei TJfer mit den 
beiden Polygonen zusammen ein auf einem Hexagonoide Ton einfachem Zusammenhange verlaufendes Polygon 
darstellen, so ist C{F)-\-C'(F')-\'Q = 6 oder C'{P')^— C{F), d h Jedet auf einem zweifach ^usammm- 
Jmngmden ffexagonoide verl<mfende Folygon, welches jenes in swt\ suetfaeh himndde Gu/tel teilt, hat (das Vor- 
zeichen unberiUiksic^fft) dieselbe Gho/rdkteristSi.^') Es haben also auch die beiden Eandpoly^one eines 
solchen Hesagonoids dieselbe iCharakteristik, nnd nach deren Werte G sei das Hexagonoid mit Mc 
bezeichnet. Setzt man an die freien Ufer der Eandpolygone eines solchen Hc nach und nach we tere 
Sechs ecksreihen an, so wird, da C die Differena der Sechsecke auf beiden Seiten eines Polygons ist dieser 
Prozess des Sechseckan Setzens auf eiaer Seite schliessUch ein Ende nehmen, ausgenommen fui ein Hexagonoid 
Hg, wo auf jedes Ufer jedes Polygons der Charakteristik Null gleichviel Sechsecke zu liPi^en kommen *) 
Ein solches Hg kann nach beiden Seiten ins Unbegrenzte foi-tgesetzt werden; jeder Gfnitel enthalt gleichviel 
Sechsecke, denn die Charakteristik jedes neuen ßandpolygons ist wieder Null.*_) Es gilt nun der zu 
beweisende Sata: Einfädle, sich nicht dwchsetsende Kantettpolygone eines Vielflaches, läng^ deren eine Elementar- 
erweiterung möglich ist, liegen auf einem Hexagonoid M^. Denn ist P ein solches Eantenpolygon emes Viel- 
flaches, so wird die längs P einsehaltbare hexagonoidische Fläche G ausser von P noch von einem zu P 
isomorphen Polygone P,^ begrenzt. An G lässt sich aber längs P^ ein mit ff iaomorj hei Gürtel ff^ ansetzen, 
der zu P^ ebenso hegt, wie & zu P u. s. w. (Vergl. Nr. 82.) ff ist also nach beiden Seiten inbegienzt 
forteetzbar, was nur der Fall ist, wenn P auf einem Hexagonoid J3|, liegt, also selbst die Ch^iakteiistik 
Null hat, d, h.: Die Elementarpolygone eines Vielflaches haben die CharaUensUh Ntdl. Diese Bedingung ist 
nun zwar notwendig, aber noch nicht hinreichend, um ein Kantenpolygon als Elementarpoljgon zu kenn- 
zeichnen. Hat ein Polygon P eines Vielflaches die Charakteristik Null, und konstruiert man das zu ihm 
gehörige Hexagonoid H^^ durch beiderseitiges Ansetzen von Sechsecken, ao kann es geschehen, dasa S^ zu 
P eine solche Lage annimmt, dass sich P auf H,^ selbst durchaetzt; dann ist aber achon ein Teil von 
P Elementarpolygon, d. h. P ist reducibel. Soll also ein Polygon P eines Vielflaehes ein Elementarpolygon 
sein, so muss ea die Charakteristik Null haben und überdies irreducibel sein, tl. h. es darf nicht bereits ein 
Ted desselben isomorph auf ein geschlossenes Polygon eines Hexagonoids H^^ abbiidbar sein. 

87. Die Morphologie der Hexagonoide Hf, und die drei örundformen der Elementarpolygone. Es 

sei ein nach beiden Seiten ins Unendliche verlaufendes Hexagonoid H^ vorgelegt.^) (In Fig. 76 ist es 
durch zwei Polygone 5^ berandet.) Man ziehe von dem Mittelpunkt 31 irgend eines Sechsecks die drei 
Mittelpunktslinien; dann können zwei verschiedene FäUe eintreten. 



1 d P 1 g m 1 h I ht 
h t b h d P 1 g 1 h t 



1) Es seh d t ht w h d 1 T 1 d Ahl U g b l k 

2) Vergl B d M tt li kt 1 M i d g hö j, P 1 f 

3) Die Ch kt bk t mm h m V h l w 
ummufl, dass das Uf w 1 h d g g Z hl S h k 1 E dfl 
Eur Eeohtei! oder L k 1 <>+ 

4)Diea hhktte tStzbdiUgm H dffm h 1 f, \ 

Mac vergl. hierfih d b t i p tel V Bb h d (M ^1 1 S —1 Ol S Iiö fl 4.m f h t g t Ite 

sich die Untersuchung fulhSdillhtth I b kt Ply Rh h. 

ecken angesetat w d I 7 R h ttilt d } bhk Elh^ttlitt b Artlfl^ 

5) Man k imt di H w hl d h 1 Cjl d 1 d b h wAh d m 1 H par 1 1 d h 

nennen könnte. 

ejUmdFlddAh gli b 1km hmlbHddh gtdm 

ein reoMeckiges tii k 4.BCB b g lä S h k t ümg h h 1 f iiad m Cyh 1 

aueanunenbiegt (M UI ) d d 1 t te S heck 1 B d AD d. and Ea d 5C fig t m t b h k 

des Randes BC i. mmfll Lt d w gg blglKt d Shkp lUmitd At d 

einengten Cjlinder t dai H g d m if d fall 11^ hl t E I t d 1 g T t 
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87. Die Morphologie der Hesagonoide H^ imd die drei Grundformen der Elementarpolygone. lU 

Erstens. Die eine Mittelpunktslinie t kehrt nacli einem Umlauf um das Hexagonoid nach dem 
Punkte M zurück, nachdem sie, das erste Sechseck eingerechnet, deren m durchlaufen hat. Jede der beiden 
andern Mittelpunktslinien t' und t" windet sich dann in Form einer Schraiibenlime an dem Hexagonoid in 
die Höhe, ohne sich also je selbst wieder zu durchsetzen. Dagegen wird die eine 
die andre, da die Umläufe im entgegengesetzten Sinne erfolgen, unendlich oft schneiden 
Der erste neue Schnittpunkt sei M'. Die Zahl q der Sechsecke, die von /' und t" 
zwischen M und M' durchlaufen werden, ist dieselbe, wie eine blosse Betrachtung der 
Figur zeigt. Es sei nun il£, derjenige Sechs eck am ittelpimkt auf (, welcher auf M folgt 
Man lasse jetzt die Mittelpunktslinie t' auf die benachbarte i/ durch M^ fallen. Dann 
geht das ganze Hexagonoid notwendig in sich selbst über, d. h., da man in derselben 
Weise fortfahren kann, es liisst m Cfyklische Transformationen su. Den andern Mittel- 
punktalinien t' und t" entsprechen hxodromiscke Trcmsformationen, d. h. man kann das 
Hexagonoid gewissermassen an sich selbst hinaufschrauben, indem man den Mittel- 
punkt M auf den nächsten M^' von t' fallen lässt u. s. w. Ein solches Hexagonoid 
heisse eins der eisten Art H^. Die ZaJil dieser loxodromi sehen Transformationen ist 
bestimmt durch die Anzahl q der Sechsecke, welche t' oder (" von M bis M' durch- 
läuft. Da von den drei Zügen MtM, Mt'M' und Mt"M' jeder die beiden andern Fig. 7fi, 
unter einem Winkel von 60" schneidet, so sind sie unter einander gleich, woraus q = m 
folgt. Ein Hexagonoid H^ hängt also nur von der Zalil m der Sechsecke der sich schliessenden Mittel- 
punktslime ab. Von M aus kann man auf zwei geschlossenen, das Hexagonoid umlaufenden Mittelpunkta- 
zügen nach M zurückgelangen: auf dem Zuge MtM imd auf dem Zuge Mt'M' -^^ M'f'M; der erste 
durchschreitet m, der zweite 2m Sechsecke. 

Ziveitem. Es kehre keine der drei von einem beliebigen Sechsecksmitteipunkt M ausgehenden Mittöl- 
punktslinien nach M zurück (Fig. 77); jede läuft dann schraubenförmig an dem Hexagonoide in die Höhe. 
Um die Vorstellung zu präzisieren, sei diejenige Mittelpunktslinie mit t bezeichnet, welche den langsamst 
aufsteigenden Schraubengang bildet, und der Sinn, in welchem dieser das Hexagonoid 
umläuft, sei als links- oder rechts drehender festgesetzt; als hnks drehender, wenn ein 
in t aufsteigender Punkt einem ausserhalb des Hexagonoids befindlichen Auge von 
rechts unten nach links oben laufend erscheint (wie in Fig. 77). Von den beiden andern 
Mittelpunktslinien läuft dann stets die eine (hier t") in gleichem Sinne mit t, die andre 
((') in entgegengesetztem Sinne um das Hexagonoid, und die, welche gleichen Sinn mit t 
hat, ist die am steilsten ansteigende.^) Von den im entgegengesetzten Sinne sich auf- 
sehraubenden Mittelpunktslinien möge sich nun zum ersten Male wieder schneiden: t und 
t' in M', t' und t" in M"\ im letzteren Falle durchlaufe t' zwischen M und M" 
p Sechsecke, (" aber q Sechsecke; im ersten Falle möge t' zwischen M und M' p' Sechs- 
ecke, t aber q' Sechsecke durchlaufen. Dann ist q' ^ q und p' ^= p ■ — 2, weil die drei 
Züge Mt"M", MtM' und M't'M" gleichviel Sechsecke enthalten, da die drei Mittel- 
punktslinien in den genannten Punkten gleiche Winkel von 60" miteinander bilden. 
Ein Hexagonoid zweiter Art H^ ist also von zwei Grössen, p und q, abhängig, und es pig. ,, 

giebt hier drei loxodromische Transformationen. Von M aus kann man auf zwei 
geschlossenen, das Hexagonoid umlaufenden Mittelpunktszügen nach M zurüciigelangen : auf dem Zuge 
Mt'M' -{- M'tM, und auf dem Zuge Mt"M" -\- M"t'M; der zweite durchschreitet p -\- q, der erste 
p' ~^- q' = p Sechsecke. 




1} Leicht au beweisen. So lange ( die aia langsamsten aufsteigende Linie ist, sind t, t' und t" SchrauhenliniDn, 
Für den Grenzfall, wo t und f' gleich steil laufen, wird (" zu einer der Achse des Cylindera parallelen Geraden. Vorlaufen 
(' und t" gleich steil, so wird t zu einer geschlossenen Mittelpunktslinio (Kreis), wodurch sich der erste Fall eines H^ 
wieder ergieht. 



y Google 



112 



D. Theorie der Eulei'schen Vielflaehe, 



Ea sollen nun die durch die betrachteten Züge eharakterisierten Polygone der Hexagonoide studiert 
werden, und zwar zunächst die des Hex^onoids erater Art H^. Von den Kanten des durch t auf H^ 
bestimmten Polygons liegen immer je zwei in einer Ebene. Das Polygon bat die Gestalt, wie sie Pig. 78 
zeigt, und ist ein links- oder rechtsseitiges Normalpolygon I*j^(2m)^), je nachdem man die Gregenkanten zu 
einer Kante, oder zu ihrer Nachbarkante bestimmt. Solcher Normalpolygone Pj(2m) enthält H^ ein unend- 
liches System. — Der Zug Mt'M' + M'f'M auf J?J charakterisiert ein Elemmtarpolygon P^ der Gestalt, 
wie sie Fig. 79 zeigt. Ea hat mit dem den Punkt M enthaltenden Sechsecke einen vierkantigen Zug gemein, 
ist also kein Normalpolygon. Da die Zahl der sämtlichen von dem Mittelpunktszuge durchlaufenen Sechsecke 
2q^2m beträgt^), von diesen aber eins vier Kanten, eins keine Kante (das, welches den Mittelpunkt M' 
hat), die diesen benachbarten je eine Kante, alle übrigen aber zwei Kanten zu dem Polygon liefern, so ist 




die Zahl der Kanten des Polygons im ■ — 2. Weil der Mittelpunkt jedes an P^ grenzenden Sechsecks zum 
Ausgangspunkt M der Mittelpunktszüge i' und t" gewählt werden kann und es unendlich viel Polygone P^ 
giebt, so existieren auf dem H^ m-mal unendhch viel solcher Elementarpolygone P5(4m — 2). Es leuchtet 
ein, dass alle diese P^ desselben H^ isomorph sein müssen; allomorphe Typen P^ können nicht vorkommen. 
Das zu dem Zuge Mt'M' -\- M'iM auf dem Hexagonoide zweiter Art H^^ gehörige Polygon Pg 
hat die Gestalt Pig. 80. Es ist wiederum ein Normalpoli/gon, da die Kanten Ä und h' der beiden einzigen 
ebenen dreikantigen Züge, welche das Polygon enthält, Gegenkanten zu einander sind. Von diesen drei- 
kantigen ebenen Zügen gehört der eine dem den Punkt M enthaltenden Sechsecke an, während das M' 
enthaltende Sechseck nur eine Kante mit dem Polygon Pj gemein hat. Die Zahl der Kanten des Polygons 
beträgt also 2p, wenn p die Anzahl der von dem Mittelpunkts zuge durehstrichenen Sechsecke war. — Das 
zu dem Zuge Mi"M" -\- M"t'M gehörige Elementa/rpoh/gon hat die Gestalt Pig. 79 und ist deshalb mit P^ 
zu bezeichnen, nur ist jetzt die Zalil der Sechsecke, die von den beiden Mittelpunktslinien durchstrichen 
werden, verschieden {gleich p und q). Die Zahl der Kanten des Polygons beträgt 2p -{-2q — 2; die 
Ableitung dieses Wertes geschieht wie in dem früheren Falle, nui' ist 2jm durch p -(- j zu ersetzen. Man 
ersieht leicht, dass das vorher betrachtete Elementarpolygon Ps(4m — 2) aus dem jetzigen P^(2p-\-2q — 2) 
erhalten wird, wenn das Hexagonoid H^ dadurch in ein H^ übergeht, dass eine der drei loxodromischen 
Transformationen cyklisch wird. Auf H^ existieren p'~(- g'==|)-mal unendhch viel isomorphe Polygone 
Pb(2p), und p -\- g-mal unendlich viel isomorphe Polygone F^/2p -f- 2g — 2). Allomorphe Typen P^ und 
Pg können auf demselben H^ nicht vorkommen.^) 



1) Die eingeklaramerte Zahl 1 

2) l<'ig. 79 stellt diesen Fall dar, wen 

3) Eberhard, Morphologie, S. 122. 



die Anzahl der Kanten. 



i und M' an Stelle von M" setzt. 
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88, Eeduktion d. Elcmentarpoljg, e. Vieläiiohes 

Nun ist offenbar, daas jedes beliebige Elementarpolygon der Charakteristik Null durch j 
von Sechsecken zu einem Hexagonoid Sf,^ oder H^^ führt, und es ergiebt sich, da die Polygone der Form P^ 
auf jedem Hexagonoide existieren, der Satz: Jedes Elementarpolygon P ist Nachha/rpo^/gon eines dwrcÄ sw^ 
Zahlen p und q definierten Mementarpolygons Pg (2^» -f" 2 g — 2) der Grundform Fig. 79. Ist dabei p> q, so 
enthält das su P^ gehörige Hexagonoid tmmdlidi viel Normalpolygone JP3i^p'-\-^q')^Pi{^p) der Qrandform 
Fig. 80, wobei p' = p — q, q'^q ist. Ist aber p^q, das Polygon Pj also ein F^{4p — 2), so existieren 
auf dem m, Pj gehörigen Hexagonoide einfach unendlich viele Normalpolygone Pi(4jp) der Form Fig. 78.^) 
Man sieht femer, wenn man den Verlauf der Mittelpunktslinien ins Auge fasst, sofort die Richtigkeit des 
Satzes ein: Auf einem Hexagonoide Hg^ besitzt das Normalpolygon Pj, auf einem M^^ Ars Normalpolygon 
Pg die Minimalzahl von Kanten unter allen auf dem betr. Hexagonoid verlaufenden Elementarpolygonen. ^ 

88. Rednktioii der Elemeatappolygone eines Vielfiaehes. Es brauchen nur solche Polygone P(2»b) 
der Charakteristik Null auf dem Vielflache ins Auge gefasat zu werden, deren ebene Kantenzüge höchstens fünf- 
kaaitjg sind. Dann sind folgende vier Fälle möglich, a) Es sind alle ebenen Züge zweikantig, b) Es folgt auf 
einen dreikantigen Zug + 1 nach 0, 1, 2, ... ä zweikantigen Zügen ein dreikantiger Zug + 1.^) In diesen 
beiden Fällen ist P(2m) ein Normalpotygon im Sinne der Nr. 83. c) Es folgt in P(2«i) auf einen drei- 
kantigen Zug + 1 nach h zweikantigen ein dreikantiger Zug + 1, und d) es treten auch vier- tmd fünf kantige 
ebene Züge auf. Ersetzt man im Falle c) (vergL Fig. 81) den Zug e^Se^ durch 

den Zug e^S'e^, indem man an die freie Berandung von 8 zwischen e^ und 
63 die Sechsecke anfügt, und ersetzt man im Falle d) einen vier- bez. fünf- 
kantigen ebenen Zug durch die fiinfte und sechste bez. sechste Kante des 
zugehörigen Sechsecks, so gelangt man in beiden Fallen zu einem Naehhar- 
polygon P(2mj) [wobei m^ = m—\ oder m- — 2 ist], welches entweder 

ein Normalpolygon a) oder h) ist, oder wieder zur Klasse c) bez. d) gehört. Setzt man im letzteren Falle 
diese Operation fort •— im ungünstigsten Falle im ganzen (m — 3)-mal, da jedes folgende Nachhaxpolygon 
zwei oder vier Kanten weniger zählt — , so erhält man entweder ein Normalpolygon oder einen mindestens 
sechakantigen ebenen Zug. Ein höchstens fimfhmUge ebene Züge enSmltmdes Kantenpolygon F (2m) der 
Charakteristik ist hiemach dann und mm dann Elemmtarpolygon, wem, in einer Beihe von 11 ^m — 3 ihm 
henacUmiert Polygonm P(2m^'),P(2m^), . .. P{2»w,,), in der jedes folgende etoei oder vier Kanten weniger 
als das vorh^ehsnde sohlt, das letzte Polygon ein Normalpolygon darstellt. Es wäre schliessUch noch zu 
zeigen, wie man ein beliebiges Normalpolygon P{2)») auf eme der Grundformen P^ oder Pg reduziert, 
doch soU hierfür auf die Eberhardsche Originalarbeit verwiesen werden.*) Es genüge folgendes zu be- 
merken. Hat man auf einem Vielflache A„ ein beliebiges Elementarpolygon bestimmt, so denke man es sich 
auf das zu ihm gehörige Hexagonoid H^ oder H^ gelegt. Dajm gelangt man im zweiten Falle, sowohl 
■wenn man an dem einen, ala wenn man an dem andern Ufer eine gewisse Zahl Sechsecke zufügt, zu einem 
der unendlich vielen Polygone Pg, im ersten Falle zu Polygonen Pj. Sind nun 8 und 8^ die beiden Stücke, 
in welche J.„ durch P geteilt wird, so setzt man an deren Berandung gemäss den obigen Betraehtimgen 
so lange Sechsecke an, bis man zu einem Polygon Pg oder Pj gelangt. Dann sind die beiden je durch 
P3 oder Pi berandeten polyedrischen Flächen längs des isomorphen Randes aneinanderfügbar, und man hat 
das erweiterte Vielflach erhalten. 

89. Die ElementarpolygoHe des Pentagondodekaedeps und dessen Erweiterung. Um die vorstehende 
Theorie an einem Beispiel zu erläutern, sei das Pentagondodekaeder A^^ gewählt. Es sei seine Grund- 
fläche «j, die daranstossenden Flächen der Reihe nach a^, a^, u^, k^, «g, und die übrigen sechs Flächen 



MfV 



1) Die Msher gegebene Darstellung weicht von der Bberhards 
. a. 0. vorgeaeichnet, 

2} Bbertard, Morphologie, S. 133. 

3) Das entgegengeaetate Vorzeichen zweier Züge deutet an, dasi 
BtBchiedenen Ufern des Polygons liegen. 4) A, a. 0. S. 141 tf. 



. die Grundlinien für 



die Vielecke, welche die betr. Züge liefern, auf 
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seien so bezeickaet, dass einer jener sechs ersten Flächen a,, die Fläche K/,-|_e gegenüberliegt. Die Elementar- 
polygone P sind dann diejenigen, welche Ä^^ in zwei einfach, berandete Stücke 8 und S' teilen, von denen 
jedes sechs Fünfecke besitzt.^) Sie sind bestimmt als Berandnng der folgenden Stücket 1) S ^^ a^,ti2,K^,K^,a^,a^. 
Hier ist P ein linka- oder rechtsseitiges Nonnalpolygon. 2) ■S= %, «a, «s? %o' *^i) ^s' -^ '^^^ ^^"^ Nonnal- 
polygoa mit nur dreikantigen Zügen. In diesen beiden Fällen ist die Erweiterung von A^^ bereits erledigt. 
3) S = «i, «a, «a, %Dj "^ii! *^ia' Setzt man an den Rand P(18) von 8 die Sechsecke ß^, ß^, /3, an,*) so gelangt 
man zu einem Polygon F^(Jl2). Ebenso führt die Absetzung der Sechsecke ßi,ß^,ß±^ au den Rand P(18) 
von 8' zu einem Polygon P^ (12). Die Aneinanderfiigung der neuen polyedrischeji F3ächen längs Pi(12) 
fütrt zu dem erweiterten Vielfiach Fig. 10 Tafel VI,^) 4) Ä = k^, c^, %, a,, Og, k^^. Elementarpolygon 
P(16). S wird ei-weitert durch ß^, ß^^, S' durch ßi,ßs,ßT,ßs- Randpolygone Pi(12). Das erweiterte 
Vielflach ist Fig. 11 Taf. Vi. 5) S'= %, a^, «3, %, t^^, a^^. Elemeatarpolygon P(12). j5 wird ei-weitert 
durch ^4,^12, 8' durch ß^, ß,. Randpolygone P3(12). Fig. 13 Taf. VI. 6) 8 = a„(q,ag, a^, a,, t^i. Ele- 
mentarpolygon P(14). S wird erweitert durch ß^^, 8' durch ß^. Randpolygone Pg(12). Fig. 13 Taf. VI. 
7) S = a^, Kg, Kg, «j, ffg, %o, Eleraentarpolygon P(18). 8 wird erweitert durch ß^, ß^, ß^^^, S' durch ß^, ßg, ßg. 
Randpolygone P3(14). Fig. 14 Taf. VI. 8) S= o^, <^, «3, Oj, ßg, «n- Elementarpolygon P(16), S wird 
erweitert durch ß^, ß^^^ und ein drittes Sechseck ß', das an den freien Rand von «g, ß^^\ ß^ anzusetzen 
ist, jS' durch. ßi,ßs und ein drittes Sechseck ß" an den freien Rand von K^^^,ß^,ß^. Randpolygon P3(14). 
Fig. 15 Taf. VI. 9) S = a^, k^, a^, a„ a^, Kj^. Elementarpolygon P(20). 8 wird erweitert durch ß^^, ß^, ß,^ 
und drei weitere Sechsecke ß', ß", ß'" an den freien Rand von ß^, ß^, ßj, 8' durch ßg, ß^, ß^ und drei Sechs- 
ecke '/3, "/3, '"^ an den freien Rand von /J^, ft, (fg. Randpolygone P3 (16). Fig. 16 Taf. VI. 10) S = <i^, n^, 
ccg, «5, «,, ßjg. Elementarpolygon P(18). S wird erweitert durch ßg, ß^^, S' durch ß;^, ß-,. Die P(18) be- 
nachbarten Bandpolygone sind Normalpolygone P3(14). Fig. 17 Taf. VI. — 

Längs des in den Figuren 10—17 stärker gezeichneten Normalpolygons, das die erweiterten Flächen- 
etiicke jS und jS' trennt, können weiter in bekannter Weise ein oder mehrere Sechsecksgüiiiel eingeschaltet 
werden. Durch Einfügung zweier Reihen von je sechs Sechsecken, y^, ji^ . '. . yg und d^, S^ . . . d^ entsteht z, B. 
aus Fig. 13 das in Fig. 18 Tafel VI dargestellte, erweiterte Vielflach, Hier sind die stark gezeichneten 
Polygone P, und i?g die Bandpolygone der nun völlig getrennt liegenden Teile 8 und jS" des ursprünglichen 
Pentagondodekaedera, d. h. diese Polygone P^ und P^ sind isomorph mit dem ursprünglichen Elementar- 
polygon; die fein gestrichelten Polygone sind die M^ und P^ benachbarten Kormalpolygone Pg.*) 



1) Dies folgt aus einem Satae in Nr. 91. Vergl. die Ableitung der Elementarpolygone des Dodekaeders bei Eber- 
hard, a, a, 0. 8. 146 — 152, Ba genügt, immer nur eins der Poiygone eiaea beetimmteu Tjpua ins Äuge au fassen, obgleioli 
jeder Typus auf dem Dodekaeder eine bestimmte Anzahl mal auftritt. Es ist ferner im Test nur der eine Bestandteil S von 
An angegeben, da S" von selbst daraus folgt. 

3) Das soll heissen, man setze an Stelle des ITünfecks «j, welches ursprünglich an das andre Ufer von P grenzte, 
das Sechseck ß,, an Stelle des Fänfecks q, das Sechseck ß^ u. s. w. 

3) Hier und in den folgenden Figuren ist das stärker gezeichnete stets das Normalpolygon P, oder P^. Die Kle- 
mentarpoljgone sind als Ränder der nicht schrafflerteu Fläotenteile leicht auffindbar. DaP, (12) sicli selbst sechsmal isomorph 
ist, so können die poljedrieclien Pläeben hier in verschiedener Weise aaeinandergesetat werden, wodurch sich allomorphe 
Typen erweiterter Vielflache ergeben. 

4) Es kann diese Figur 18 zugleich dazu dienen, die in Nr. 82 abgeleiteten Sätze zu erläutern. Die Bezeichnungen 
der Figur sind denen in Nr, 82 entsprechend. Die Normalpolygone P^^iP^^ P, sind die auf dem Giirtel G verlautenden 
isomorphen Polygone, zwischen denen noch ein den beiden Eandpolygonen E, und S^ isomorphes Blemeutarpolygon Pj (hier 
stark punktiert) existieren muas, (Ea ist nebenaächlicli, dass Pq mit P, und Pj Züge gemeinsam, hat.) Der Gürtel G erweist 
sich auch, hiernacli als reducibel. Er lässt sich aowohl von JR, als von Jf, aus in zwei vollständige und zwei unvollständige 
Blementarstreifen zerlegen. Das Polygon Pq zerlegt G in den an S grenzenden Gflrtel G^ und den an ß" grenzenden Gürtel 
ff,. Dann lässt sich das ursprüngliche Pentagondodekaeder längs des Blementarpolygons P sowohl durch ffj als auch durch 
ffj allein erweitem, (Im zweiten Falle b, B, denke man sich das durch Pq berandete Flächenstflck herausgeschnitten und 
die entstandene Öffnung durch S geschlossen). G, und ffg sind irreducible Erweiterungsgürtel, ebenso wie der lediglich 
ane den Sechsecken ^, und ^j, bestehende Gürtel, der aus dem Dodekaeder durch Erweiterung Fig. 13 Taf, VI ent- 
.stehen lieas. 
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90. Die Hexagoiioidc voii mehrfachem ZnsajnmenhaHge. Die folgenden Betrachtungen schlissen 
sieh an Nr. 86 an. Die aJlgemeinste Erweit er nngsfläclie Ff, (vergi. Nr. 78) mit den ji Randpolygonen 
P-[, P^, . . . P/i, welche isomorph mit den Rändern der Flächenstücke S^, S^, . . . 8f, sind, ist nichts andres als 
ein ft-facb zusammenhängendes Hexagonoid. Es sei nun C (jp^) die Charakteristik eines dieser Polygone P(, 
in Bezug auf das Innere des Hexagonoides gerechnet. Es sind jt — 1 Querschnitte erforderlich; um das 
fi-fach zusammenhängende Hexagonoid einfach zusammenhängend zu machen. Dann ergieht sich aher, analog 
den Betrachtungen in Nr. 86, zwischen den Charakteristiken die Gleichung C (P^) + G (P^) + ■ ■ ■ C (P„) + 
{(i — 1). 6 ^ 6j da jedem Querschnitte, als gleichwertig einem Polygon auf einem einfach zusammenhängenden 

Hexagonoide, die Charakteristik 6 zukommt. Ea i'-t also ^^ f" t^P;! ^=— (o — 2) Daiaus sehliesst man 

weiter: Versteht nmn Mwfer C'(Pi) die Charaktenstil des Ban^ohfgons des FlacJiemiwls S^ m Seeug auf sein 
Inneres gerechnet, so besteht zwischen den (i Banäpdtygonm der ft Flachmstucke Sj, S^ Sf,, welche mit 
dem eingeschalteten Hexagonoid die vollständige öberftadie eines Vielflficheb Main Tonnen die Ghichmig: 

2c(J>.) = 6(^-2). 

Aus dieser Gleichung lassen sich zunächst die in folgender Nummer gegebenen Schlüsse ziehen. 

91. Die allgemeinen ElemeutaraeiÄC nnd Erweiterungen.^) Unier den ^ Polygonen P^, Pg, . . . P„ eines 
Elementametze 8 können nicht mehr als ft ^ 1 Elementarpolygone sein. Denn wären sämtliche Polygone Elementar- 
polygone, so wäre ^C(P^)e^O, was gegen die obige Gleichung verstösat. Sind Ton den ft Polygonen ft — 1 Ele- 
mentarpolygone, so hat das fi*" Polygon die Charakteristik 6 . (f^ — 2), also bei einem Netz aus drei Polygonen die 
Charakteristik 6. Es soll nun auf einem Vielflache ein (fi -f- l)-teiliges Netz P^, P^, Pg, . . . P„ mit ^ -j- 1 
Flächenteilen 8^,8^,8^. ..Sf, gegeben sein, von denen die Teile S^jS^a,.. . S^, identisch mit den ebenen Grenzflächen 

Ki, K5, . . . Kf, des Vielflaches sind. Dann gilt die obige Hauptgleichung in der Form: C (P^) -f- ^4 C (P;,) = 

6 (jt — 1). Da aber nach früherem (vergl. Nr. 85) die Chiiakteiistik eines ebenen »i-kantigen Polygons 

gleich m ist, so folgt hieraus: C(Ff,) = ~ ^' nii, ^ G ifi ^ Ij Nun i'it abei das Polygon Pq nicht nur 

die Berandung des Flächenteils Sf^, sondern zugleich die Beiandung dei aus den (i Vielecken mit den Kanten- 
zahlen m?, bestehenden übrigen poiyedrischen Fläche. Dahei eigiebt sich der Satz JDie CharaJctetistik G deä 
Iiandpoh/g<ms einer aus [i gegebenen ebenen Vielecken (a*)« zw-ammengebet^'ten pdlgeünschen Fläche ist von deren 
Zusammensetmingsweise unabhängig imd berechnet sich nach der Formet 



c=2" 



5(p-l). 



Setzt man also aus jt gegebenen ebenen Vielecken, deren Kantenzahl insgesamt 6 (ft — 1) ist, eine polyedrische 
Fläche zusammen, so hat deren Randpolygon die Charakteristik Null.^) Die angeschriebene Gleichiuig ge- 
stattet, auf leichte Weise die Polygone der Charakteristik Null eines gegebenen Vielflaches zu bestimmen. 
Es ist natürlich dabei nicht ausgeschlossen, dass die jt Flächen in isolierten Teilen auftreten, nur ist das 
Polygon dabei um sämtliche Teile zu führen. Z. B, ergehen sich für die Werte /'^ ^ 2, /^j = 2, die nach 
obiger Gleichung zu C=0 führen, unter anderen die in Fig. 82 (s. Seite 116) dajgeatellten Polygone. In 
beiden Fällen kann die Bestimmung der Charakteristik auch nach früher abgeleiteten Methoden erfolgen. Im 

1) Eberhard, Morpliologie, S. 156^179, Die im Text gegebene Darstellung sehliesst sich an die von Schoeii- 
fliess an. 

2) Z. B. bei seehs Pücfecken, vergl, Nr, 89; ebenso bei drei Vierecken und bei zwei Dreiecken. 
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erstell Fall ist, wenn die Formel C^s — s' angewandt wird, die Fläche a doppelt zu zählen, da aie ge- 
treiiiiie Kantenfolgen des Polygons aufweist. Im zweiten Falle bestimmt man leichter C ala Differenz der 
Kanten erster und zweiter Art. (Hier 1, 2, 3, 4 und 1', 2', 3', 4'.) 

Es sei nun auf einem Vielflache A^ ein Eiementarnetz ans fi 
Polygonen P/, vorgelegt, deren Charakteristiken also die obige Gleichung 
befriedigen, und es soll die Einschaltungsfläche F« und ihre Kon- 
straktion weiter untersucht werden. Die notwendigen Bedingungen 
dafür, dass die Polygone P^ überhaupt ein Erweitemngsnetz bestimmen, 
sind bereits in Nr. 78 abgeleitet, und zur Veransehaulichung des 
Folgenden kann man Fig. 70 benutzen, von der in Fig. 83 nur 
ein Teil neu dargestellt ist. Verbindet man die vor der Erweiterung 
identischen Endpunkte zweier isomorpher Elementarzüge — hier ^^^^a 
Tuid ^3,8 — quer durch F^ durch Züge z und /, die weder einen weiteren Element arzug, noch sich gegea- 
seitig schneiden, und längs Kanten von Sechsecken laufen, so berajidei das Polygon h^^, z, \%, z' eine hesa- 
gonoidisehe Fläche ^i,», die ein Stück eines H^ ist, sich also, wenn man ihre Sechsecke reguläi- 
werden ^sst, als ein einfach berandetes Stück einer ebenen Sechseeksteilung dar- 
stellt. Es sind also die isomorphen Elementa/rmge li^h und Ih^t zweien, sich seihst 
und einander nicht dwrchseisenden Kantensügefn in der ebmzen Seclisecksteilung H^ 
isomorph. Da von jeder Ecke von Hg sechs Züge ausgehen, welche dem, höchstens 
fünfkantige ebene Züge enthaltenden, Zuge l^^^ isomorph sind, so kann man auf 
Hg die isomorphen Züge ^3,3 und ^3,2 stßts auf unendlich viel Weisen so ziehen, 
dasa zwischen ihnen, nach Verbindung ihrer entsprechenden Endpunkte durch 
die Züge z und z', die einfach berandete hesagonoidische Fläche ^J^^a gefunden 
ist. Verfahrt man ebenso zur Auffindung der Flächen Si^4,, -£3,4 u, s, w. der 
benachbarten Züge, so werden die Einschaltungafläehen 27 gewisse Sechsecke 
längs der Ränder gemein haben, von denen also einige wieder zu tilgen aind,^) 
Es werde nun 2^,8 Ton l^^s aus in elementare, vollatändige und un- 
' vollständige, Streifen zerlegt, und zwar mögen sich im ganzen, bis man an 

'^ den Rand ^^,3 gelangt, deren (?a,3 ergeben. Man bezeichnet (?ä,a ^^ o^a.a nach 

Eberhard als Distanz der beiden Züge.^) Die — ^-^ — '- Distanzen aller Züge*) sind aber nicht unabhäi^g 
von einander; es lässt sich zeigen, dass durch die (i — 1 Distanzen, welche ein Polygon P^ mit 
den Übrigen /i — 1 Polygonen hat, die andern Distanzen in gewisse Grenzen eingeschlossen werden. 
Es seien di^s ^ (?i,3 ^ ■ ■ ■ ^ d,^p die Distanzen des Polygons Pj, welches die Fläche S^ berandet, von den 
übrigen Polygonen. Man setze an die als freischwebend gedachte polyedi-ische Fläche 8^ di,s Elementar- 
streifen an. Der freie Rand PI des letzten Streifens kann, da seine Kantenzahl endlich ist, nur eine end- 
liche bestimmte Zahl von Kantenzügen enthalten, die mit dem Eandpolygon Pg von S^ isomorph sind. Man 
kann also nur auf eine endliche Zahl Weisen S^ ansetzen. An die nun entstandene polyedrische Fläche 151,2 
setze man di,3 — di,s Streifen an. Das freie Bandpolygon muss mindestens einen Zug enthalten, der mit Pg 
isomorph ist, da ja P3 von Pj die Distanz rf^^g e^ d^^'i -}- {di^n — t?],^) hat, aber sicher nur wieder eine end- 
liche Anzahl von solchen Zügen, so dass die Ansetzung von 8^ nur auf eine endliche Zahl von Weisen 
möglich ist, man also nur eine endliche Zahl von Flächen fS'i,j,3 erhält u. a, w. d. h.: Die gegebenen [i — 1 
Distanzen bestimmen nur eine endliche Anzahl von Elemmtarßäcken Si,2,s...n=^ F^^ und 'beschränken dadwch 
das System det ubjjgen Distanzen auf eine endliche Zahl endlicher Wertsysteme^) 

iföhrüch dargCBteüte Verfahren der Beatimmimg einer Fläche F^ zu einem gegebenen Elementar- 
0. S, 170 £f, 

itspricht dem, was in Nr, 82 als Amplitude 7 eines Gürtels definiert wurde, 

dass jedes Polygon P mit jedem andern einen Zug gemein hat. 




1) Vergl, das a 
netze bei Eberhard, a, 

2) Die Diatanz 
S) Es ist dabei ganz allgeii 



4) Ebei 






1, 0, S, 176. 
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Ahn auch diu M ertt dei gegebei cii Distanzen können ein gewisses Maximum nicht überschreiten, 
olme da&^ die Einschaltunnsflaiche reducibel wird ) &o dass ichhesslich das Endresultat lautet; Zu einem cmf 
der Ohetfladie eines Vielflaches Ä„ genoqmen Elementarst <• gdott stets nw eine endliche Anzahl von irredticiblen 
demeniaren Einsdialtimqsflachen 

92 Die Existenz voa Elementarpohgonen anf jedem Vielflaehe. Auf jedem allgemeinen konvexen 
VielflnJiP gicbt es mindestens ein sich helbst muht lurchsetzen les Kantenpolygon der Charakteristik Nnll, 
Der Satz i t bewiesen wenn gezeigt werdei kam dass auf jedem Vielflach (t Vielecke]mit den Kantenzahlen 



«i^, » % )i existieiPD welche lei dleich it, ^ jj = t fi — 1) genügen. Das diese Flächen um- 

schlicssende Polygon welche') sich nicht selbst duiehsetzt abei natürlich gemeinsame isomorphe Züge haben 
wird dl die Fhchen m im allgemeinen getrennt hegen können, ist das yerlangte von der Charakteristik 
Null Nun gilt f 11 die i) 4 unl o kantigen Flachen jedei \ieMaches die Bedingung: 3/g -|- 2f^ -j- ^ ^ 12. 
Also kommt auf }edem Vielflaehe eine dei folgenden siebtn Kombinationen dieser Vielecke sieher mindestens 
vor:a)/3 = 2 b) /^ = 1 /^ = 1 /„ = 1 c) ^ = 1 1. = " d) /-^ = 3, e) /^ = 2, ^ = 2, f) /; = 1, 
f^ = 4: uni g) /b = 6 Jede diesei sieben Kombinationen beftiedigt aber die obige Gleichung, womit der 
Satz soweit bewiesen ist, dass die Existenz eines Polygons der Charakteristik Null auf jedem Vielflach erhellt. 
Der weitere Nachweis, dass diese Polygone in allen sieben Fällen Elementarpolygone sind, ist aber nach 
früherem leicht zu führen; es ist demnach der oben aus gesprochene Satz als richtig erkannt. 

93. Die Charakteristikensysteme eines Vielflaches A„ nnd der aus ihm elementar abgeleiteten. 

Es gilt zunächst zu beweisen; Zu jedem beliebigen, sich selbst nicht durchsetzenden Polygone P eines Viel- 
flacbes A^ giebt es auf einem Violflach S„„ welches aus A^ durch Elementarerweiterimg entstanden ist, ein 
Polygon P" derselben Charakteristik, Es möge nämlich das Polygon P das Vielflach A^ in die zwei poly- 
edrischen Piächenstücke A^ und A^ teilen. A^ besitze n' Vielecke mit den Kantenzahlen m'h, A^ aber n" Vielecke 

mit den Kantenzahlen mi'. Dann ist die Charakteristik 0(P) des Polygons sowoM C(P) ^=^^ m\ — 6 {n — 1), 

als auch C (P) = j!>l ' mi — 6 (n" — 1). Es ist aber (P) nur abhängig von den nicht-sechsseUigen Grenz- 
flächen; denn fügt man A-^ ein Sechseck zu, so nimmt in C(P) das erste Glied um 6 zu, das zweite, da n' 
um 1 zunimmt, um 6 ab. Ein Polygon auf dem aus A„ durch Elementarerweiterung entstandenen Vielflach 
Sm braucht also nur die n' Vielecke, die zu A^ gehörten, auf dem einen, die zu A2 gehörenden n" Vielecke 
auf seinem andern Ufer zu haben, um dieselbe Charakteristik C(P) zu besitzen, wie das Polygon auf A„. 
Es lässt sich nachweisen, dass sieh die Plächon m'/, und m'i auf P« stets durch ein sich nicht seihst schneiden- 
des Polygon trennen lassen.^) Zu jedem Polygone der Charakteristik C auf A„ gehört also auf B^, das durch 
Elementarei-weitemng aus A„ erhalten ist, ein Polygon derselben Charakteristik.^) Da sich nun die n Viel- 
ecke von Ax nur auf eine endliche Anzahl Weisen in zwei Gruppen von n' und n" (n' -\- n" = «.) Vielecken 
zerlegen lassen, so folgt: Die Pohfgonsysteme aller Vidßache, die aus einem gegebenen Vielflach elementar at>- 
leHhojr sind, haben ein und dasselbe endliche ChardkterisUkensifstem. 

94. Das für jedes Vielflach existierende «-teilige Elementarnetz nnd die Prozesse n^ nnd 11^. 

Auf jedem Vielflach A„ bestimmen die Perimeter der n Grenzflächen ein B-teiliges Elementametz. Wenn 

dieser Satz richtig ist, so muss die Gleichung ^I (Pj) = 6 (« — 2) gelten. Nun ist aber C (P,.) hier 

1) Eberhard, a. a, 0. S. 176 ff, 3i Eberhard, a. a, 0, S. 187. 

3) Zu einem Blementarpolygon auf An muas auf Sn wieder ein Polygon der Charakteristik Null existieren, das 
aber nicht notwendig Elementarpoiygon zu sein brauctt. Vergl. Eberhard, a, a, 0, S, 187—197, 
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nichts andres als die Kantenzahl der Flache ß^, also 'ist die Siunme aller C gleich der doppelten Kantenzahl 
des Vielflaches d. h. gleich 2 . (^n — 6), was mit 6 (w — 2) identisch ist. Zu diesem «-teiligen Elementar- 
netze sollen zwei Einschaltimgsflächen näher betrachtet werden. Der erste Brweäerwn^spfosess sei mit 11^ 
heseichnet: Man seimeide die 2» — 4 Ecken von ^„ durch Dreiecke ab, und variiere diese so, dass jedes 
Dreieck mit seinen drei Scheiteldreiecken und nur mit diesen zum Schnitt gelaugt. Das neue Vielflaeh 
A.^n—i besitzt dann 2n — i Sechsecke und die n Flächen von Ä„ in isolierten Lagen. Bezeichnet man die 
Zahl der Flächen des Vielflaches, das aiis Ä^ nach m-mahger Wiederholung dieses Prozesses il, hervor- 
geht, mit i'Kn, so ist tha = ^nm-i — 4. Setzt man hier rückwärts die Werte für wj^ — i, w^-s... ein, so 
ergiebt sich: n^^= 3"". « — 2 (3™ — 1). Da bei jedesmaliger Wiederholung des Prozesses nur neue Sechsecke 
entstehen, die bereits Torhandenen aber ihrer Art nach erhalten bleiben, so hat das schhesslich entstehende 
-iji' (3™ — 1) (n — 2) eingeführte Sechsecke. Dem einmaligen Erweiterungsprozesse IIi entspricht eine irre- 
dudble Einschaltungsfläche. Denn hat mau eine hexagonoidisehe Einschaltuugsfläche mit n den Gfrenzflächen 
von Aa isomorphen Bandpolygonen, so kann ein Sechseck höchstens drei dieser ßandpolygone selten. Kun 
haben die n Raudpolygone 6n — 13 Kanten, also muss die Einschaltuugsfläche mindestens — ^ — d. h. 
2« — 4 Sechsecke als Minimum enthalten. Eine solche Einschaltungsfiäche mit dem Minimum der Sechs- 
ecke ist aber sicher irreducibel, also ist die durch 11^ erzeugte Einschaltungsfläehe irreducibel. Fig. 19 
Taf. VI zeigt das durch einmalige Ausführung des Prozesses 11^^ aus dem Siebenflach VJI^ Tafel II ent- 
standene 17-flach. Sin ztneiter JErweiterungsprosess U^ werde folgendermassen ausgeführt. Man schneide die 
3k — 6 Kanten von A« durch Ebenen ab und variiere diese so, dass jede mit den Ebenen der vier Nach- 
barkanten und nur mit diesen zum Schnitt gelangt. Dadurch entstehen 3w — 6 Sechsecke und die Flächen 
von j4„ treten isoliert auf, Ist n'/^ die Zahl der Flächen des nach fr-maliger Anwendui^ des Prozesses ent- 
standenen Vielflaches, so ist «JJ = 4«^_i — 6 und daraus berechnet sich wieder durch Rekurs ions verfahren: 
«^ = 4'' . w — 2 (4^ — 1), wovon (4^ — 1) (n — 2) eingeführte Sechsecke sind. Fig. 20 Taf. VI zeigt das 
durch JTg aus dem Siehenflaeh VJJ^ entstandene 22-flach, — Dem einmaligen Prozesse Tf^ entspricht eine 
rediidble Einschaltungsfläehe.^) Es ergiebt sich nun dasselbe Resultat Jf, wenn man «4, für n in n^ und n'^ 
für )} in wj, einsetzt, nämlich .??" = 3"" . 4" . K — 2 (3™ .4^—1), wovon {3"' i!" —~l)(n — 2) Sechsecke sind, 
d. h.: Unterwirft man ein Vielflach A^ m-mai dem Prozesse 77j und [i-mal dem Prozesse JTg, so ist das 
sich ergebende Endpolyeder Ajf von der Reihenfolge der m -\- [i Prozesse unabhängig. Dass die entstehenden 
Vielflache isomorph sind, ist nachgewiesen, wenu gezeigt wird, dass das durch den Prozess J7, (IT^) ent- 
stehende Vielflach isomorph mit dem durch IT^ (IIj) entstehenden ist. Dieser Beweis ist aber leicht zu 
führen^) Nachdem nun in den Nr. 82 u. ff. die verschiedenen Methoden der Erweiterung eines gegebenen 
Vielflaches durch Sechsecke erläutert worden sind, wobei selbstverständlich das beti-. Vielflach auch ein Stamm- 
vielflach in dem früher definierten Sinne sein kann, sollen nun im folgenden die in Nr. 81 am Schlüsse an- 
gezeigten Probleme noch einer kurzen Besprechung unterzogen werden. 

95. Die Existenz des Bereiches Bm- Nach Nr. 80 bilden alle Vielflache, die zu demselben Werte 
m der beiden Stammgleiehungen 3/j -|- 2/^ + /j = *w, /j + 2/'^ + 3/b + ■ - ■ == ™ gehören, einen Bereich. 
Es soll bewiesen werden, dass jede positive Zahl m einen Bereich definiert. Zu dem Zwecke ist es nötig 
zu zeigen, dass sich für jedes m ein Vielflach konstruieren lässt, welches die Gleichungen befriedigt. Es sei 
ein 6-flach YI^ (Taf, 11) mit den gegenüberliegenden Flächen a„ k^; «g, w^; «j, «g gegeben. Man schalte längs 
des Elementarpolygons %|ai, «aKu "^el^sj '^il'^s? '^41^8) «sl^a zwischen die beiden Bestandteile S^{ci^,a^,a^ 
und S^ («4, «5, ßg) einen Sechsecksgürtel aus ms' ^ 1 + F^l Streifen ein. Die aufeinanderfolgenden Streifen 

seien: «i, a^, aö; «i, «a', «si «1"? «s", «e"; ai'", «ä", «s"; ■ ■ - • so dass die Flächen (aj,)^, (Ki% (o;*")6 (Ä=l,2,3) 

und ebenso die Flächen (ßt)^, {<Jk'\, {,tik"'\ . . . . (ft ^ 4, 5, 6) Scheitelflächen sind.^) (Figur!) Es ergiebt sich 

11 Beweis s, Eberhard, a. a. 0. S. 184. 2) Eberhard, a, a. 0. 8, 18-2. 

3) Der äussere Index giebt die Kaiit«aaahl der Fläche an. 



y Google 



94. Daafiu-jed. "Vielflach exist, n-teii, Elementarnetzu.B.w. 95. Die Bxist. d. Bereiches £»! ■ 96. Die Stämioe d, Bereiches B„, 119 

ein Vielflach A^m-+6, für welches noch m ^ ist. Kappt man nun durch einen vierseitigen Schnitt ßi die 
Xante ßiJRs ab, so iat in dem entstehenden .ilsm'-|-7: /s = Oj/^ = 6, /g = 1, /'s = 3*»' — 1, fi = 1, d. h. m^l. 
Kappt man weiter die Kante «sIks durch einen vierseitigen Schnitt ß^ ah, so wird /'j = 0, /'^ = 6, f^^ 2, 
/"g = Sm' — 2, /j = 2, also m = 2. So führe man dieses Abschneiden durch Vierecke längs der Reihe der 
Kanten ßsl«!, al\(^, «slai', aä|ßi, «s"]«!.' ■ ■ ■ ■ fort. Es wird immer der vorige vierseitige Schnitt zum Fünfeck; 
da aber das neue Viereck eingeführt wird, bleibt die Zahl dieser unge'ändert gleich 6. Bei jedem Schnitt 
wird überdies ein Sechseck zu einem Siebeneck, während die bereits erhalteneu Siebenecke nicht gestört 
werden. Nach sw-maiiger Wiederholung ist also./g ^ 0> /* =" ^i f& = 'W; f^ = 3?»' — m, /', == m, d. h. das Viel- 
flach Äsm'+e+m gehört dem Bereiche B^ an. 

96. Die Stämme des Bereiches Jß^,. Die weitere Frage, die zu beantworten ist, lautet: Definiert jedes 
Lösungssystem /,■ der beiden wiederholt angefühi-ten Stammgleichungen bei bestimmtem m einen Stamm von 
Vielflachen, d. h. giebt es, unter Umständen mit einer bestimmten endlichen Zahl von Sechsecken verbunden, 
wenigstens zu einem Vielflach Veranlassung, das sich konstruieren lässt? Es sollen zunächst die Stämme des 
Bereiches B^ gefunden werden.^) Die Gleichung 3f^ -\- 2f^-\- f^ = 12 lässt folgende 19 Lösungen zu, von 
denen die ersten elf Lösungen der Gi-uppe a) ohne Sechsecke geometrisch darstellbar sind, wähi'end die 
übrigen acht der Gruppe b) die mitangegebene Zahl von Sechsecken brauchen, um ein geschlossenes Vielflach 
zu liefern. Die Xummem der Figuren auf den Tafeln sind beigefügt, so weit es nötig ist. 









Grupp 


e a. 






1) f,~i, 


h-o, 


ft-o. 




') /a-0, 


ft-!>, 


A — 2. (F/I„ Tat. U) 


2) f,-2, 


A — 3, 


/.-o. 




8) n-0, 


L-i, 


f„ — i. (YIII„ Tat II) 


3) /i-2, 


A-2, 


/,-2. 


(F7„ Taf. II) 


9) f. - 0, 


A-3, 


/, - 6. (7X,,, Tat ni) 


i) f,-% 


ü-0, 


A-e- 


(rlll,, Tat. II) 


10) /i - 0, 


/■.-2, 


/i - 8. (Z„, Tat. V) 


5) f. - 1. 


ü-s, 


/■.-s. 


(Föj, Taf. II) 


11) f,-o, 


/;-o, 


A = 12. Das Pentagon- 


6) f,-0, 


f,-e, 


ft-o. 


(m. Tat. II) 






dodekaeder. 



Gruppe b. 

12) /ä = 3, /; = 1, /; =!,/■„ = 3, (F/J4 Taf. II) 16) f., = 1, /; = 2, f^ = 5, /; = 1, (JXs3, Taf. HI) 

13) ^ = 3, /-^ = 0, /:, = 3, /, = 1. (VII^, Taf. H) 17) f^ = 1, /; = 1, /^ = 7, /; = 2. (Fig. 11, Taf. 11) 

14) ^ = 2, /; = 1, /-^ = 4, ^ = 1. (Fi7/3, Taf II) 18) /; = 1, /^ = 0, /; = 9, /; = 3. (Fig. 12, Taf II) 

15) /; = 1, /; = 4, /; = l, /g = 2. (F/IZ,o, Taf. II) 19) /ä = 0, /; = 1, /-f^ = 10, /; = 2. (Pig 13, Taf II) 

Es deflniert also jedes positive ganzzahlige Lösungssystem der Gleichung S/^ -f- 2f^ ~\-f^=' 12 einen 
Stamm allgemeiner Vielflache. Es zeichnet sich Übrigens der Bereich S^ dadui-eh aus, dass jeder Polyeder-' 
stanuu nur ein einziges Stammvielflach enthält. Die Lösung 8) /g = 0, /"^ ^^ 4, ^ = 4 z. B. ergiebt als 
Stammpolyeder nur das Achtflach VIIJ,^, denn das Neunflach IX^^ (Taf. III) mit einem Sechseck und die 
drei aUomoi-phen Typen der Zehnflache X,g (Taf. V) lassen sich aus FTfJjg durch Elementarerweiterung 
längs gewisser Polygone eihaiten Zerschneidet man um einen Fall heiannzugreifen } Ill^g lin^s des Normal- 
polygons, welches dieses Äohtfiach m die beiden Teile S und S zerfiHt von denen jedei zwei sich 
seitende Vierecke und die beiden Fünfecke enthalt von denen jedes mit jedem der beiden Vieiecke eine 
Kante gemein hat, so lissen «ich S und S nich Einfügung eines ins zwei Sech^secken bestehenden unvoll- 
ständigen Noimilgurtels zu dem Zehnflaeh Ag^a zuiammentugen 

97 Pie Stamme des Bereif hes Ji„ Um die Stimme des Bereichen B„ für einen bestimmten Wert 
von m zu huden hat man die Losungen dei beiden Gleichungen Sf^ -\- 2f^ -\- f^ = 12 -'r m und /, -f- 2/g -|- 
3^j -j- ■■--)- »h/ 4-0 =m 7u bestimmen Jedes Losungssystem der eisten GleuJiung ist dann mit jedem 

1) Dip iusti hrhchen Ihle tunken \^r„] hei Eierhard -i a U '^ flft 
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Lösungssystem der zweiten Gleieliimg zu kombinieren. Es kann bewiesen werden: Jedes positive ganssaklige 
Lösmigssystem der heiden Stammgleichmg&yk beg. der chwrakteristischen Gleichung definiert einen Stamm all- 
gemeiner Vielflache, da sich mindestens ein Stammpolyeder geometriaeb konstruieren lässt.*) Die Aufgabe, 
die Lösungen der beiden Stammgleichungen zu finden, ist ein Problem der unbestimmten Analytik; es 
handelt sich um Anfiöaung zweier diopb antischen Gleichungen mit drei, bez. m Unbekannten, Die Ansakl 
aller Lösungm bei gegebenem m ist gleich dem Produkt der Anzahl der Lösimgen der beiden Gleichungen. 
Diese zwei Anzahlen geben an, auf wieviel verschiedene Arten die Zahlen m -\- 12 und m sich als Summe von 

einer, zwei oder drei der Zahlen 1, 2, 3 mid als Summe von einer, zwei, drei, vier m der m Zahlen 1, 2, 3...m 

darstellen lassen. Sie lassen sich für jeden Wert von m durch Eekursionsverfahren berechnen.^) Zu einem 
bestimmten Lösungssystem der Stammgleichungen werden für )» > im allgemeinen mehrere allomorphe 
Stammvielflache gehören. Z. B. ergieht sich für «i = 3 u. a. die Lösung f^ = 3, f^ = 2, 4 ^ 2, f^ = 1, 
fg = 1, die sieh, schon ohne Sechsecke, in den beiden allomorphen Typen des Neunflaehes IX^ (Taf. III) 
konstruieren lasst.*) 

98. Die Bestimmung der Polyederfamilien eines Stammes. Hat man ein Lösungssystem fg,fi,f,„fi,U ■ ■ ■ 
der beiden Stammgleichungen gefunden, so handelt es sich nun um eine Methode, um aus diesen M Stamm- 
flächen und aus einer nicht näher bestimmten Anzahl g, von Sechsecken die möglichen irredacibUn Vielflache 
des Stammes zn konstruieren. Jedes solche Vielflach bildet dami mit allen aus ihm durch Elementarerweiterung 
ableitbaren, also reducjblen Vielflachen eine Familie. Bezügheh der Lage der M Stammflächen sind nun 
vier Fälle zu unterscheiden.^) a) Die M Stammfläcben setzen (ohne Sechsecke) die vollständige Oberfläche 
eines Vielflaches zusammen; dies sind an sich Stammvielflaehe, b) Sie bilden m isolierte einfech berandete 
Bestandteile S^ S^,. . . 8^, (m ^ M.) c) Sie bilden i isolierte mehrfach berandete Flächen i*,-. d) Sie bilden 
i' isolierte einfach berandete Bestandteile Si- und i" isoherte mehrfach beraaidete Fachen F'i. Jede der drei 
Gruppen a) \) c) zeilaUt wieder m eine endliche Anzahl von llnteigiuppen. Diese unterscheiden sich 
bei h) eistens duich de Alt all m lei isolieiteu eiufich bennieten Teile 5 zweitens durch die Art der 
Verteihnq dei ilf Stammflachen aui die w Bestindteile unl liittens noub diicb die Zu^bümmensetgungsweise 
der zu einem Bestindteile genon menen Vielecke Kon plizieiter w id die Bestimmung der Untergruppen in 
den Fallen e) md d) da hier be gleichei Anzihl von Flachen S hez F noch Veisehiedenheiten in deren 
gegeni^eitigei Lage m Betiaeht zi ziehen sind Sichei abei ei£,!ebt s ch in jedem Falle nur eine endliche 
An^aM ton U>itergruppe i die dei Keihe nach angegeben weiden können Nicht alle Untergruppen sind jedoch 
duich Stammvielflaehe darsteUbai Denn hat min z B im Fille b) ? isoheite einfach berandete Flächen 
S '^^ b mit den Eandp lygonen P P^ P aus den M Stammflachen zusammengesetzt, so sind diese 
Polygone zugleich die ßanliolygone dei noch hinzu zut igenden besag (.uoidischen Fläche F/,, und es muss 
also wenn C [P ) die Chaiakteiist k des Pohgon P in Bezug luf las Inneie des Flächenstücks S/. ist, die 

Uethiug V ( (Pj-) = ( ( , _ ) 1 eti eh^t weiden ^a im jele= ( {P) luich die Zahl und Art der Viel- 
ecke, welche 8h zusammensetzen, nach der Formel in Nr. 91 bestimmt ist. Die Zusammensetmmg der M Stamm- 
fiächen Bit den Si muss also im Einklänge mit der besprochenen Gleichit^ stehen. Entsprechendes gilt in den 

1) Vei'gl den Beweis liei Eberhard, a. a. 0. S. 20&— 331. 

2) S. Euler, Introductio in analjsin infinitomm, Lib. I. Cap. 16. Vergl. Cantor III. S. 696 ff. BeKeiclmet man '/.. B. 
die Zahl der Lösungen der ersten Stammgleichung mit Sj», Ssr + i, iSav-j-a, je nachdem m von der Fonn 3v, äv -\- 1, 
.S,, + 2 ist, so ist Säv+i =53^ + 2 + r^^^l, Sir + i = Ssv + ö + [^^"1^] + [l-l. ™o H «^'^ bekannte Bedeutung hat, 
und es ist Sg^ gleich 3 13 -| — I oder gleich 3 (3-l--|l — f^ + T')' ■'^ nachdem v ungerade oder gerade ist. Kom- 
plizierter i8t die Behandlung der zweiten Stammgleichung, auf die hier verzichtet werden soll. Empirisch lassen sich für 
nicht zu groEees m die Lösungen leicht angeben. 

3) Vet^l. dazu die elf Tjpen des Zehnflaches X^^ (Taf. IV) mit einem Sechseck. 

4) Nach Eberhard, a. a. 0. S. 334 ff. 
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Fällen c) und d). Setzen die M Siammflächen ein polyedrieches Flächensfcück S^ zusammen, so hat dessen 
Randpolygon die Charakteristik — 6, weil die zur Vervollständigung von S^ zum geschlossenen Vielflacli be- 
nötigte besag onoidische Flache von einfachem Zusammenhange ist. Dabei kann die Art der Zusammen- 
setzung von Si aus den M Stammflächen auch eine mehrfache sein, wodurch sich allomorphe Stammviel- 
flache ergeben. Beispiel: f^ = 1, fi = 3, f^ = 4, /", ^ 1; die drei allomorphen Stammzehnflache Xi3,o,(-,c. 
Bilden die M Stammflächen, um den einfachsten Fall c) zu nehmen, eine mehrfach beraudete Fläche, so 
müssen deren säjntliche Bandpolygone die Charakteristik — 6 haben, aus demselben Grunde wie im vorigen 
Beispiele. Setzen die M Stammflächen ein einfach berandetes Stück S^ und ein zweifach berandetes Stück F^ 
zusammen, so muss von den Charakteristiken C {P) und C (P") der beiden Polygone von F^^ die eine gleich 
— 6, die andere gleich der Charakteristik des Randpolygons von Sj sein, weil dieses von J^^ durch einen 
zweifach berandeten Sechsecksgärtel getrennt ist u. s. w. Es lässt sieh nun beweisen, dass zu einem den 
gemachten Angaben entsprechend bestimmten System von isolierten Flächen Si (oder Fi) nur eine endliche 
Anzahl irreducibler, isomorph beraaideter hexagonoidischer Einschaltungsflachen existiert.^) Es folgt daher 
der Satz: Die AnsaM der su einem heliebigen Vielflachstamme gehörigen Familien ist endlich. Jede Familie 
enthält dann neben ihrem Stammvielflach alle durch Elementarer weiterang aus ihm ableitbaren Typen, deren 
Anzahl unendlich gross ist. 



E. Die besonderen Eulerschen Vielflache. 

99. Emteiluug der besonderen Vielflache. Bei der Betrachtung der als besondere Vielflache be- 
zeichneten räumliehen Gebilde kommen ebensowohl' die Grenzflächen als die Ecken in Frt^e, und zwar ijicht 
nur nach ihrer Zahl, sondern auch nach ihrer Beschaffenheit. Ein VieJflach heisst ■regelmässig (regulär), wenn 
seine sämtlichen Grenzflächen kongruente regelmässige Vielecke (Polygone) und seine sämtlichen Ecken eben- 
falls reguMr und kongruent sind, d. h. sich zur Deckung bringen lassen. Ein reguläres Vielflach besitzt 
demnach gleiche Kanten — es ist gleichJccmtig — und gleiche Flächenwiukel. (Beispiel: Wm-feL) — Ein 
Vielflach heisst gleicheckig und gleichflächig, wenn seine Fachen und ebenso seine Ecken sämtlich kongruent 
sind. Ein solches ist nicht notwendig regulär; dies ist es nur dann, wenn die kongraenten Flächen regel- 
mässige Vielecke sind, d. h. wenn das Vielflaeh zugleich gleichkantig ist. (Beispiel: Ein Vierflach, dessen 
Netz dadurch entsteht, dass man die Mittelpunkte der Seiten eines ungleichseitigen Dreiecks unter- 
einander verbindet, ein sog, Sphenoid.) — Ein Vielflach heisst gleicheckig, wenn es lauter gleiche (kongruente 
oder symmetrisch -gleiche) Ecken hat, während die Grenzflächen, die nicht regulär zu sein brauchen, von 
einander verschieden sind (Beispiel: rechtwinkliges Pai'allelepiped) ; es heisst gleichßächig, wenn es von lauter 
gleichen (kongruenten oder symmetrisch gleichen) Fachen begrenzt wird, wobei die Ecken, die ebenfalls 
nicht notwendig regulär sein müssen, von einander verschieden sind. Sind bei einem gleicheckigen bez. einem 
glöichfiächigen Körper die Fachen bez. Ecken regeki^ssig, so heisst der Körper ein hälbregulärer , weil er 
zu einem regulären wird, wenn ira ersten Falle die regulären Flächen, im zweiten die regulären Ecken 
sämtlich von einerlei Kantenzahl sind. Alle bisherigen Deflnitionen sind ebenso wie für die Eulerschen 
Vielflache der Art A = l, soweit sie im folgenden zumtchst zur Sprache kommen, auch für die Vielflache 
höherer Art, die später zu untersuchen sind, gültig. — Es erübrigt noch eine Bemerkung über die Ecken 
der Vielflache, Konstruiert man um den Scheitel einer Ecke eine Kugel, die von sämtlichen Seitenflächen 
der Ecke in grössten Kreisen geschnitten wird, so heisst die Ecke regelmässig (regulär), wenn das erzeugte 
sphärische Polygon auf der Kugel regelmässig ist. (Vergl. Nr. 37.) Zwei Ecken heissen gleich (kongruent), 
wenn bei umbeschriebener Kugel von gleichem Radius die sphärischen Polygone kongruent sind, und wenn die 

1) Eberhard a, a, 0. S, 220. 
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Eauten der einen Ecke mit entsprechenden Kanten der andern Ecke, in demselben Umlaufssinn genommen, 
der Grösse nach übereinstimmen. Ist die eine Ecke, bei Berücksichtigung auch der Länge ihrer Kanten, 
nur das Spiegelbild der andem gegen eine ihrer Grenzebenen, so heissen die beiden Ecken symmetrisch-gleich. 
100. Die regelmässigen Viclflache. Ableitung nnd Existenzbeweis. Ein Vielflach besitze f M-eekige 
(regelmässige) Flächen und e m-kantige (reguläre) Ecken. Es ist dami n ■ f= 2h, m ■ e = 21c, wenn k die 
Zahl der Kanten bedeutet, und da e -\- f= k -\- 2 ist, so ergiebt sieb: 
, am« in . 



- 2(m + n) ~ mn' 2(m + n) - mn> ' H 

Da weder m noch n gleich 6 sein kann, beide aber grösser als 2 sein 
bination von » == 3, 4, 5 mit m ^ 3, 4, 5 nur folgende endliche positiTe 



-«)- 



1) 


« — 3 


2) 


» — 3 


3) 


« = 8 


4) 


» = 4 


6) 


» — 5 



= 20, 



12 



so erhält man durch Kom- 
Werte im e, f, k: 



12. 
30, 



= 30. 



Nach der Zahl ihrer Flächen heissen diese einzig möglichen fünf regelmässigen Vielflache in der angegebenen 
Reihenfolge: Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, Hexaeder (Würfel), Dodekaedei- (Pentagondodekaeder), Hiermit 
ist gezeigt, dass mir fimf regelmässige Vielflache möglich sind; ihre thatsächliche Existenz muas noch 
bewiesen werden.^) 

Bildet man aus n (< 6) gleichseitigen Dreiecken eine w-kantige Ecke, so dass die aufeinander 
folgenden Machen gleiche Winkel (Flächenwinkel) mit einander bilden, so ist der freie Rand der n Dreiecke 
ein ebenes regelmässiges n- eck. Für w == 3 lässt sich dei' freie Rand durch ein den vorigen kongruentes 
gleipbseitigea Dreieck zum regelmässigen Vierflachj dem Tetrmdm; schliessen (Fig. 84). ^ Man setze nun die 
vier kongruenten gleichseitigen Dreiecke a = ABC, ß = ACI), y = ADE, S = ÄEB zu der vierkantigen 
Ecke A zusammen, so dass die vier Flächenwinkel gleich sind. In einer Ecke des Randes, etwa I?, setze 
man zwei weitere gleichseitige, den vorigen kongruente Dreiecke £ = BCF und % = FCD an, welche die 
mit A kongruente vierseitige Ecke ergeben. Darm ist in B und D nur je ein gleichseitiges Dreieck 
hinzuzufügen, um auch hier mit A kongruente Ecken zu erzengen, und es ist das Oktaeder entstanden. 
Die drei kongruenten Polygone BCDE, ABFD und ACFE sind Quadrate (Fig. 85 S. 124). — Werden fünf 
kongruente gleichseitige Dreiecke unter gleichen Plächenwinkebi aneinandergelegt, so ej^ebt sieh eine Ecke A, 
deren ebener Band BCDEF (Fig. 87 8. 125) ein regelmässiges Fünfeck ist. In einem ersten Eckpunkte 
desselben^ z. B. B, lassen sich dann drei weitere, den vorigen kongruente gleichseitige Dreiecke sieher so 
ansetzen, dass sie mit den zwei daselbst bereits vorhandenen eine der Ecke A kongruente Ecke E bilden. 
Da die Fläcbenwinkel immer dieselben sind, so lassen sich au den drei min in C zusammenstossenden Drei- 
ecken zwei weitere fügen, so dass die Ecke C kongruent der Ecke A wird u. s. w. Nach Anfügung von 
zehn gleichseitigen Dreiecken werden fünf derselben noch einen freien Band bilden, und da die drei Dreiecke 
an jeder Ecke dieses Randes dieselben Winkel mit einander bilden, wie je drei Dreiecke des freien Randes 
der Ecke A, so ist jener Rand kongruent mit diesem und kann durch eine mit A kongruente fünflcantige 



Ecke geschlossen werden, öo ergi 
Eckpunkte bilden ein regelmässiges 
Ecke bilden lässt, so ist der Bewe 
aus drei regelmässigen kongruenten 
also an jede Kante eines regelmi 



!ebt sich das Ikosaeder. Je fünf einem seiner Eckpunkte benachbarte 
ebenes Fünfeck. — Da sich aus drei Quadraten nur eine bestimmte 
i der Existenz des Hexaeders, dem vorigen entsprechend, klar. — Auch 
Fünfecken lässt sich nur eine ganz bestimmte Ecke bilden. Setzt man 

igen Fünfecks ein ebensolches an, dass je zwei aufeinander folgende mit 



jenem eine Ecke bilden, so sind die fünf eiitstehenden Ecken kongruent, und je i 



i aufeinander folgende 



1) Dieser Exist«nz'bewei3 ist der VoUstäadigkeit Tvegen hier geführt, obgleich die regelmässigen Polyeder den 
Elementen angehören, wie auch Üire KenntniB gelegenüicb von ims schon vorausgesetzt wurde. 
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der ai^esetzten Fünfecke bilden mit einander denselben Flächenwinkel, wie jedes derselben mit dem ersten 
Fünfeck, so dass die freien Kanten jedes angesetzten Fünfecks im Endpunkt der vom ersten Fünfeck aus- 
gehenden Kante denselben Winkel, nämlich den Fünfeckswinkel von lOS** bilden. An den freien zehnkantigen 
Rand der bisher erhaltenen polyedrischen Figur lassen sich dann fünf weitere regelmässige Fünfecke so 
ansetzen, dass zehn neue kongruente Ecken entstehen. Längs des schliesslich verbleibenden fünfkantigen 
Randes, der ein reguläres Fünfeck sein muss ~- denn er ist kongruent mit dem Rande, den die ersten 
fünf angesetzten Fünfecke nach Tilgung des Ausgangsfünfecks bildeten ^ lässt eich das Gebilde durch ein 
zwölftes Fünfeck zum Dodekaeder (Fig. 88 S. 125) schlieesen. ^) Aus dem Gesagten folgt noch, dass jedes 
regelmässige Vielfiach durch seine Kante vollkommen und eindeutig bestimmt ist. 

101. Die zum regnlären Vielfiach gehörenden Kugeln. Um und in jedes reguläre Vielfiach lässt 
sich eine Kugel beschreiben, desgleichen eine Kugel durch die Mitten aller Kanten. Das gemeinschaftliche 
Centram M dieser drei Kugeln ist der Mittelpunkt des Vielflaches, Denn enichtet man in den Mitten 
zweier sieh seitenden Flächen Senkrechte, so schneiden sie sich, weil sie in der Ebene liegen, welche 
die Grenzkante senkrecht halbiert. Jedes solche Paar von seitenden Flächen kann wegen der Gleichheit der 
Flächenwinkel mit jedem andern Paare auf zwei Arten zur Decknng gebracht werden, und da dann auch 
die Senkrechten und die auf ihnen gebildeten Abschnitte zur Deckung kommen, so sind alle vier Abschnitte 
unter einander gleich. Die Senkrechte einer Fläche wird daher von den Senkrechten aller seitenden Flächen 
in demselben Punkte getroffen; durch den gleichen Punkt gehen wieder die Senkrechten der weiteren seitenden 
Flächen u. s. w. Dieser Punkt M ist also gleichweit von allen Flächen und aUen Kantenmitten und damit 
auch gleichweit von allen Ecken entfernt. Er ist der gemeinsame Mittelpunkt dreier Kugeln, einer um- 
beschriebenen (vom Radius R), einer einbescliri ebenen (vom Radius P) und einer durch die Kantenmitten 
(vom Radius Ä), Die Kanten des Vielflaches sind Tangenten an die letztgenannte Kugel. 

102. Elemeutwe Betrachtung des Tetraeders, Hexaeders und Oktaßders. (Metrische Relationen, Rezi- 
prozität, Achsensysteme.) Bei jedem regelmässigen Vielflache sei im folgenden mit a die Kante bezeichnet, mit 
« die Zahl der Kanten einer Grenzfläche, mit f die Anzahl der letzteren, mit F der Inhalt einer derselben und mit r 
und p die Radien ihres ein- und umbeschriebenen Kreises. Es sei ferner w der Flächenwinkel des Yielflachea, 
die Oberfläche, Y das Volumen. Dann gelten ganz allgemein 

die leicht zu beweisenden boz. schon bewiesenen oder als bekannt -^ 

vorauszusetzenden Formeint 



^ B} — ■ — , p ^= — cot — , 



= ^ sin - 



O^f.F, V = 



P = p tan 

In dem Tetraeder ABCD (Fig. 84) trifft die Höhe ÄF die 
Grundfläche ira Mittelpunkte F des ein- und umbeschriebenen Kreises, 
so dass £P=p = yDB=|-l/3, I)F=r = ~I>E^-^--\/Z, 
AF^ = AB^ — I)F% also AF = «]/| ist. Der Mittelpunkt M 
liegt auf AF imd es ist MF = AF — - i? = YDM^ ~ FD^ oder 
( al/-5 Hj =B^- — s-, woraus sich B^—Y^ ergiebt. Ferner ist P 



= MF^ 
üuAJ^ = ME^'=P^^Q^,d.h..A = -^Y2. Den Flächenwinkel ra findet man 
TO^Sl'iS^e. Übrigens ist 0=a^y3 und V==^Y2. 

l^mente de Ge'ometrie, 8. ei 




1) Ähnlich bei Leg-endre, ] 
A. etereom. Zeichnen, Leipzig 1886, S, 19. 



S. 236, Anders bei Holzmüller, Einleitung i] 
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E, Die besonderen EuJerschen Tielflaobe. 



Im Hexaeder aclineideii sich die Verbindimg slinien je zweier < 
: die Verbiudungslinien der Mittelpunkte zweier Grenzflächen in M und 



Eckpunkte, ebenso 
ist P = -|-> ^ = y1^^' 




also-P^^-^l/ö, Femer: tan-^ 
Überdies ist = 2(1^/3, 



_AM _ 
''SM" 



mit der einbeschriebenen des Wärfelsj 
die beiden Vielflache sind also 



= |--[/3, « = 90», = 6a% V= a". 

Die Endpunkte der yier von der Ecke A des Oktaeders (Fig. 85) 

ihenden Kanten bilden ein Quadrat, dessen Diagonalen sich in 

Jlf sehneiden- Es ist y/=Mfi"==~, B=5Jf=y |/2, P^=A^—(f% 

= l/2;d.h.o) = 109«28'i6",4. 

' Verbindet man die Hälfte der Ecken des Würfels, wie es Fig. 86 

zeigt, durch Diagonalen der Würfelflächen, so ergiebt sich ein 
Tetraeder, Dieses ist sonach die Semigonie^) des Hexaeders. Die 
Verbindungsluiien der noch übrigen Würfelecken ergeben ein zweites 
Tetraeder,^) Die Verbindungslinien der Mittelpunkte der Hexaeder- 
flächen mit den Mittelpunkten der je vier Nachbarflächen sind die 
Kanten eines Oktaeders, von dessen acht Flächen je vier sich nicht 
seitende in die Ebenen der Flächen eines der eben besprochenen 
beiden Tetraeder fallen. Das Tetraeder ist also die Smtiedrie^) des 
Oktaeders. Die umbeschriebene Kugel dieses Oktaeders ist identisch 
3sen Flächen Tangentialebenen in den Eckpunkten des Oktaeders sind; 
c zu einaJider. Ebenso bilden auch die Mittelpunkte der Flächen 
des Oktaeders die Ecken eines diesem eingeschriebenen Wärfels. Die 
Mittelpunkte der Flächen des Tetraeders sind die Ecken eines neuen 
Tetraeders: Dieses ist sich selbst reziprok oder autopolar. Die oben 
angeschriebenen metrischen Relationen für die drei besprochenen regel- 
mässigen Vielflache lassen sich aus Fig. 86 z. T. direkt ablesen. 

Verbindet man sämtliche Ecken, Plächenmittelpunkte und Kanten- 
mittelpunkte des Oktaeders und Hexaeders in Fig. 86 mit dem Centrum 
M der drei Kugeln, so gilt für dieses Strahlen System das Folgende: 
Die sechs Ecken des Oktaeders liefern sechs, zu je zwei einander 
diametral gegenüberliegende, eine Achse bildende Strahlen, die man 
viergliedrig nennt, da der Körper in Bezug auf eine solche Achse 
als Rotationsachse vier identische Stellungen darbietet. Diese drei 
viergliedrigen Eckenachsen des Oktaeders sind zugleich die Plächenaehsen 
des Hexaeders. Die Verbindungslinien der Plächenmittelpunkte des 
Oktaeders mit dem Centrum M bilden ein System von acht dreighedrigen Strahlen, von denen je zwei gegen- 
überliegende zusammen eine der vier Flächenachsen des Oktaeders darstellen. Diese vier Plächenaehsen sind 
identisch mit den vier dreigliedrigen Eckenachsen des Hexaeders. Die zwölf zweigliedrigen Strahlen aus M nach 
den Kantenmitten des Oktaeders sind gleichgerichtet mit den Kantenstrahlen des Würfels und bilden sechs zwei- 
gliedrige Kanfeenachsen. — Das Tetraeder besitat tier dreigliedrige Eckenstrahlen, vier dreigliedrige FMchen- 
stralilen und sechs zweigHedrige Kanten strahlen. Von den letzteren liegen je zwei einander diametral gegen- 
■ imd bilden die drei zweigliedrigen Kantenachsen, die mit den drei Eckenachsen des Oktaeders 




über 



, den 



1) Über diese der Krystallographie entnommenen Werte vergl. z. B, P. Groth, Physikalische Krystallographie, 
Leipzig 1885, S. 226 etc. 

2) Es bildet mit dem ersten zusammen die sog, Stella octangula Keplers, (Vergl. Fig, 20 Taf. VIL) 
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Flächenachsen des Hexaeders gleichgerichtet sind. Dagegen liegt je einem Eckstrahl des Tetraeders ein 
FlächenstraM diametral gegenüber und bildet mit ihm eine ungleichmdige') dreizählige Achse. 

Je drei benachba/rte Strahlen eines Oktaeders oder Hexaeders, nämlich ein viergliedriger, ein dreigliedriger 
und ein zweigliedriger Strahl bilden eine mit dem Scheitel in M liegende dreiflächige Ecke, deren körper- 
licher Winkel den 48'*™ Teil der Kugel beträgt.*) — Der Winkel, den ein viergliedriger Strahl mit einem 
benachbarten zweigliedrigen bildet, sei 9;' der eines benachbarten viergliedrigen imd dreigliedrigen x> und 
endlich der eines benachbarten dreigliedrigen und zweigliedrigen Strahles sei ip. Die Grösse dieser Winkel 

lässt sich am Oktaeder berechnen. Es ist (vergLFig. 85): cos 9>=^, cosx='p, cosi/'=-7, (cosqo-cos^^eosx) 
also cos9) = y]/2, <p = 4&°; cos x = yl/3, x = 54''44'8",2; cob jI> = ^YG, ^t. = 35nö'51",8 und es 
ist 9> + ;( + 1^ = 135". 

Wi. Elementare Betrachtung des Ikosaeders und Dodekaeders. (Metrische ßelatiouen, Reziprozität, 
Achsensysteine.) Die Verhindungslinien AL, BI . . . (Fig. 87) je zweier entgegengesetzter Eckpunkte des Ikosaeders 
sind gleichlang und sehneiden einander im Mittelpunkt J/; sie sind Durchmesser der umbeschriebenen Kugel. 



_ ; man die Ebene durch AB und AL imd 
AL die Ebene des Fünfecks BODEF in N trifft, 
daher AS^ = Ali ■ AL. Nun ist im n 



(»gl. Nr. 16), oder BIS 

AN=Ya'—BN' — a 

mithin a^ = AN' AL = « |/- 
Ii—~VlO+iyb folgt. Weiter ist P 



in ilir BL, so ist -^ ABL ein itechter, und 
ist BN senkrecht zu AL, 



= fl/^ 




±^ = 5 (3 + 1/5) 1/3.^) Endlieh ist ^ 

A' = Jl^ — ^, ä-h. J = ~l/6 + 2]7ö. — Man ^'^" *'' *''"■ ''' 

verbinde C und .F mit dem Halbierungspnnkt T Ton J..B, so ist -^CTF^^a. CF^SasmFBN^^SasmÖA", 
sin|- = ^:i^2'=fflsin54'>:|-l/3 = |-]/3sin54o, daraus folgt 0= 138''11'22",6.*) Für die Oberfläche 
und den Inhalt des Ikosaeders ergiebt sich = 20 ■ ^-[/S = 5«*yl und F = y ■ = ^ a^S + Vö)- 

Die Nachbarflächen der Flache ABCBE des Dodekaeders (Fig. 88) schneiden sich in einem Punkte Z, 
da sie gleiche Winkel a mit ABCBE büden. Im gleichschenkligen Dreiecke BZC ist •^BZC=36'*, 



1) Der Ausdruck n-gliedrige Achse ist ti 
der Ordnungszahl n. Tergl. Hess II, 8. 16, 

2) Denn die Flächenmakel der Ecke s 



I Hessel; Sohnke nennt s 



woraus sich nacli der Anm. 
Kugel bedentet. 
3) Hier 



r. 37 der körperliche Winkel der Ecke zu — 
id bei weiteren Umformungen ist Ton der Formel Gebrauch 



iigliedrigen Strahle betragen bez. ■— , 
"^'S"^T~'" 



1 machen: 



^1/6(3 + 1/5) = -^y3(y'5+l), d, h. derselbe Wert w 



. i (ya -j. i) ist. 
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d. h. BZ ist Radius des umboschriebenen Kreises eines regulären Zehneeks, dessen Kante BC =^ a ist, also 

ist J5^=ß.l^^^ (vergl. Kr. 16). Die Höhe Z¥ dieses Dreiecks folgt aus ZY^^BZ^ — - au 



Z¥=Y^ö + 2]/b. Bezeichnet W deu Mittelpunkt der Fläche ABCDE, so ist rTf'= p = -J cot 36» 
= _|'|/i+l^, und co3ZrTr = ;^ = ]/|^, also cosw = — ")/|-, woraus sich ra = 116» 33' 54",2 
ergiebt. Nun ist <^o^ Y = yjjf = "J j ^^^^ --4 ^ ■■ ^^ , und da cos y == "|/ "'"^'^ ^ " = y '' ^J ist, so 

cos -- 

erhält man A = ~ [/ ■ Es ist femer B^ = J^ -\- — , woraus man It = -t-K 18 -j- 61/5 berechnet. 

Endlich ist P^ = A^ — p^ und somit P = — [/ ■ ■ ' ■ ■ Für die Oberfläche und den Inhalt des Dodeka- 

eders findet man: O = 12-5.^=3»^-y25 + 10l7^und r=J' = ^1/10(47 + 21 ]/o) = ^(15 + T^'ö). 
Da die Flachenwinkel eines Dodekaeders sämtlich unter einander gleich sind und die Mittelpunkte 
der Flächen von den Mitten der Kanten überall dieselbe Entfernung haben, so sind die 30 Verbindungs- 
linien der Mittelpunkte je zweier Nachbarflächen unter einander gleich und je drei derselben bilden also ein 
gleichseitiges Dreieck. Das von den 20 entstandenen gleichseitigen Dreiecken begrenzte Vielfiach ist demnach 
das Ikosaeder, das mit dem Dodekaeder den Mittelpunkt M gemeinsam hat (konzentrisch ist). Die ein- 
beschriebene Kugel des Dodekaeders ist zugleich die umbeschriebene des Ikosaeders^), d. h. Ikosaeder und 
Dodekaeder sind pdlar-re^iprok. Zieht man in den beiden so vereinigten Körpern sämtHohe Strahlen aus dem 
Centrum M nach den Ecken, Kantenmitten und Fiäehenmittelpunkten, so fallen die Eckenstrahlen des einen 
Körpers mit den Mäehenstrahlen des andern zusammen, und die Kantenstrahlen beider Körper sind identisch 
in ihrer Richtung. Es besitzt also das Dodekaeder zwölf Plächenstrahlen, welche sechs fünfgliedrige Achsen 
bilden, diese sind zugleich die fünfgliedrigen Eckenachsen des Ikosaeders. Weiter kommen dem Dodekaeder 
zwanzig Eckenstrahlen au, welche zehn dreigliedrige Achsen bilden, die augleich die Flächenaehsen des 
Ikosaeders sind; und endlich hat das Dodekaeder dreissig Kantenstrahlen, fünfzehn aweighedrige Kanten- 
achsen bildend, die mit den Kantenachsen des Ikosaeders ihrer Richtung nach zusammenfallen. Je drei benach- 
barte Strahlen verschiedener Art eines Ikosaeders (oder Dodekaeders) bilden eine mit dem Scheitel in M 
liegende Ecke, deren körperlicher Winkel den 120-8ten Teil der Kugel bildet, da ihre Flachenwinkel an 
dem fünf-, drei- und zweigliedi-igen Strahle bez. y, -- und — sind.^) Bezeichnet man mit 9 den Winkel 
eines fiinfghedrigen Strahles mit einem benachbarten zweigliedrigen, mit % den eines fünfgliedrigen und eines 
benachbarten dreigliedrigen^ und endlich mit ^ den eines drei- und eines nächstliegenden zweigliedrigen Strahles, 
so gelten wieder die folgenden aus Fig. 87 direkt abzulesenden Formeln, in denen B, P, A die betr. Grossen 
für das Ikosaeder darstellen: cos ^> == -p, cos x = -pj cos ip = —.■ Durch Einsetzung der oben bei Betrach- 



tung des Ikosaeders gefundenen Werte von B, P, A in diese Formeln findet man: ^ob tp ^y ~(^ -\- ^6) 

undtanq) = fc^, also y = 31»43'2",9. cos x = -^l/ 15 (5 + 2 /ö) oder tan x = ^2 (7 — 3 ys) = 3 --[/ö, 

somit z = 3T'*22'38",5. cos ^ = -^-^6(3 -fl/ö), tan ,/, = 1:=^, ^ = 20"54'18",6. Dabei bestehen die 
Beziehungen: tan ^ = tan^ rp, tan 2i^ == sin 2(p, tan x = 2 tan ip = 2 tan^ <p, 9 + z + i/J = 90".^) 



1) Auch das Umgekehrte lässt sich leicht beweisen, 

2) Die Berechntmg geschieht wie hei dem. Oktaeder, 

3) Die Bestimmuiig der Grösse der Flä«teirwiiitel , der Achsenwinke! u. a. m. gelingt leicht mit Hilfe sphärischer 
Dreiecke (s. Nr. 104). Hier ist allea unmittelbar aus der eigenen Natur der Tieiflaoke hergeleitet, wenn auch, wie sich nicht 
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104. Zweite Abletniig dei regnldiea \ielflaehe Die leguläreu Kugelnetze Dr u N 101 

gelieferte Beweis, dass jeles e^elmas ^e \ elflach e ne mbescl ehe e nd e e ube<< lu b ne L.ugei 
besitzt, ist toh der it iir d cUec BeBcl aftenl e t les "V elflaches voll g nd,bh ng ^ n3 batt nu if Grund 
der Definition der Reg Im ös gie t les V elflacbes j,egeben we len k nen eh iie Zahl nd B chafFenheit 
der möglioben Typen al^eletet wa Um bese duekt z finden k nn laher le 1 Igenle m ekehrte Weg 
eingeschlagen werden. P oj z e t man samtl c! e Kante e es eg üa e V elfiachp a s d m Cent m M der 
umbeschri ebenen Kugel luf le e Obe flache ü er he nen be P jekt nen le Kaute als Te le (Bogen) 
von grÖssten Kreisen ier Y gel ml die Se tenfld hen lea A elfla hes p J z e e 3 cl als egebnassige 
spMrische Polygone (yc gl N 37") m welche s h kl ne K gelkie se bescbre ben lassen die uml es b ebenen 
Kreise der Seitenfläche le A elfli hes E ne s lebe aus Bogen ^ os»te K se bestehende Te 1 g der 
Kugeloberfiäche soll k ej Ja et, Kug l lefs b ze ebnet we den D e Aufgabe d e mo^li hen legebnass gen 
Vielflaehe zu bestimmen st also a f b anbe zu ilckgef h t le Obe flacl e de K ^el 1 rch kongiuente, 
regu^e, sphäriacbe Polygone liiekenlos emlacl zu be lecken die jetzt gelost we len 11 

Es bestehe daa Isetz ans / egula en &pha ben ecke Dan tnlt wenn A den In w uk 1 des 

M-eeks bedeutet und O die gesamte IvUj,elfiache . ) / ^ — ^ Oj .der / ^= A— ' i '" — äV " ^^ 

in jedem Eckpunkte gleichviel, etwa m, Polygone zusammenstossen, so ist Ä = — Durch Einführung 
dieses Wertes in die Formel für / ergiebt sich f= _, _ö p"°) Hieraus erhält man, wenn m und n 
alle zulässigen, positiven, ganzzahügon Werte erteilt werden, für welche f eine positive ganze Zahl wird, in 
Verbindung mit J. = — ■ und der Formel cos -|- ■ sin -g- = c^^ ~ ^) ^'I^ regulären sphärischen Kugelteilungen 
von der geforderten Beschaffenheit. Dabei ist zu beachten, dass n ■ f = m ■ e = 2Jc ist, wenn e die Zahl der 
Ecken, Je die der Kanten des Netzes bedeutet. Es ergeben sich folgende Lösungen: 

1) Für m =2 ist: f = 2,e = n,Ä = n, a = — , d, h. für jeden Wert s« > 2 wird ein Netz 
aus zwei regulären sphäriscben w-ecken erhalten, deren Fläche je eine Halbkugel beträgt. 2) Für ra = 2 
ergiebt sieh; f=in, e = 2, A=^ — , k = ir, d. h. jedem Werte »i>2 entspricht ein aus m sphärischen 
Zweiecken gebildetes Netz, in dessen zwei gegenüberliegenden Eckpunkten je m Halbkreise unter gleichen 
Winkeln A zusammenstossen.*) Die Netze 1) und 2) stellen nur GfrenzfäUe dar und ergeben keine regulären 
Polyeder. 3) Für w = 3 und m = 3 folgt: /■=4, e = 4, ^ = 120», cosy=-^, d. h, « = 109" 28' 16",4. 

Dies ist das jVeis des Tetraeders. 4) « = 3, m = 4 ergiebt: /■=8, e=6, ^ = 90", « = 90«, d. i. das durch 
die acht Kugeloktanten gebildete Ohtaedemete. 5) Für m ^ 3 und »» = 5 wird f= 20, e = 12, A = 72°, 
cos -f- = g - - o»o > « = 63" 26' 5",8 : das reguläre Ikosaedei-netz. 6) m ^ 4, m = 3 ergiebt f^^ö, e = 8, 

A ^ 120", cos -|- = IZ-r, « = 70''31'43",6; dies ist das Hexaedernetz- 7) Für )^ = 5, m = 3 erhält man 

IcDguen lässt, die Rechnungen dadurcli umatandlicher werden. Sehr ausführlich sind die metrischen Relationen dei legulaien 
Vielflaehe behandelt bei van Swinden, Elem. d. Geom., deutsch von Jacobi, Jena 1834, S. 884 ff. Die regelm Polyeder 
sind in die Kugel beschrieben S. 417—430. Auch in KIügelB Math. Wörterbuch, Bd. V, S 841 £f In die Blementaibuohei lot 
die Theorie der regulären Vielflache vielfach aufgenommen; z. T. abweichend von dei obigen ist die Dar'itellung lei 
HolzmüUec, Method. Lehrbuch d. Elem.-Math,, 1895, I. Tl., S, 205 ff. (vergl Kr. 105). und namentlich b« Heinae-Lncke 
(so künftig zitiert). Genetische Stereometrie von K. Heinze, bearbeitet von F. Lücke, Leipzig ISbb, S. 144—152, in Folge 
der Thatsaohe, dass es bei ihm wesentlich auf die Inhalts berechnung der regulären Körper ankommt, die mehi' oder weniger 
ausgesprochen auf die Berechnung eines gewissen Centralkörpers aui-ückgeführt ist, worauf hiei nicht eingegangen werden kann. 
*1) Vergl, die Anm. in Hr, 37. 

2) Wie in Nr. 100. 

3) Es bedeutet k die sphSrische Kante, vergl. Nr. 37. 

4) Eine Kugel mit zwei Polen und m unter gleichen Winkeln au den Polen zusammens tossenden „Meridianen". 
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f=l2,e = 20,A= 120", cos | = ^^5i^,« = 41» 48' 37",2, d.h. das reguläre P^itoffOttrfotMttet^er- 

neis. Damit sind die zuneigen Werte erschöpft und es haben sich auf diesem Wege fünf Netze ergeben, 
deren Endpunkte die Ecken des betr. eingeschriebeneu reguläi-en Vielflaches sind, da jeder fhtche des Netzes 
sieb ein kleiner Kugelkreis umschreiben lässt.^) I^r die in Nr. 103 berechneten Winkel ip, %, ifr, von denen 
die beiden ersten hier die spliärischen Eadien des ein- und umbescbriebenen Kreises der Fläche des Dodekaeder- 
netzes, der letzte ihre halbe Kante darstellt, ergeben sieb nach Nr. 37 leicht die bereits erwähnten 



Relationen und Werte: tan (p = tan -^ ■ sin -^ = 2 süi 18"= ^—, 



1 ijlj i/i =— j u. s. 1 



Für spätere Untersuchungen sind nun die eben erhaltenen Netze noch weiter zu betrachten. Das 
Netz 1 sei als reguläres KreisteUungsnets, das Netz 2 als reguläres Zweieckmets bezeichnet. Das eine ist die 
Polarfigur des andern, d. h. die Endpunkte des einen Netzes sind die Pole zu den Hauptkreisen des andern, 
und umgekehrt die Hauptkreise des einen die Polaren (Aequatoren) zu den Bckpunicten des andern. Liegen, 
ganz allgemein zu reden, die Eckpunkte jeder Gfrenzüäehe eines Netzes auf eiaem kleinen Kugelkreise, ao 
erhält man, wenn die Mittelpunkte je zweier kleineu Kugelkreise, denen benachbarte Grenzflächen ein- 
beschrieben sind, durch Bögen von Hauptkreisen, die im Mittelpunkte der gemeinsamen Kante beider Grenz- 
flächen senkrecht stehen, veibunden weiden, ein zweites Netz, welches das Syrmnetrienetz des vorigen heisst. 
Tritt der besondere Fall ein, dass auch die Grenzflachen des Syminetrienetzes kleinen Kreisen einschreibhar 
sind, so heissen die Netze lonjutjiett, jedes ist das Symmetrienetz des andern. Man sieht sofort: Das reguläre 
Kreisteüwngsnetz imd Zueiecksnetz sind lonjugurt Fig 21 Tafel VI stellt die stereographische Projektion 
zweier solcher konjugierter Netee für » == 7 dai Das Pi ojektionscentrum ist einer der beiden Eckpunkte Ä 
des Zweiecksnetzes, die Bildebene ist die Tangentialebene an die Kugel im andern Eckpunkt J.' desselben Netzes.^) 
Gemeinschaftliche Symmeirieebenen^) der beiden Netze sind die Ebene des Hauptkreises des Kreisteilungs- 
netzes und die n Ebenen der auf diesem Kreise senki-echten Hauptkreise, welche die Kanten des Zwei- 
ecksnetzes und die seine Winkel halbiei-enden Kanten bilden. Ausser den beiden nach den Punkten A 
und A' verlaufenden, entgegengesetzt gerichteten gleichen 5?-zähligen Maii^tacJtsen^') besitzen die beiden Netze 
noch zwei Gruppen von je n auf diesen senkrechten zweizähligen Queraclisen, von denen je n einer Gruppe 
angehörende gleich sind. Die Achsen der einen Gruppe halbieren die Winkel der Achsen der andern. Für 
n = 2p + 1 gehören je zwei entgegengesetzt verlaufende zweizählige Achsen verschiedenen Gruppen an und 
sind ungleichendig. Durch die erwähnten Symmetrieebeuen zerfällt die Kugelfläche in in zweirecht winklige 
Dreiecke, von denen eines das charakterisUsche Breieck der beiden Netze heisst.^) 

Das Netz des OMaeders wird von drei Hauptkreisen a^, o^, a^ gebildet, die sich in sechs Punkten, 



1) Der Beweh der Existenz der fünf legulären Vielflache mit Hilfe sphan>cb. trigocometiTicliei Sitze und die Ab- 
leitung der regulären Kugelnetie finden sich bei Meier Hii^oh Sammlung geometnichei Äutfraben 2 Tl Berlin Ibin s, 85 ff. 
Ebenso bei E. F. August. Konstiuktion der legelmäeaigen Korper naoh einer tur alle übereinstimmenden Metbode Progr. 
d.Kölln. Eealgjmn. Beilm 1854, und bei L Sobnke, Die Kon^truktlOn dei fünf regulaien Korper Grunerte Arcluv Bd 47 1867, 
Vergl auch die trigon Berechnung bei Legendie a a ti Sil und die aufifubrhche Behandlung der regulären Jiugolteilnng 
m Hess II <^ 23—^5 Ebpnso Steggell Wctp on tbe re^ulai olii-s Edinb M % Proc VII 6(. Vm ilteren Doistellungen dei 
ThtOrie der regulären VlPlfl^chp be« des Existenzbeweisei ^le noch eiwäknt Lhiiilier Meraoire am le soliics rtguliPis 
Lrergonnea Ann Bd III 1813/13 S 233 

2) Teder grösste Kreis der Kugel der durch, den Projettionspi ntt geht bJdet «ith lann bekanntlich bPi dieser 
stereogiaphisoben Projektion aU Geiade in der Ebene ab jeder andre [gröaete] Kreis als Ereio m dei Ebene Der "R inkel 
zweiei Kreise m der Ebene ist gleich dem Winkel der entspi sehenden Kreise auf der Kugel u b w 

3) Symmefneebenen sind inol he Ebenen welche da? Netz deiait halbieren liss lele Hilfte dT,s Siiegollild der 
indem geg n diese Ebene i fc 

4) Eber und im folgen äen smd il wen,hpnl ^om 1 1 heiigen (xebrauchp oft die Strahlen lelHt aJ^ Ächien le/iichi et 

5) Weiteres Hess H S 26 ff 



y Google 



105, Geschichtliclie Bemerkungen, 129 

in Ä^, A^, A^ und ihren Gegenptmkten Ä^',A^',A^', schneiden. Das ihm konjugierte Netz iat das von den 
Tier Ecken C^, C^, Q, C^ und ilu-en Gegenecken C^', C^', C^', C^' gebildete Hexaederneis, das aus den Bögen 
Ton sechs Hauptkreisen h^, h^, \, \, h^, \ bestellt, deren Pole die gemeinschaftlichen Kantenmittelpunkte B 
der beiden Netze sind. Die stereographische Projektion der di-ei Hanptkreise a und der sechs Hauptkreise h 
des Oktaeder-Hexaedernetzes stellt Fig. 14 Taf. II dai. Das Projektionscentrum iat die Ecke A^ des Oktaeder- 
netzes. Das Gesanitnetz besitzt drei Paare entgegengesetzt gerichtete gleiche vierzähUge Achsen nach den 
Pmikten Ä, vier Paare entgegengesetzt gerichtete gleiche dreizählige Achsen nach den Punkten C, und sechs 
Paare dergl. zweizählige Achsen nach den Pmikten B, was nach dem früher Gesagten keiner Erläuterung 
bedarf. Die Endpunkte dreier benachbarter Achsen verschiedener Art bilden das eharoMmsUscke Dreieck, 
■£. B. l\Aj^B^ C^ des Gesamtnetzes; es beträgt den 48-sten Teil der Kugelfläche. ^) Dieses aus den Haupt- 
kreisen a und h gebildete Gesamtnetz wird übrigens später als HexakisoMaedernets und weiterhin auch kurz 
als erstes Haupineiz bezeichnet werden. In Fig. 14 sind zugleich die konjugierten Tetraedemetze (7j C^' Cj' C 
und Ci Ca Cj C/ enthalten, denen die beiden Tetraeder einsehreihbar sind, deren Ecken je die Hälfte der Ecken 
des dem Hexaedemetze einbeschriebenen Würfels bilden.^ 

Das reguläre Ikosaedernetz und das reguläre Dodekaedernetz, welche konjugiert sind, werden Ton 
denselben fünfzehn Hauptkreisen c^, Cj, Cj . . . . c^^, Cj^ gebildet, deren stereographische Projektion Fig. 15 Taf. II 
zeigt ; Projektionscentrum ist die Ecke Gi' des Ikosaedemetzes. Diese fünfzehn Hauptkreise schneiden sieh erstens 
zu je fünf unter gleichen Winketa in den zwölf Punkten G^, . . . G^, Gj, . . . Gg, den Ecken des Ikosaedemetzes; 
zweitens zu je dreien unter gleichen Winkeln in den zwanzig Punkten C^, C^, . . . C,o, GJ, G^,. . . C/o, den 
Ecken des Dodekaedernetzes, und drittens senkrecht zu je zwei in den dreissig gemeinschaftlichen Kanten- 
mittelpunkten B^, B^, . . . B^^, B[, Bs, . . , Bü der beiden Netze. Die Punkte G, C und B sind bez. die End- 
punkte der sechs Paare entgegengesetzt gerichteten gleichen fünfzähligen, zehn Paare dei^l. dreizähligen und 
der fünfzehn Paare dergl. zweizähligen Achsen des Gesamtiietzes, und je di'ei benachbarte dieser Achsen 
verschiedener Art bilden das charakteristische Brmeck, z. B. A G^C^^B-^ des Ikosaeder-Dodekaedemetzes ; es 
beträgt den 120-sten Teil der Kugelfläche.^) Das von den fünfzehn Hauptkreisen c gebildete Dreiecksnetz 
wird später als Dyakishexehonfaedemets und weiterhin kurz als zweites Haupinetß bezeichnet. 

Dem regulären Tetraedernetze, Oktaedernetze und Hexaedemetze ist je das Vielfiach einzuschreiben, 
nach dem das Netz benannt ist, und es lassen sich in den Endpunkten dieser Netze der Kugel 
reguläre Vielflache umschreiben, die den einbesehriebenen polar - reziprok sind. Die zwei konjugierten 
Netzen ein- und umbeschriebenen Vielfiache besitzen dieselben Achsen imd Symmetrieebenen, wie die Netze 
selbst, und umgekehi-t: die Symmetrieebenen sind die Ebenen der Hauptkreise a und h im Falle des ersten 
Hauptnetzes, die Ebenen der Hauptkreise c im Falle des zweiten Hauptnetzes. 

Bezeichnet man diejenigen Netze, bei denen zu jeder Fläche auch die Gegenfläche dem Netze an- 
gehört, als holoedrisch, bei denen zu jeder Ecke auch die Gegenecke dem Netze angehört, als hologonisck, so 
sind die Netze des Hexaeders und Oktaeders, des Ikosaeders und Dodekaeders, sowie das Kreisteilungsnetz 
und Zweiecksnetz für gerades n holoedrisch -hologonisch (oder auch volUähUg) zu nennen, während das 
Tetraedemetz und die beiden vorher zuletzt genannten für ungerades n als halbzählig zu bezeichnen sind. 
Es ist das Ki-eisteilungsnetz für w = 2p -j- 1 die Hemigonie eines solchen für m =- 4j) -|- 2, denn es ergiebt 
sich aus diesem durch Entfernung von 2jp -|- 1 abwechselnd auf einander folgenden Eckpunkten. Das Zwei- 
ec^netz für n ^ 2p -f- 1 ist die HemiMdrie eines ebensolchen für n = 4^? -|- 2. Das Tetraedemetz ist die 
H&migmie des Hexaedernetzes.*) 

105. Geschiclltliche Bemerkmigeil. Die regelmässigen Körper finden sich in Euklids Elementen, Buch XUI 
bereits behandelt; auch wird bemerkt, dass es mir fünf solche regfuläre Polyeder geben könne. ^) Ihre Bestimmung 
erfolgt immer durch Lösung der Aufgabe, das betr. reguläre Vielflacb, welches sich von einer gegebenen Kugel um- 

1) Hess II. S, 29. a) Vergl, über das Tetraedemetz Heae 11. S. 28. 3) Hess II, S, 31, 

4} Währead aber das Tetraeder die Hemiadrie des Oktaeders ist, lässt sich das Tetraedern^t^ niclit aus dem Oktaeder- 
netze durok Entfernung von Kanten herleiten, 5) Cantor I, 8, 234. 



y Google 



130 



B, Die besonderen Eulerscten Vielflaohe. 



fassen ISsst, zu tonsti'uieren. Abweiciiend von der Bekachtung uusres Testes ist wesentlich nur die Konstruktion 
des Dodekaeders mit HUfe des Wllrfels, '■) Das XIV. und XV. Buch Euklids, wie sie die Handschriften mehi-fach 
enthalten, von denen aber das erste Hypsikles voa Alexandria (zwischen 200 und 100 v. Chr.), das zweite einem 
mehrere Jahrhunderte n. Chr. lehenden Schriftsteller als Verfassern zuzuweisen ist^), vervollständigen die Theorie 
der regelmässigen Vielflache. Des Hypsikles' Buch enthält besonders eine Reihe Sätze ^) über das Verhältnis der 
Kanten und Oberflächen der verschiedenen regulären Polyeder, ein einheitliches Ganze bildend, „welches aeiiiem 
Verfasser wohl Ehre macht". Das sog. XV. Buch Euklids besteht aus sieben Aufgaben, die Einbesehreibung der 
regulären Vielflache in einander betreffend. Wem zuerst die Kenntnis der fünf regelmässigen Vielflaohe zuznsckreiben 
ist, wird sich kaum entscheiden lassen.*) Dass Tetraeder, Würfel und Oktaeder eher bekannt waren, als die beiden 
leifflten komplizierteren Vielflache, darf man wohl annehmen. Wahrscheinlich ist, dass Pythagoras mit den fünf 
Körpern bekannt war^), sicher die Pythagoräer, da Phüolaus schon von den fünf Körpern in der Kugel redet.*) 
ITebereinstimmende Berichte bezeichnen sämtliche regelmässigen Polyeder als pythagoräisch. Jedenfalls übernahm 
Timäus von Lokri aus irgend einer Quelle die Lehre, wie der nach ihm benannte platonische Dialog erkennen lässt: 
„Das Feuer trete als Tetraeder auf, die Luft bestehe aus Oktaedern, das Wasser aus Ikosaedern, die Erde aus 
Würfeln und da noch eine fünfte Gestaltimg möglich war, so habe Gott diese, das Pentagondodekaeder, benutzt, um 
als TJmriss des Weltganzen zu dienen". Der Name Kosmische Körper oder, wie sie weiterhin vielfach bezeichnet 
■wurden. Piaionische Körper ist damit erklärt. Dass später Kepler den regelnmssigen Vielflachen wiederholt seine 
Aufmerksamkeit zugewandt hat, ist bekannt; ebenso der Gebrauch, den er von ihrer Theorie in seinen ersten Werken 
zur Konstruktion der Planetensphären machte. Die Ableitung der Körper findet sich in der Harmonice mundi, opera 
omnia, ed. Frisch Bd. V. S. 120') mid S. 270; die astronomische Anwendung erhellt aus der Figur auf S. 276 ebenda 
Das Dodekaeder wird von Kepler, Euklid folgend, aus dem Würfel abgeleitet, das Dcosaeder in das Dodekaede;, 
das Oktaeder in das Hexaeder einbeschrieben. ^) — 

Die Theorie der fünf regelmässigen Vielflache gehört jetzt den Elementen an; die Euklidsche Ableitung des 

Dodekaeders aus dem Wlirfel findet sich, etwas abgeändert, z. B. bei Holamüller.^) Einiger Nebenbetiaubtungcn 

wegen sei sie hier beigefügt, zumal sich weitere Folgerungen aus ihr ziehen lassen. Setzt man auf die Machen eines 

Würfels gerade vierseitige Pyramiden von gleicher Höhe auf, so entsteht der I^ramidenwürfel (das Tetrahshexaeder), 

Fig. 1 Taf. Vn. Sind sämtliche Seitenflächen jeder der aufgesetzten Pyramiden unter gleichem Winkel von 46" 

gegen die betr. Würfelfläehe geneigt, so fallen je zwei Dreiecke des Pyramidenwürfels in eine Ebene und bilden 

zusammen einen Ehombus, dessen Diagonalen sich wie 1 au yS verhalten; die kleinere Diagonale ist die Kante des 

ursprünglichen Würfels, Dies ist das BJiombmdod^aeder , Fig. 2 Taf. VH. Bezeichnet man die Flächen eines 

Pyramidenwürfels abwechselnd mit -\- und — , und ^st die mit — bezeichneten Flächen wegfallen, erweitert die 

mit + bezeichneten so weit, dass der neue Körper wieder geschlossen ist, d. h. bildet man die paralleli^ehige 

Hemiedrie des Pyramiden Würfels, so ergiebt sieh im allgemeinen das symmetrisdie 

PentaffOnäodekaeder, d. h. ein von zwölf symmetrischen Fünfecken begrenzter 

Körper^"), der mit dem regulären Dodekaeder isomorph ist. Bei bestimmtem 

Neigungswinkel der Flächen des Pyramidenwiirfels gegen die Flächen des zu 

seiner Erzeugung dienenden Hexaeders wird das symmetrische Dodekaeder zum 

regulären. Fig. 89 zeigt das Hexaeder (punktiert) mit dem regulären Dodekaeder. 

Da die Mittellinie FG des regelmässigen Fünfecks BFCLK durch die Diagonale 

BC stetig geteilt wird und ZU parallel mit JfCf ist, so ist auch MY durch 

den Mittelpunkt Z der WürfelMche stetig gefceüt. Wenn dann ZT' = ZY ist, 

so ist ZM durch T' stetig geteilt, d. h.: Tim den Punkt Y zu erhalten, muss 

man die Flächenaehse MZ des Würfels stetig in Y' teilen und um den grossem 

Abschnitt der geteilten Strecke verlängern. Aus Fig. 89 lassen sich einige 

früher bemerkte Sätze sofort ablesen; so bilden die beiden Kantenachsen MY 

r g sq und MG einen rechten Winkel, d, h. es ist -^ YMF + -^ FMS + -^ S31G = 

1' + Z "i" 9' ^ 90*. Demselben in der Figur gezeichneten Hexaedei la=!st sich 

ein zweite'- Dodekiedei umleyn dessen Flächen die mit ~ bezeichneten des Pyramidenwürfels sind. Die durch 

Y gehende Kante des zweiten Dodekaedcis steht senkrecht zu .E-F.'^) Von den dreissig Kanten des Dodekaeders m 




11 Euklids Elemente deut oh von Lorenz, Halle 1824, S. 414. 2) Cantor I, S, 309, 

3) Ihe Sätae sind angeluhitbei Oantoi I, S. 309ff, 4) Vergl, Cantor I, S, 147, 

51 Nach dem sog Mathematiken etzeichnis; „Pythagoras ist es auch, der die Konstruktion der kosmischen Körper 

6) Cantoi I & 148 7) Vergl. daselbst die kösüiche Tafel Abbildungen. 

8) Vergl die Figuren a a S 271 9) Method. Lehrb, d, Elem.-Math, Tl. I, S. 214. 

10) Veigl Nr 116 und Fig l'° Taf "VII 

11) Beide einander duiehdringende Dodekaeder zeigt Fig. 31 Taf, VIII, 
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Fig. 89 laufen sechs parallel den sechs Flächen des Würfels (z. B. HF parallel AB CD, u. s, w,), je weitere sechs 
einem andern Würfel, dessen Ecken in den Ecken des Dodekaeders liegen. Dieses besitzt also fünf solche ein- 
heschriebeae Würfel, deren insgesamt vierzig Ecken zu je zwei mit den Ecken des Dodekaeders zns ammenf allen. '■} 
Besehreibt man um das Dodekaeder Fig. 89 die Kugel durch die Kantenmitten und legt durch diese um dieselbe 
Kugel die Kanten eines Ikosaeders, 'so sind auch je sechs von dessen Kauten (nämlich diejeuigen, welche senkrecht 
zu den Kanteo iEJT, KIj . . . des Dodekaeders verlaufen) parallel mit den Mächen des dem Dodekaeder einbeschriebenen 
Würfels über der Fläche AS CD. Die Endpunkte dieser sechs Ikosaederkanten stellen aber die sämtlichen Ecken 
dieses Vielfiaches dar, d. h. es ergiebt sich nach einiger üeberlegung der von Schönemann^) auf andrem Wege be- 
wiesene Satz; „Die Eckpunkte des Ikosaeders liegen in drei kongruenten, einander senkrecht durchkreuzenden Achsen- 
rechtecken. Das Verhältnis der kurzen Seite des Aehsenrechtecks, welche eine Kante des Ikosaeders bildet, zur 
langen Seite ist das Verhältnis der Seite eines regelmässigen Fünfecks au seiner Diagonale." 

Da sich überdies jedem der fünf Würfel im Dodekaeder Ewei Tetraeder, wie früher gezeigt, einschreiben 
lassen, die man als rechtes und linkes unterscheiden mag, so lassen sich direkt jedem Dodekaeder entweder fünf 
linke oder rechte, oder gleichzeitig alle zehn Tetraeder einschreiben, so dass im letzten Falle jede Dodekaeder ecke 
zugleich Ecke zweier Tetraeder ist. ') Endlich bilden die sechs Mittelpunkte Y, G . . . der den Würfeliläehen paral- 
lelen sechs Kanten des Dodekaeders die Ecken eines Oktaeders, deren fünf sich in das Dodekaeder in der geschilderten 
Weise einschreiben lassen,*) u. s. w, — Die Konstruktion der regelmässigen Polyeder in einander ist ausführlich 
behandelt von van Swinden, Elemente u. s, w. a.a.O. S. 393 ff. Nicht unerwähnt soll die sog, Nieuwlandsche 
Aufgabe bleiben: Den grössten Würfel zu finden, der sich durch einen gegebeaea Würfel hindurehsehieben lässt.^) 
Von weiteren Arbeiten, die sieh mit den regehnässigea Vielflachen beschäftigen, seien noch die von Huge!^), Löwe'), 
Zeppenfeld^), Eoth*') und Wiener^®) angeführt. 

Wie die Konstruktion der ebenen regelmässigen Vielecke auf die Kreisteilung zurückgeführt wurde, so die 
Konstruktion der räumlichen regelmässigen Vielfiache auf die Teilung der Kugeloberfläche. Die halbregebnässigen 
ebenen Vielecke, d. h. die gleicheckigen und die gleichkantigen Polygone, Hessen zweierlei Konstruktionsweiseu zu: 
Zum ersten durch bestimmte Teilung des Kreises, und andrerseits durch Kombination zweier sie erzeugenden kon- 
zentrischen regulären Polygone, d. h. durch Abstumpfung oder Zuschärfung der Ecken eines regelmässigen Vielecks 
durch ein zweites. In ebenderselben Weise sind auch die halbregulärea Vielflache — um den Namen ganz allgemein 
zu brauchen — auf zweierlei Weise ableitbar: Erstens durch bestimmte Kugelteilung und zweitens durch Kombination 
mehrerer^^) regulären Vielflaehe, Es soU jedoch, bei dem grossen Keichtum der iu Frage kommenden Gestalten, 
hier historisch vorgegangen und bei jeder Art von Vielfachen zunächst der Weg besehritten werden, auf 
dem sie nachweislich oder wahrscheinlicher weise zuerst gefunden worden sind. Es wh-d daher im folgenden 
zunächst die Theorie der halbregulären Vielflaehe (im Sinne der Erklärung in Kr, 99), aber nur der sog. Arcki- 
medeischen Foh/eder besprochen, d, h. der halbregulären Vielflache mit gleichen Ecken aber mehreren Arten regel- 
H^ssiger Seitenflächen, während die ihnen reziproken, welche Spezialfälle der gleichfläehigen Polyeder, wie jene 
solche der gleicheckigen Polyeder sind, zunächst unberücksichtigt bleiben sollen. Alsdann sollen die beiden an- 
gedeuteten Ableitungsmethoden fiir die gleicheckigen und die gleichflächigen Vielflaehe nach einander zur Sprache 
kommen, und die Bemerkungen über die geschichtliche Entwiekelung der Theorie dieser sämtlichen Vielflaehe werden 
am Ende beigefügt werden. 



1) Fig. 24 Taf. Sil stellt diese fünf einander durchdringenden Würfel nach Weglaseung des Dodekaeders dai 

3) SchOnemana, Über die Konstruttioa und Daretellung des Dtoeaeders und Sterndodekaeders Ztschift f Math 

u, Phys. v, Schlömilch-Cantor, X8. Jahrg. 1873, S, 337. Auf dea zitierten Sata gründet Schönemann eine Fadankonstruktion 

des Ikosaeders, 

3) Die fünf Tetraeder und die zehn Tetraeder ohne das Dodekaeder zeigen Fig. II und Fig. 3 Taf IX 

i) S. Taf, IX Fig, 6, die Oktaeder ohne das Dodekaeder. Wie die fünf Würfel durch pausende VeibinUung dei 

Ecken des Dodekaeders eatstehea, ao die fünf Oktaeder durch Verlängerung der Flächen eiaea Ikosaeders, ^e ^wi ULt^edei 

flächen liegen ia der Ebene dei-Belben Ikoaaedei-fläche; weiteres Herüber a, später. 
B) vaa Swinden, a, a. 0, S, 394 und S. 542. 

6) Th, Hügel, Die regulären" und halbregulärea Polyeder (mit 113 stereoakopischen Figuren), Neustadt a, d, H. 1876, 

7) 0, Löwe, Über die regulären und Poiuaotachea Körper uad ihre lahaltabestimaiuag vermittelst Determinanten. 
München 1883, 

8) Zeppenfeld, Beitrag zur Projektion der regulären Polyeder, Progx, Elbcrfeld 1884. 

9) Fr, Roth, Beiträge zur Stereometrie, Progr. Buxtehude 1990, 

10) H. Wiener, Herstellung der Platonischen Körper aaa Papierstreifen, Der deutschen Mathematikorvereinigung. 
Katalog der Münchner Ausstellung 1893, Nachtrag S, 52, 

11) Hier kommen für die Abstumpfung u. s, w. nicht nur die Bokea, sondern auch die Kanten in Frage. 
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106. Die Archimedeischen (haHiregnlären) Vielflache. Ihre AWeituug. In jeder Ecke eines Archi- 
medeiaelien, halb regulären Vielflaehes, dessen Ecken sämtlicli gleiehTielkantig, kongruent oder symmetrisch- 
gleich, dessen Flächen mehrerlei Kantenzahl regelmässige Vielecke sind, können höchstens fünf Kanten zu- 
sammentreffen, und nur zwei oder drei Arten von Vielecken vorkommen. Denn bezeichnet Wi die Grösse 
des Winkels im regelmässigen i-eck, so ist öw^ -j- w^^ 390" imd ^3 -f~ *"! "I~ % + ^^s ^ 378". Da diese 
beiden denkbar günstigsten Fälle bereits unmöglich sind, so iat die Richtigkeit der Behauptung bewiesen. 
Ähnlich wie bei den regelmässigen Vielfiachen in Nr. 100 erfolgt auch hier die Ableitung der überhaupt 
möglichen Typen, deren thatsäehliche Existenz alsdann durch Ausführung der Konstruktion zu erhärten ist. 
Von den J? Flächen des Vielflaches seien M »»-ecke, N n-ecke und 8 s-ecke, und zwar besitze jede Ecke deren 
bez. ft, V und e. Es werde also der allgemeinere Fall behandelt, wonach drei Arten von Flächen an dem 
Vielflaehe auftreten soUen, Ist E die Anzahl aller Ecken, so ist M-m = ii-E, N-n = vE, S-s = ß-E. 
Dazu kommt noch, wenn K die Zahl aller Kanten ist, E -{- F ^ K -\- 2. Diese Gleichung lässt sich, da K 
gleich der halben Summe der Kanten aUer Seitenflächen und F ^ M -{- N -\- S ist, in der Form schreiben; 



M -\- N -\- S -{- E = UMm -i- Nn - 



) + 2. 



Setzt man hierin aus den obigen Gleichungen die Werte für M, N, S ein, so ergiebt sich; 

(2mwe + 2s {mv -\- nfi) — mns (,« + v + e — 2))-E — -imns, 
oder, wenn man den Faktor von F zur Abkürzung durch C ersetzt; 

-E = ^', und somit M=^^, N^~^, S = ^^. 
Kommen nur zwei Arten von Flächen vor, so ist ß = und die Formeln lauten: 



C, 



c. 



worin Cj^^ 2 (mv -j- wjt) - 
und es dürfen sich nur 
zusammengestellt . ^) 



1(11 -\- V — 2) ist. Diese Gleichungen sind für jt + v + " < 6 aufzulösen 
3 Zahlen ergeben. Die zulässigen Werte sind in der folgenden Tabelle 
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loO 
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1) Vergl. zur Diskussion der ohigen Gleichungen; Baltzer, Elemente der Math. II. 1883, S, 317ff 
Die halbregelmäsaigen Körper, Progr. Cötheu 1868. Spitz, Sphärische Trigonometrie, S. 116 und 134. Cai 
S. 32 u. a. Die obige Darstellung schlieast sich im weitern bes. an Heinae an. 
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b) Vielflaehe mit dreierlei Flächen. 



Nr. 
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V 
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(F) 




Taf. VI 
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SIV 
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6 
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1 
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ein 36-flaeb 
e^n 62-fla«l! 


( S-tantige 
1 Ecken 


Fig. 30 
Pig. 32 
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> 
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20 


30 


12 


60 


120 


ein 62-flach. 


4-kantige Ecken 


Fig. Sl 



aige sie betreffende Sätze abgeleitet 



Diese fünfzehn Vielflaehe sind zu konstruieren, doch sollen zunächst einigt 
und die metrischen Relationen in völliger Allgemeinheit angeführt werden. 

107. Allgemeine Sätze ül»er die halbregnlären Vielflaehe. Metrische Relationen. Zuvörderst gilt der 
Satz: SämUiche Ecken eines Ärchdmedeischen Polyeders sind gleich weit von einem FmOde M inmerhalb en^emt. 
Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der dem Polyeder umbeschriebenen Kugel, deren Radius B sei. Sind A 
und B die Mittelpunkte zweier Nachbarflächen des Vielflaehes und X der Mittelpunkt der gemeinsamen 
Kante dieser F^hen, so stehen ÄX und BX senkrecht auf dieser Kante. Legt man durch A, X und B 
die Ebene und in dieser senkrecht auf AX und BX durch A und B Gferade, so sehneiden sich diese im 
Punkte M. Denkt man sich auf drei benachbarten Flächen die Mittelsenkrechten und legt durch je zwei 
derselben Ebenen, so müssen jene, als nicht parallele Kanten dreier sieh schneidenden Ebenen in einem 
Punkte zusammentreffen, eben dem Punkte M. Zu je zwei der Flächen nimmt man nun eine dritte hinzu 
und wiederholt dieselbe Folgerung: d. h. alle Mittelsenkrechten schneiden sich in einem Punkte. Verbindet 
man M mit allen Ecken des Körpers, so entstehen lauter gerade Pyramiden, von denen jede mit jeder be- 
nachbarten eine Seitenfläche gemein hat: also sind alle Kanten nach der Spitze gleich, worin der zu be- 
weisende Satz auegesprochen ist. Diese Pyramiden werden CentripyrmnideK genannt. Alle F Centripyramiden 
besitzen kongruente gleichschenklige Dreiecke als Seitenflächen. Bezeichnet »•; den Radius des umbeschrie- 
benen Kreises der Grundfläche, wobei der Index die Kantenzahl dieser anzeigt (also « = jw, w oder s), und Pf 
die Höhe der Centripyramide, so ist P,-^ = Ü^ — r,-^. Ist nun m > « > s, so ist, da alle Grenzflächen des 
Vielflaches dieselbe Kante k haben, »"m > r« > /j, also P«, <Pn< Ps, d. h. alle Seitenflächen gleicher Kanten- 
zahl des Archimedeischen Vielflaches liegen gleichweit vom Centrum M entfernt, und zwar liegt die mehr- 
kantige Fläche dem Mittelpunkte M näher. Es hesitst also das Ar(^imedeische Vielfiack soviel einbeschriebene 
Kugeln, als es Flächen verschiedener Kcmtemahl hai, enüDeder zwei oder drd. Femer haben die Mitten aller 
Kanten gleichen Abstand von JM, nämÜeh die Höhe der Seitenfläche einer Centripyramide, d. h. es giebt eine 
Kugel, auf der die Mitten aller Kanten liegen. 

Ist A eine Ecke eines halbregulären Vielflaches, und sind B,C,I)... die Endpunkte der von A aus- 
gehenden Kanten, so sind die gleichschenkligen Dreiecke MAB, MAC, MAB, .. . kongruent. Fällt man 
aus B, C, B, . . . die Lote auf MA, so haben diese einen gemeinsamen Fusspunkt N und sind gleich, da 
die Dreiecke BAN, CAN, . . . kongruent sind; d. h. die einer Ecke A des Vielflaehes benachbarten Ecken 
B,0,I),... liegen auf einem Kreise in einer Ebene. Die durch diese Ebene von dem Vielflach abgetrennte 
Pyramide ABCD . . . heisst seine Eckpi/ramide. Die Grundfläche einer solchen Eckpyramide wird durch äie 
Geraden NB, NC . . . in gleichschenklige Dreiecke zerlegt, von denen drei Arten existieren:^) fi Dreiecke 
mit dem Winkel 2x an der Spitze, v Dreiecke mit dem Winkel 2y und 6 Dreiecke mit dem Winkel 2s, so 
dass: 2(i.x -f- 2vy -\- 2ff« = 360" ist. Überdies hat man: - ^™ - ^ = -^, . - = -J-, worin d, d,, d^ je nach 
der Beschaffenheit der Eckpyramiden bald Kanten, bald Flächendiagonalen des halbregulären Vielflaehes be- 
deuten, die sich in jedem Falle berechnen lassen. Es sind also durch die drei Gleichungen die drei Un- 
bekannten X, y, s bestimmbar. Es sei nun «,- (i = m, n, s) der halbe Centriwinkel einer Seitenfläche des 
Vielflaches, also «; = — =-- , so dass die Flächeninhalte dieser F!^chen — m/t^cot et™, jW^^cot ci:„, ySPcota, 



1) Bs wird der Allgemeinheit wegen bei der Ableitung i 



Ibregulärei Körper mit diei Arten von Seiten- 
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134 E. Die besonderen lüulerschen Vielflacbe. 

srnd. Ist 0); der Neigungswinkel von (jrundfläehe und Seitenfläche einer Centripyramitte, so ist deren Höhe 
P( = — ■ eot Ki . tan to*. Hier ist der Winkel to; noch unbekannt. Nun ist bei jeder geraden regelmässigen 
Pyramide der cosinus des halben Neigungswinkels zweier Seitenflächen gleich dem Produkte aus dem siuus 
des Neigungswinkels der Grund- und Seitenfläche und dem sinus des halben Centriwinkels der Grundfläche. 
Bei der in Frage kommenden Cenfcripyramide sind aber die Neigungswinkel zweier Seitenflächen nichts andres, 
als die vorher mit x, y, z bezeichneten Winkel, da ~B1^, GN . . . senkrecht in N auf AM stehen, d. h. es ist: 
cos iT ^ sin öm ■ sin «m, cos «/ = sin «„-sin «„, cos ^ '= sin o, sin «j. Da x,y und s berechnet sind, so sind 
hiermit auch die Winkel »o; bestimmt. Aus sin o»i ergiebt sich leicht tan ra,- zur Einsetzung in die Formeln 
für Pj. Zur Berechnung der Oberfläche und des Inhaltes 7 des halbregniären Vielflaohes hat man die 
leicht verständlichen Formeln: 

=-¥ (Mm cot iXm-\- Nn cot «« + Ss eot a„) 
und 

r = ^ (i(fm ■ P™ eot «™ + iVn ■ P„ cot «„ + Äs . P, cot «,) = 

sj {Mn cot^ Km ■ tan cim + Nn eot^ «„ - tan ro„ + Ss eot^ «, ■ tan Oj). 
Die Flächenwinkel Wi^j des Yielflaches ergeben sich je durch Addition zweier bestimmter Winkel dj^. Der 
Radius ü der umbeschriebenen Kugel bestimmt sich aus J5^ = P;^ -{- r? zu iJ = ^-^ — ^ "(/cos^ c; - tan^ Oj -}- 1. 
Zur Berechnung des halhreguMren Vielflaohes sind also zunächst die Grössen ä,d^,ä^f alsdann die W^inkel 
X, y, z, hiernach die Winkel om und die Radien P,- zu bestimmen, wonach sieh 0, V, S. und die Winkel Wi^ß 
leicht ergehen. 

108. Die dnrch Butecken aus den regulären Vielflaeheii abznleiteadeii talbregulären. Unter Ent- 
ecken eines regulären Vielflaches versteht man das Abschneiden regelmässiger kongruenter Pyramiden von 
allen Ecken, welches so erfolgt, dass die Sehnittehene senkrecht zu dem der Ecke zugehörigen Radius der um- 
beschriebenen Kugel liegt. Es sei dabei a die Kante des regelmässigen, h die des abgeleiteten halbregulären 
Vielflaches. 

Aus dem Tetraeder erhält man, indem man es an jeder Ecke um -^ Kante enteekt, d. h. so, dass die 
Seitenkante einer abgeschnittenen Pyramide -^ der Kante a betrat, das 8 -flach Nr. I, begrenzt von vier 
Dreiecken und vier Sechsecken, dessen Kante also Ä = -5- ist; Fig. 22 Tafel VI. ^) Euteckfc man das Tetraeder 
um g- der Kante, so ergiebt sieb das regelmässige Oktaeder. 

Aus dem Oktaeder ergiebt sich durch Entecken um y der Kante das von sechs Quadraten und acht 
Sechsecken begrenzte 14-flach Nr. IV Fig. 23; durch Entecken um — der Kante das von sechs Quadraten 
und acht Dreiecken begrenzte 14-flach Nr. YIU Fig. 24. Die Kanten der beiden Vielflaehe sind bez. ^ = t 
und h = -ä- 

Am dem Ikosaeder erhält man durch Entecken um - und — der Kante folgende Vielflache: das von 
zwölf Fünfecken und zwanzig Sechsecken begrenzte 32-flach Nr. VI Fig. 25, wobei ]c = — und das von zwölf 
Fünfecken und zwanzig Dreiecken begrenzte 32-flach Nr. IX Fig. 26, wobei ^ = -s ist. 

Aus dem Hexaeder ergiebt sieh, wenn man so enteckt, dass jede Seitenfläche zum Achteck wird, 

1) Die Figuren sämtliclier Ärchimedeiaclieii Polyeder befluden sieh auf Tafel YI. 
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108. Die durch Bnteoken ans den regulären Vielflaclien abzuleitenden tRlbregulären. 135 

das von sechs Achtecken und acht Dreiecken begrenzte 14-flacli Nr. II Pig. 27. Maji berechnet leicht 
h = a ("|/2 — 1), Durch Enteeken um -^ der Kante ergiebt sieh wieder das Vielflach Nr. VIII. 

Alis dem Dodekaeder leitet man, wenn man so enteckt, dass jedes Fünfeck zum Zehneck wird, das 
von zwanzig Dreiecken und zwölf Zehneeken begrenzte 32-flach Nr. III Fig. 28 ab; es ist ^ = v- "[/ö. Durch 
Entecken um — der Kante ergiebt sich wieder das 32-flach Nr. IX, Im folgenden' ist die Berechnung dieser 
halbregwlären Vielflache im Einzelnen durchgeführt oder wenigstens angedeutet. 

Das 8-flach Nr. I Fig. 2ä. Die Grrundfläeiie der Eckpyi'amide ist ein gleichschenkliges Dreieck, 
dessen Basis die Kante h, dessen Schenkel d die kleinere Diagonale des Sechsecks ist. Die zur Bestimmung 
der Winkel x und y dienenden Gleichungen sind dann; a; + 2j/ ^ 180", -■ — == j- Da nun nach der ersten 
Gleichung sin x = sin 2i/ ist, so ergiebt sieh aus der zweiten: cos y ^ Wä ^^^ danach: cosa; = ^cos2!/ = 
1 — 2 coa^ J/ = 1 — -g \t) ■ Hier ist speziell d = 2k cos 30" = IcYB, Om = 60", «„ = 30**, fo^lich cos ^ = ^, 
cos J/ = I 1/3; sin w™ = ^^ = ^ V^, tan w,„ =| 1/2, sin öj„ = ^^ = -g- YS, tan w„ = | 1/2, also 
ü};^== 74" 12'24",Ö, w„ = 35"15'51",8. Da cot «„, = | ]/3, cot «„ == ]/3 ist, so ergeben sich für die 
Radien der beiden einbeschriebenen Kugeln die Werte P„, = tö ^ Y^i ^^ ""^ T Y^ '^'^ nach leichter Rech- 
nung für die Oberfläche und den Inhalt des Vielflaehes, sowie für den Radius der umbesehriebenen Kugel: 

= 7ftä l/S, T = ^ ft» ]/2 und JR = 1 1/22. Bezeichnet man allgemein mit W-ij den Mächenwinkel des Viel- 
flaehes, der Ton einem i-eck und einem j'-eck gebildet wird, so ergiebt sieh hier W^. s '^ «m + m« = 109 " 28' 16", 3 
und PTfl.a = 2ra„ = 70" 31' 43",6. 

Das 14-flach Nr. II Fig. 27. Die Gleichungen für x und y sind dieselben wie bei Nr. I, nur ist 
ä = 2/i; cos 22^" = Ä ]/2 + y2, <(™ = 60", «„ = 22^", also cos a; = j (2 -f ^ß), sin o^ = i {2 + y2} ^ß, 

tan ca^= (1 + 1/2)^; cos j/^y^^tV!, sin o„ = | 1/2, tan w, = 1. Danach ist ra„ = 80" 15' 51", 8, 
fi.« = 45". Hiermitberechnet manP,„ = ||^(l + l/2)^,P„=|(l +]/2), = 2itä (VS +6 (l + l/2)), 
F = ]-P(l/2 -|-1>, B = \Vl-\-A:}ßs Tr3,8=ia^4-ro„=125"15'51",8, Tfs,a = 2o„ = 90". 

Dm 32-flach Nr. III Fig. 28. Bei denselben Gleichungen für x und y ist hier <? = 2Ä eos 18" = 

1 VlQ -f 2 yo, «™ = 60", ß„ = 18", folglich cos 3^ = ^ (15 + l/ö), sin ra» = H±i^^ tan o^ = i (9 + 5 YE), 

cos y = ^^^, sin o« = ^^ = {K ^" V ~' ^^^ »« = | (>^ + l), (^m = 84" 21' 24", 4, o« = 58" 16' 57". 
P^ = Ay3(9^5l/5)^ P^ = * 1/50 + 22 l/ö, = oft'' (l/3 + 6 1^5 + 2 yg), r= ~ ftä(99 + 47V^), 
P=-|y2(37 + 15 1/5), PrB,io = 142",38'21",4, ^0,10 = 116" 33' 54". 



Das li-fiach Nr. 17 Fig. 23. Die Gleichungen für x und y sind: x + 2*/ = 180", : 



' '^1 ' 



cos y ^ ^, cos X =1 — ■5- l>-J worin d =^ 21v cos 45" = 7c l/2, i^j = 2 cos 30" = ^ ^3 ist. Ferner ist 
a,i, = 45", ßn = 30", mithin cos x = -^, sin fo™ ^ -^ l/2, tan w„j = 2 l/2; cos y '= -0 I/6, sin (a„ = -0 I/6, 
tan m„ = l/2 ; «^ = 70" 31' 43",6, w„ = 54" 44' 8",2. P™ = Ä l/2, P„ == ^ y^. = 6/t2 (l + 2 y^), 
F= 8F 1/2, Jf = I yiÜ. Tf4.6 = I250 15' 51",8, Tfe,6 = 109" 28' 16",4. 
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136 E. Die besonderen Eulerschen Vielflaohe. 

Bas 3ä-ßach Nr. VI Fig. 25. In den Torigeii Gleichimgen für x undj/isthierd = 2Äcoa36<' = -(]/5+l), 
d,^2 cos 30» = ^1/3; «^ = 36", a„ = 30«. Danach ist; cos ic = ^ (9 — VS), sin o™= i "[/ ^^ ~ ^^ , 
tanra™— -^(9 — 1/5), eosy = ~(y5 + l) 1/3, sin «„ = -^ (]/5 + l) ]/3,tan(a„ = (^^) , (o^= 73"31'40", 
«,„ = 69» 5' 41",5. P^= ^ ^10 (125 + 41 1/5), P„ = J (3 + V5) l/f ; = 15it^ (2 1/3+ j/l + 0,4 l/S), 
r = ~ Ä^ (125 + 43 1/5), B = 1 1^2 (29 + 9 ^5); Tfä,« = 142''37' 21",5, ^«,6 = 13Sm' 23". 

öös 14r-fUich Nr. VIII Fig. 24. Die Grundfläche der Eckpyramide ist ein Recliteek mit den Kanten /; 
und d^=fi l/2. Die Gleichungen für x und ^ sind hier x -{- y = 90", ^ — = j. Daraus ergiebt sich 

eos X = ■ -TT- , cos y = , und mit Benutzumj des speziellen Wertes von d: cos a: = ^ Vö, 

cos j/ = 1 1^3 . Weiter ist a^ = 60», «, = 45", also sin »^ = 1 1/2, tan m,n = 2 "j/2', sin ra, = ^- ^6, 
tan oj, = yf, 0)^= 70» 31' 43", 3, m, = 54« 44' 8", 2. P«. = J ]/6, P. =-| V2, = 2P (3 + l/3), 
F= l ?(!^ 1/2, P = ^, T-Fs,! = 125« 15' 15", 5. 

Das 33 - flach Nr. IX Fig. 26. Die Gleichungen för x und y sind die vorigen , nur ist 

"l/ s + ]/5 ^.^ ^ ^2 1/ 5+ t/5 

= 79« 11' 15", 7, M„ = 63» 26' d",8. 



d^2k cos 30« = 1 (yS + 1), K„, 



tan c),n = 3 + 1/5 ; cos )/ = 




ß„ = 36«. Es ist cos 
,„ = 1 1/5, tan öj„ = 2. 

p,, = i ys (3 + yö ) , p„ = ic y^±f^- = /.^ (5 ys + 3 1/575T275) ), 
r = ~ (45 + 17 yö), ij =-| (i + yä), T'Fs.s — 142» 37- 21" h 

Hiermit sind die durch Enteeken der regulären Vielflarhe zu eihaltenden 
halbregulären erledigt, soweit dies auf Grund der vorhergehenden aUf>eraeinen 
Betrachtungen geschehen kann; weiteres über sie wird später hmzugetiigt werden, 
wenn sie als Spezialfälle der gloicheckigen Vielflache betrachtet weiden Dasselbe 
gilt für die in den folgenden beiden Nummern zu untersuchenden Körper. 

109. Die durch Enteeken und Entkanteu parallel den Kanten der regu- 
lären Vielflaclie aus diesen hervorgeiienden halbregnlären. Das Enteeken und 
Entkanten des regelmässigen Vielflaches — die Reihenfolge der beiden Operationen 
ist beliebig — hat in der Weise zu erfolgen, dass die Ebenen, welche das Ent- 
eeken bewirken, senkrecht zu den Bekradien des regelmässigen Körpers liegen, 
die Ebenen, die zum Entkanten dienen, parallel einer Kante des ursprüngHchen 
Körpers laufen und seine in dieser Kante zusammentreffenden Eichen unter 
gleichen Winkeln schneiden. Je nach dem Abstände dieser zwei Arten Schnitt- 
flächen vom Centrum M des regulären Vielflaches entstehen halbreguläi'C Viel- 
flache, welche Flächen derselben oder der doppelten Kantenzahl des ursprünglichen 
'•■,,i.-' aufweisen. Um die Vorstellung zu erleichtem, zeichne man in die Flächen des 

i'ig j)i, regulären Vielflaches kongruente regelmässige Vielecke derselben oder der doppelten 

Kantenzahl ein, Fig. 90 und 91, und verbinde die Ecken dieser Vielecke, wie es 
die Figuren zeigen. Das entstehende Gebilde ist das durch Enteeken und Entkanten erzeugte halhreguläre 
Vielflach, wenn die einbesehri ebenen Vielecke so genommen werden, dass alle vorkommenden Kanten gleich 
sind. Ist a der halbe Centriwinkel der Fläche des regelmässigen Vielflaehea, im dessen Mächenwinkel, so ist 
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109, Die durch Enteck eil u. Entkanten parallel den Kantec d, regulären Violflaolie aus diesen hervorgehenden talbregulären. 137 

mit Itüeksieht auf Fig. 90 im ersten Falle: AG ain ~ = -^- Nun soll AD = AB = h werden, es musa 
also AG = EF=—~ sein. In OF = OE -\- EF ergiebt sich zwischen a und h die Gleichui^: 

-- cot tt = -- cot « 4" "~ ! 'Jii'l daraus & = — — - 

2 siE |- 8in |- 4- tan « 

Im zweiten Falle, Fig. 91, ist, da die Grenzflächen regulär werden sollen, -^EOD =|-- Wie vor- 
hin ist EF^ — ■ — , und aus OF ^ OE + EF ergiebt sich zwischen a und k die Gfleichuiig : - cot k = 

a cot a sin — 

— cot — -j , oder Ä" = — Wendet man die beiden geschilderten Operationen auf die 

2,ia| .i„|.ot| + l 

fünf regulären Vielflache an, so ergeben sich aus dem Tetraeder die bereits besprochenen Vielflaehe VIII 
und IV, aus dem Oktaeder und Ikosaeder dieselben halbregulären Körper wie aus dem Hexaeder und 
Dodekaeder.^) Es sollen daher nur die beiden letzten Vielflaehe zur weiteren Konstruktion verwandt werden. 

Aus dem Hexaeder ergiebt sich durch die erste Konstruktion das von acht Dreiecken und achtzehn 
Vierecken begrenzte 26-flaeh Nr. VII Fig. 29, für das h^aiy^ — l) wird; durch die zweite Konstruktion 
das von zwölf Vierecken, acht Sechsecken und sechs Achtecken begrenzte 26-flach Nr. SIII Fig. 30, dessen 
Kante =y (2^2 — 1) ist. 

Aus dem Dodekaeder entsteht durch die erste Konstruktion das von zwanzig Dreiecken, dreissig 
Vierecken und zwölf Fünfecken begrenzte 62-flach Nr. XV Fig. 31, für welches ^ = -^ (]/& + l) ist; durch 
die aweite Konstruktion das 62-flach Nr. XIV Fig. 32, begrenzt von dreissig Vierecken, zwanzig Sechsecken 
und zwölf Zehnecken, dessen Kante k = tt: (yÖ + l) ist. 

Hieran schliesst sich wieder die Berechnung dieser vier Vielflache gemäss den früher gemachten 
allgemeinen Angaben. 

Das 26-flach Nr. VII Fig. 39. Die Grundfläche der Eekpyramide ist ein gleichschenkliges Trapez, 
dessen eine Parallelkante li-, dessen andere Kanten (? = ^ y2 sind. Die Gleichungen für x und y lauten: 
55 + 3i/ = 180'*, ^ — ^ y Die Elimination von x ergiebt für y die Gleichung 4 aoa^ y — 1 = -^, d. h. 

cos y ^ -ä y • ? -> und ^aeh leichter Rechnung cos x =yl — (~) ■ (3 — jV Nun ist hier «^ = öC*, 
«, = 45«, also da cos «=jl/lO + l/2,cosj/ = -^K4+ 2 1/2 wird: sin CT^ = |l''37lO + "l/2), tan (0^=3+1/2; 
sm ra„= I y2 + 1/2, tan o)„ = 1 + l/2 ; cj^ = 77" 14' 8",2, ö>„ = 67« 30'. P^ = | l/3 (3 + y2), 
P„ = i (l + 1/2), = 2P (9 + 1/3), V^j¥{Q + 5 l/2), R = | Vb-\-2y2, W,,, = 144« 44' 8",2, 
Wi,i = 130" 

Das 26-flacli Nr. XIII Fig. 30. Die Grundfläche der Eckpyramide ist ein ungleichseitiges Dreieck, 
dessen Kanten d = ky2, t?^ = Ä l/3 , (?2^äK2 -|- 1/2 die ersten Diagonalen des 4-, 6-, und S-ecks sind. 
Die Cosinus der zugehörigen halben Centriwinkel x, y, z (diese sind zugleich die Winkel des Dreiecks) be- 
rechnet man nach dem Cosinussatz, z, B. cos x = ^ ~\ / . u. 8. w. Da hier a™ ^ 45«, «„ ^ 30", 

' Sli, (ig m , n , 

1) Hcinze-Luoke, a. a. 0, S. 15Ü, 
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«. — 22^» ist, BO ™-d: cos I — i ]/il±l2, sin „., => y^L-tVl^ ta„ „, _ 3 + 1/2, co,— 77« 14' 8",2; 
oosj/_iV2 +T/2,siiioi. — iV2 + l/2,tim«).— 1 +y2,«). — 67«30'; coss — i^^.sino,— i-l/itzÜ^ 
tan (D. — 3 — fj, ». — Ö7» 45' 61",8. P., — | (3 + yi), P. _ i (l + 1/2) ^3, P, — | (1 + 2 /2). 
— 12i' (2 + 1/2 + yi), F— 2t'(ll + 7 1/2), E _ | l/l3 + 6 l/2, ITi.s — «.„ + »., IFe,« — «i. + ».. 
i)(»s 62-fla£h Nr. XIV Fig. 3ä. Die tfleichungen für a:, »/, ^, sowie die Werte von d und {\ sind 
dieselben wie beim TOrigen Vielflache, es ist aber jetzt (^ = fc ^Z-i^i— und ß,^ 18". Danach ergiebt sich: 

sin e«= -^ j/ io +^4 yä ^ ta« (0. = 2 + 1/5, w„ = 76« 43' 2" 9; eos s = U (5 — Yb), sin », = | l/3Ö, 
tan 0), = yö, (0, = 650 54' ig"^6_ P^ = | (3 + 2 yö), P, = ^ (2 + j/ö) /S, ^^ = | T^ö (5 + 2 ]/ri. 
= 30k^ (l + VF + 1^5 + 2 l/5)j F= aft» (l9 + 10 ^5), ü = | l/si + 12 >^. T^.ß = ©„ + w«, 

^4,10^ ß>„ -|- tOj, "^6,10= 0J„ + ^s- 

Das 63-flach Nr. XV Fig. 31. Die Grundfiäche jeder Eckpyramide ist ein gleichschenkliges Trapez, 
dessen kleinere Parallele die Kaute Ä des Körpers, die grössere die Diagonale des Fünfecks (^ = -ö"(]''ö -}- l) 
ist; die beiden Schenkel sind die Diagonalen d =hy2 der Quadrate. Es gut: ic -|- 2»/ -|- « = 180", 
sin a: : sin 1/ : sin s =^ ?f -.d-.ä^ «nd so wird sin y = y2. sin x und sin ^ ^ -ä \V^ "4" l) sin »;. Um den Wert 
der Funktion von x zu finden, betrachte man x, 2y und s als Winkel eines Dreiecks, von -welchem die 
Gegenseiten der Winkel x und s bekannt, d. h. k und d^ sind, die Gegenseite Ton 2y dagegen be- 
rechnet werden niuss, eine Annahme, auf welche obige Gleichungen unmittelbar hinweisen. Also: 
sin iT : sin 2j/ = /c : 9; ip = ■ — -. -■ Ferner muss ip^ = h^ + ä^^ — 2Jcd^^ cos 2y = i — = j sein. 

(Nach dem Coainussatze.) Nmi ist sin 2j/ = 2 sin j/ cos »/ ^ 2 ]/2 sin x ]/l — 2 sin^ x = 2 ■j/2 sin ic "[/cos 2a;; 
cos 2y = cos^i/ — sin^j/ = 1 — 4 sin^iC = 1 — 2 (1 — cos 2x) = 2 cos 2iK — 1. Führt man diese Werte für 

sin 2^ imd cos 2i/ und den für d^ in die Gleichung ein, so wird sie zu: 4:h^ coa 2x ^ Is^ -{- k^ t- — 5^) 
^h^(y5-\- 1) (2 eos 2x — 1). Hieraus folgt cos 2a; = ^ (5 + 2 l/5) und damit cos a: = ^ ]/H1±_?J^. 
Die weitere Rechnung bleibt die bisherige; es ist k^ = 60", «„==45", «j = 36", sin a; •= -x- y ^- , 

1 n /i5 — 3 t/b . 1 1/35 + 9 Vs 1 1 /ö + 2 1/5 3 n/s — yö . lAä + 21/5 

sm ^ ^ Q- [^ g — —, sms=— y '— — '—, cosi/ = ~ )/ — , coas=- y ^' , sm to^ ^ |/ - — ' -■ t — , 

sin ß), = y ^ "^10 ^ , sin (o,=^~ l/TÖ; tan n„ = 3 + 2 Vö, tan <a«= 2 + -j/ö, tan ra^ = 3 ; w^ = 82» 22' 38",5, 

(o« = 76»43'2",9, w,= 71D33'54",2. P^ = | ys (3 + 2 l/ö), P„ = |(2 + ]/o), p, = H 'j/i.+ AV^. 

= 5Äiä (e + ys + sVl + 0,41/5), 7= |'(60 + 29y5), P = | /ll + 4 ys"; TTa,* = ca« + ö>„, 
Tr4,5 = «„ + Ms. 

HO. Die APcMmedeischeii Vielflaclie Nr. XI und XII. Durch Entecken der regulären Vielflache 
und Entkanten nicht-parallel ihren Kanten entstehen die im folgenden noch zu besprechenden beiden 
Polyeder. Da sich diirch diese Konstruktion aus dem Hexaeder und Dodekaeder keine andern Körper er- 
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gel)en, als aus dem Dodekaeder und Ikosaeder, so werden nur die von Dreiecken hegreitsten regdmäasigen Viel- 
flache zur Betrachtung herangezogen. Die Anschauung zu unterstützen sei folgendermassen verfahren. Man 
zeichne in jede dreieckige Gfrenzfläche des regelmässigen Vielflaches ein kleineres gleichseitiges Dreieck, um 
seinen mit dem des vorigen gemeinsamen Mittelpunkt gedreht: VergL Fig. 92 für das Oktaeder. Durch Ent- 
ecken von P mittels einer Ebene durch die Ecken a,h,c... dieser Drei- 
ecke entsteht ein regelmässiges Vieleck ABC..., welches durch Ent- ^,_ 
kanten des reguläi-en Vielüaches in das kleinere aJ>c . . . übergeht, während 
sieh an jeder Ecke dieses letzteren Vielecks noch drei Dreiecke einfinden 
(z. B. in der Ecke a die Dreiecke abg, aJig mid adi). Diese Dreiecke 
werden nun hei einem bestimmten Drehungswinkel und hei bestimmter 
Kante des ersten eingezeichneten Dreiecks regelmässig. Ist das ursprüng- 
liche Vielflach ein Tetraeder, so ist das entstehende Vielflach, da auch 
ahc ein gleichseitiges Dreieck wird, nichts andres als das Ikosaeder. Ist pig. »§. 
das ursprüngliche Vielflach das Oktaeder, bez. Ikosaeder, ao ist das er- 
zeugte halbreguläre Polyeder das Vielflach Nr. SI bez. XII; Fig. 33 und 34 Tafel VI. Die Bedingung dafür, 
dass die oben erwähnten Dreiecke ahg, u. s. w. gleichseitig werden, ergiebt eine kubische G-leiehui^ zwischen 
a und "k, welche eine durch die Cardansche Formel zu bestimmende reelle Wurzel für k zulässt. Diese 
ßleichung soll hier übergangen werden, da dieselben beiden Vielflache 51 und XII später auch als Varie- 
täten allgemeinerer Vielflache erhalten werden, wobei sieh Gelegenheit findet, den kubischen Charakter der 
nochmals zu betonen. 

Das 38-flach Nr. XI Fig. 33. Die Grundfläche der Eekpyramide ist ein symmetrisches Fünfeck mit 
ier Kanten gleich k und einer Kante d^k Y2. Die Gleichungen für x und y sind ix -\- y = 180* und 
" = -r- Da hier sinj/^= Bin43; ist, so kommt nach leichter goniometrischer Umformung —. — = 8 cos^a; 
— 4 cos»; d.h.: coa^ a; ^ ^ cos a; — «I- "^ '^" ^^^' ^''^^ reelle Wurzel ist vorhanden, sobald (-— =■! --^ ("ß ) ' 
d„,i gieM die Csrfmsche Formel; cos ^ _ K jfj + ]/(A)'- (i)' + "(/ A _ ^(jfj)"- ({)'■ S'«' 
diesen Körper gilt speziell «^ ^ 60", K„ ^ 45", und es ist (tf)>(t)? ^** '^^^ '^^ reelle Wurzel 
cos a: — -i(y cos 46" (l + j/ll^ +l'^cos45".(l — ]/p)) = 0,842509.. wird. Daraus folgt a: — 32"35'38",3. 
Weiter ist sin !/ — yf- sin i, d. h. y — 49" 37' 27" nnd danooli «>„ — 76" 27' 2", o, — 66" 21' 58,2". Die 
ZaUenwcrte der' i> sind loicU zu berechnen. Ueberdies ist — 2t" (4 1/3 + 3), F = i' ■ 7,889472, 
ü — i ■ 1,29461 n. s. w. 

Das 92-flach Nr. XII Fig. 34. Die Gleichung für cos a: ist die vorige. Hier ist (? = 27c cos 36" = — (]/5 -\- l), 



. — 60" 



, — 36". Da /??^)' > Q" ist, so ist cos x — i (]/ cos 36" + l/cos' 36" — (JV + 



l/co» 36»—]/ cos' 36» — (I)') — 0,867779.., :e — 30"65'54",4. Weiter ist; sin 1/ — | sin «, also 

j,_66»18'24",S. sin«i„=.j^ii,o,, = 82"5'14",3, nnd analog berechnet: m.— 70»50'29",2. Femerist; 

= 5t" (4 ]/3 + 3 yi ^0,4 Yö). Von den übrigen nnmerischen Werten sei noch angeführt: F=t"> 37,61 549 
nnd iä = t-2,76ö4. 

Ui. Das Archimedeisclie Prisma nnd Antiprisma. Das halbreguläre Vielöach Nr. V Fig. 35 bedarf 
keines weiteren Existenzbeweises; es ist ein gerades M-seitiges Prisma, dessen Seitenflächen Quadrate sind. 
Von seiner Berechnung soll hier abgesehen werden; sie kann u. a. nach den Formeln des halbregulären 
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Vidflaehes Nr. IV erfolgen, wenn man daselbst x mit y, d mit ä,^ vertausclit und dann d = h y2, 
d^ = 2]c, COB - — - setzt. Doch läaat sich die Rechnung hier auch leicht ganz elementar ausführen. Für 
M = 4 ist das Archimedeische Prisma das reguläre Hexa«der. Das halbreguläre Vielflaeh Nr. X Fig. 36 wird 
von zwei «-ecken und 2n gleichseitigen Dreiecken begrenzt, von denen in jeder Ecke neben einem «-eck 
drei auftreten. Für « = 3 ist das Arehimedeiaehe Antiprisma identisch mit dem regulären Oktaeder. Die 
Berechnung ist im allgemeinen Falle die folgende, eng im Anschluss an die in Nr. 107 abgeleiteten 
Relationen. 

Die Gleichungen für x imd i/ sind: 3x -\- p = 180", V-^ ^^ J'i cos a: = -^ l/l + -r, 
cos 1/ ^l/l — (~-\ ■ (S — -71. Da nun (^=27i:cos — -, «„ = 60", ß„ = ~ist, soist cosx^-h- 1/1 + 2 cos«,,, 



cos J/ = 2 sin^ -^ yi -\~ 2 cos ß„, sin con = -= — - = tan ^ Y^ ~\ 



~ ]/! -|- 2 cos ß„. ra„, und m„ sind nach speziellen Werten von a„ 



bestimmen. Weiter berechnet man leicht: = -^n k'^^ys -j- cot a^), F= — »^(006-^+ cot «n) K 3 — ■ tan^ v» 
-R = 1 1/1 + / ^ y. Ws ™ = ej„. + o«, Ws,s = 2gj,„. Eine Probe für die Richtigkeit der Formeln 

liefert ihre Anwendung für w = 3.^) 

112. Bezeictuiing nud Eonstrnktion der gleicheckigeii und der gleichflächigeii Vielfiache. Bezüglich 
der Definitionen ist auf Nr. 99) zu verweisen. Die gleickeckigen Vielüache werden im folgenden durch 
Abschneiden von Ecken mid Kanten aus dem regelmässigen w-seitigen Prisma, dem Oktaeder und Hexaeder 
und dem Ikosaeder und Dodekaeder erhalten^), in ähnlicher Weise wie sich aus den letztgenannten regulären 
Körpern die halbregulären (Archimedeischen) ergaben, die hier dann nur als Spezialfälle, ArchiMedeische 
Varietäten genannt, wieder mit erscheinen. Die gleichflächigen Vielfiache, welche den gleicheckigen polar- 
reziprok sind (Vergl. Nr. 64) ergeben sich durch Konstruktionen, die den vorigen dual zugeordnet sind und 
z. T. bereits in Nr. 72) in allgemeiner Form erläutert wurden. Hier sollen diese Konstruktionen nochmals 
zusammengestellt werden, damit sie bei Ableitung der einzelnen Vielfiache sofort zur Hand sind; zunächst 
seien aber einige neu einzuführende Bezeichnungen erklärt. An den gleicheekigen Vielflachen, deren Ecken 
entweder kongruent oder symmetrisch gleich sind — im letzteren Falle zerfallen sämtliche, entweder 3-, 4- oder 
5-kantige Ecken in zwei gleichviel Ecken enthaltende Gruppen^ — , treten als Grenzflächen neben regel- 
mässigen Vielecken besonders die gleicheckigen 2H-ecke (erster Art, vergl. Nr. 23), gleichschenklige und 
ungleichseitige Dreiecke und gleichschenklige Trapeze auf. Ein gleicheckiges 2)*-6et soll hier als (n -\- n)-eiik 
bezeichnet werden, um ajizudeuten, dass es je n Kanten verschiedener Art besitzt; danach bedeutet z. B. ein 
(2 -{- 2)-eck nichts andrea als ein Rechteck. An den gleichilächigen Vielflaehen, deren 3-, 4- oder 5-kantige 
Flächen entweder kongruent oder symmetrisch*) gleich sind — im letztern Falle besitzt das Vielflaeh zwei 
an Zahl der Flächen gleichmächtige Gruppen, — treten neben regelmässigen Ecken besonders die (m -j- «)- 
kantigen auf, d. h. solche Ecken, deren Seitenflächen auf der um den Scheitel der Ecke beschriebenen Engel 

1) Bei Heinze-Lucke a. a. 0. smd wesenüieh nur Oberfläclieii- nnd Inhaltaberechnungeu durchgeführt. In andrer 
"Weise sind die lialbregiiläi-eii Polyeder erscliBpfend von Meier Hirsch a, a, 0. behandelt. 

3) Vergl. Hesse!, Uebersicht der gleicheekigen Polyeder und Hinwoisung auf die Beziehimgen dieser Körper zu 
den gleichflächigen Polyedern. Marburg 1871. 

3) Bb werden ciie Ecken der einen Art dann auch als rechte, die der andern Art als K«fe Ecken bezeichnet. 

4) Die eine Fläche läset sich erst nach Umwenden im Eanme mit der andern zur Deckung bringen; man spricht 
auch von rechten und Imken Flächen, 
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(n -{- n)-^!intig<i Polygone (vergi. Nr. 38) ergeben; überdies auch drei- imd Tierseitige Ecken, deren Kugel- 
sebnitte gleichschenklige und ungleichseitige Dreiecke, oder sphärische Deltoide') sind. — Die Namen der 
abzuleitenden Körper werden in erster Linie durch Berücksichtigung der Zahl der Flächen und Ecken er- 
halten. Die gleicheckigen Polyeder seien als „Eclce", die gleicbfiächigen Polyeder als j^Flacke'' bezeichnet, 
erstere nach der Zahl der Ecken, letztere nach der Zahl der Flächen, während im ersten Falle die Zahl der 
verschiedenen Arten von Gfrenzflächen, im zweiten die Zahl der Yerachiedenen Arten der Ecken als unter- 
scheidendes Merkmal dient. So ist z. B. ein (m -\- n -\- 2i>)-fiächiges Sg-Eck ein gleicheckiges Polyeder, 
das drei Gruppen von verschieden vielkantigen Flächen besitzt, von denen die eine Gruppe p rechte und p 
hnke Flächen aufweist, und dessen Ecken in zwei Gruppen, an Zahl von je g, $ rechte und q linke zerfallen. 
Das ihm polar-reziproke gleichflächige Polyeder ist ein (m -{- n ^ 2p)-eckigeB 2(^-Flach, das nun weiter keiner 
Erklärung bedarf. 

Zur Konstruktion der beiden Arten von Polyedern dienen besonders folgende dual zugeordnete 
Operationen. Dem Absebneiden einer w-kantigen Ecke A eines Polyeders P durch eine Ebene, welche die 
von A ausgehenden Kanten schneidet, so daas P als neue Grenzfläche ein M-eck aufweist, entspricht polar 
das Aufsetzen einer w-seitigen Pyramide auf diejenige n-kantige Fläche k des zu jenem reziproken Polyeders P', 
welche der «-kantigen Ecke A polar zugeordnet ist. Geht im ersten Falle die schneidende Ebene durch ft 
Nachbarecken von Ä, so liegt im zweiten Falle die Spitze der aufgesetzten Pyramide in f* der an « grenzen- 
den Flächen von P'. Ist das Schnittpolygon im ersten Falle ein (ji+i')-eck, so ist der spMrische Schnitt 
der Spitze der aufgesetzten Pyramide im zweiten Falle ein (ß-j-j))-kant; ein regelmässiges «-eck einerseits 
bringt das Entstehen einer regulären Ecke andrerseits mit sich, u. a. w. — Dem Abschneiden einer Kante AB 
von P durch einen vierseitigen Schnitt (A und S seien dreikantige Ecken) entspricht das Ersetzen der den 
Ecken A und B in P' entsprechenden Dreiecke a und ß durch eine vierseitige Pyramide. Geht der vier- 
seitige Schnitt im ersten Falle durch irgend welche A oder B benachbarte Ecken A', S,. . ., so liegt die 
Spitze der Pyramide im zweiten Falle in den Ebenen der k oder ß seitenden Grenzflächen u, ß' . . . . Be- 
züglich der Beschafi^enheit von Schnittfläche und polar zugeordneter Ecke gilt dasselbe wie oben. 

Es war schon bemerkt worden, daas die Konstruktion der gleicheckigen und der gleicbfiächigen Polyeder 
durch die erläuterten Operationen ihren Ausgfüig von dem geraden n-seitigeu Prisma und den regelmässigen 
Vielflachen bez. den ihnen polar zugeordneten Körpern nimmt. Dabei wird sich zeigen, dass die Ausführung 
der Operationen an sämtlichen Ecken oder deren Hälfte, sowie an sämtlichen Flächen oder deren Hälfte 
nichts andres bedeutet als die Kombination zweier Körper, von denen im ersten Falle die Flächen des einen 
die Ecken des andern abstumpfen: der neue Körper besitzt die Ebenen dei' Flächen der beiden ihn erzeugen- 
den; während im zweiten Falle der erzeugte Körper die Kombination zweier andrer insofern ist, als seine 
Ecken die dieser beiden Körper sind. 

113. Einteilung der gleickeekigen und der gleichfläehigen Polyeder in Klassen, Ordnungen u. s. w. 

Nach den Vielflaehen, aus denen die gleicheckigen und die gleichflächigen Polyeder durch Konstruktion 
entstehen, erfolgt Dire Einteilung in Klassen, Ordnungen, Gruppen und Untergruppen. Von der Entstehung 
ist die Zahl und Art der Achsen und Symmetrieebenen abhängig, in denen die gleicheckigen und die gleich- 
flächigen Polyeder entweda' mit den ursprünglichen Körpern vollkommen übereinstimmen oder nicht, falls 
nämheh ein Teil der Symmetrie ei gen Schäften infolge der Konstruktion verloren gegangen ist. Der ersten 
HauptUasse der gleicheckigen [gleichflächigen] Polyeder gehören die aus dem «-seitigen Prisma [Doppel- 
pyramide] abzuleitenden an, die zwei gleiche entgegengesetzt gerichtete n (oder ß)-zählige Hauptachsen und 
zwei Systeme von je n (oder p) zweizähligen Querachsen besitzen. Nach der Zahl der Symmetrie ebenen 
ergeben sieh drei Gruppen. Die zweite Haupthlasse enthält die aus den regulären Vielflachen abzuleitenden 
Polyeder, welche also gleiche Hauptachsen nach mehr als zwei Richtungen haben, und besteht aus zwei 
Ordnungen. Die erste Ordwimg: Die dreizähligen Achsen sind nach den Eckpunkten eines regulären Hexaeders 



1) ABCB heiast ein Deltoid, wenn ÄB^BC und CD^BA ist. 
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gerichtet (Ordnung des Oktaeder-Hexaeders). Die zweite Ordnung: Die dreizähligen Achaen sind nach den 
Eckpunkten einea regulären Pentagondodekaetlers gerichtet (Ordnung des Ikosaeder-Dodekaeders). Die zweite 
Ordnung enthält zwei nach den Symmetrieebenen unterschiedene Gruppen; die erste Ordnung zerfällt zunächst 
nach den Achsen in drei Gruppen, Yon denen die erste und dritte Grappe nach den Symmetrieebenen in 
zwei Untergruppen zerfallen. Die Polyeder dieser Ordnung sind zum grössten Teile aus der KrystaUographie 
bekannt und sollen die daselbst gebräuchlichen Benennungen beräcksichtigt werden, ebenso wie die dort 
übiichen Bezeichnungen der Yerschiedenen Hemiedrien u. s. w. Die Gegenüberstellung der reziproken Gebilde 
ist die bekannte, die Numerierung rechts und links entsprechend. 

114. Die gleichecWgen und die gleichflä^higeu Polyeder der ersten Hanptklasse. Sie zerfallen in 
drei Gruppen. Die erste Grappe, die unter 1) und 2) (bez. 1') und 2')) aufgeführten Polyeder enthaltend, 
die als prismatisch (ehmrandig) bezeichnet werden, ist ausgezeichnet dui-ch das Vorkommen von zwei Arten 
von Symmetrieebenen: eine Haupt symmetriebene dui'ch die 2n Querachsen und n (bez. p) unter gleichen 
Winkeln gegen einander geneigte Symmetrieebenen senkrecht zu jener durch die Hauptachse. In der zweiten 
Gruppe, die Polyeder 3), 4) und 5) und die ihnen reziproken enthaltend, die hroryrcmdig genannt werden, 
fällt die Hauptsymmetrieebene weg; in der dritten Gruppe, die als sägerandig bezeichneten Polyeder 6) und 
7) (6') und 7')) umfassend, fallen alle Symmetrieebenen fort. 

1') Das eienrandige (3 -f- n)-ec]cige 2n-Flach ist 
die gerade «-seitige Doppelpyiamide, deren ebener 
Band (Kranz) ein reguläres n eck ist (Pig. 37 Taf. VI 
zu 1) und 1').) Die Seitenflächen sind gleichschenk- 
lige Dreiecke. Die Arch. Var. entsteht, wenn die vier- 
kantigen Ecken regulär weiden, fui « = 4 ergiebt 
sieh dann das regelmässige Oktaeder 



1) Das prisntaUsche (2 -\- n) -flächige 2n-Eck ist 
das gerade w-seitige Prisma mit regulären Deckflächen. 
Die Seitenflächen sind (24-2)-ecke; sind sie Quadrate, 
so entsteht die Archimedeische Varietät (Nr. V, Fig. 35 
Taf. VI), die für « ^ 4 zum regulären Hexaeder wird. 



2) Das prismatische (2 -{- p -\- pj-Mchige 2.2p- 
Ech entsteht aus 1) für n^ p durch Abstumpfung 
der Kanten, welche nicht den Deckflächen angehören, 
mittels rechteckiger Schnitte (Fig. 38» Taf. VI). Die 
neuen Deckflächen sind (p 4~l')"*^cke, die Seitenflächen 
zwei Gruppen von (2 -\- 2)-ecken. Für p = 2 hat man 
das (2 -}- 2 + 2)-flächige 2 . 4-Eek, das rechtwinklige 
Parallelepiped, obgleich es kein Prisma 1) giebt, aus 
dem es abzuleiten wäre (Fig. 39). 

3) Das Jcronrandige (2 -\- 2p)-ßächige 2p-Eck. 
Stumpft man bei einem Prisma 1) mit gerader Kanten- 
zahl n^2p der Deckfläehen die abwechselnden Ecken 
durch dreiseitige Schnitte ab, so dass die Ebene jedes 
Schnittes durch die drei Ecken geht, welche der ab- 
zuschneidenden benachbart sind (Fig. 40" Taf. VI), so 
entsteht dieser von zwei regulären ^-ecken als Deck- 
flächen und 2p gleichschenkligen Dreiecken begrenzte 
Körper.^) Man bezeichnet ihn nach dem Gebrauehe 
in der KrystaUographie als gyroidiaehe Hemigonie 
von 1). Die Archimedeische Varietät 



2') Das ehewandige {2 -\- p -\- p}-eckige 2 . 2p- 
Flach entsteht aus 1") fiu «=p duich Ersetzung 
zweier Nachbarflächen, die verschiedenen der Pyra^ 
miden angehören, durch eiue (2 + 2)-kantige Pyramide, 
deren Spitze in der Haupt symmetrieebene liegt (Fig. 38'' 
Taf. VI.) Die Seitenflächen sind ungleichseitige Drei- 
ecke, der ebene Hand (Kranz) des Körpers ist ein 
(p + p)-kant. Für jp = 2 hat man das rhombische 
Oktaeder (Fig. 39), obgleich es keinen erzeugenden 
Körper 1') giebt. 

3') Das Tzrofwandige (2 + 2p)-echige 22)-Flach. 
Setzt man auf die abwechselnden Fachen einer n=2p- 
seitigen Doppelpyramide 1) dreiseitige Pyramiden derart 
auf, dass die Spitze jeder solchen Pyramide in den 
Ebenen der drei Nachbarfläehen der ursprünglichen 
Doppelpyramide Hegt, so entsteht dieses von 2p Del- 
toiden begrenzte VielEach (Fig. 40'' Taf. VI). Da man 
kurz sagen kann, 3') entsteht aus 1') durch Berück- 
sichtigung der abwechselnden Flächen allein, so ist 
nach krystallographischer Bezeichnung 3') die gyroi- 
dische (plagiedrische) Hemiedrie^) von 1'). Bei der 



1) Die nicht den Deokfläehen angehörenden Kanten bilden einen fortlanfenden Zug, nach dessen Gestalt der 
Eörper henannt ist. 3) Vergl, Cfroth, Physikalisehe KrystaUographie, S. 291. 
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wenn alle Dreiecke gleichseitig sind.^) (Nr. X Fig. 36.) 
IHlr p ^ 3 wird die Arch. Var. zum Oktaeder. 

4) Das hronranäige 4-flächige 4-Eck ist der 
Spezialfall von 3) für p ^ 2. An Stelle der D 
flächen treten zwei Kanten. Zwei solche sog. Tetror- 
gonale Sphenoide sind der quadratischen Säule ebenso 
einbeschrieben, wie für den FaU der Archimedeischen 
Varietät zwei Tetraeder dem Hexaeder. (VergL Nr. 102.) 
Ein solches Sphenoid zeigt Fig. 41* Taf. VI, 

5) Das unterbrochm-h'onrcmdige (2 -f- 2p')'flächige 
2 . 2p'-Eck erhält man aus 2) für p = 2p', wenn 
man die abwechselnden Xanten der einen Art der 
beiden (2^'+2p')-ecke so abstumpft, dass die Schnitt- 
ebene durch die vier den Endpunkten der Kante be- 
nachbarten Eckpunkte von 2) geht, Fig. 42^ Taf. VI 
für p'= 3. Die beiden Deckflächen sind {p' -\- p")- 
ecke, die Seitenflächen gleichschenklige Trapeze. Der 
neue Körper hat die Hälfte der Ecken mit dem ur- 
sprünglichen gemein, und zwar sind die Ecken zur 
Hälfte als rechte, zur andern Ifölfte als linke zu be- 
zeichnen.^) 

6) Das sägeranäige (2 -|- 2p)-fiätMge 2p'Eck ent- 
steht aus 2) mittels derselben Konstruktion, durch 
die 3) aus 1) erhalten wurde. (Fig, 43* Taf, VI ftir 
p = 5,) Die beiden Deckflächen sind regelo^asige 
j)-ecke, die Seitenflächen ungleichseitige Dreiecke, 
Das Polyeder ist ein rechtes oder linkes, je nachdem 
die abgestumpften Eclten von 2) entweder die rechten 
oder die linken sind. ^} 

7) Das sägermidige i-fläcliige 4-Eck ist der Spezial- 
fall von 6) für p = 2. Es ist die Hemigonie des 
rechtwinkligen Parallelepipeds, wie 4) die der quadra- 
tischen Säule, (Fig. 44 Taf VI.) 



Archimedeischen Varietät sind die dreikantigen Ecken 
gleichkantig. Für ^ = 3 ist die Arch, Var. ein (auf 
der Spitze stehendes) Hexaeder,'') 

4') Das hranrcmäige i-eckige 4-IBlach ist der Spezial- 
fall von 3') für p = 2, d. h. die gyroidische Hemiedrie 
der vierseitigen quadratischen Doppelpyramide. Dieser 
Körper, der mit 4) identisch ist, ergiebt als Arch. 
Var. also ebenfalls das Tetraeder, Die Seitenflächen 
des Körpers sind gleichschenklige Dreiecke (Fig. 41'' 
Taf. VI). 

5') Das unterbrochen-JiTom-tmdige (2 -|- 2p')-ecki(ie 
2 . 2p''Flach (Skalenoeder) entsteht aus 2) fax p^2p' 
dadurch, dass man die abwechselnden Paare rechter 
und linker Flächen der obem und untern Pyramide 
weglässt und je ein solches Paar durch eine vierseitige 
Pyramide ersetzt, deren Spitze in den vier Nachbar- 
flächen des Paares liegt. Fig. 42'' Taf, VI fiir p'= 3, 
Nach krystallographischem Gebrauche ist dieses Poly- 
eder als rhomboedrisehe Hemiedrie von 2) zu be- 
zeichnen.^) Fig, 42' zeigt ein tetragonales Skalenoeder.^) 



6') Das sägeranäige (2 -f- 2p)-eekige 2p-Flach 
eiitateht ans 2') mittels derselben Konstruktion, durch 
die 3') aus V) erhalten wurde (Fig. 43" Taf. VI für 
= Ö), d. h. es ist die gyroidische Hemiedrie von S*). 
Die Seitenflächen sind Trapezoide. Je nachdem man 
die eine oder die andre Hälfte der Flächen von 2') 
beibehält, erhält man ein linkes oder rechtes ä^J-Flaeh.') 

7') Das sägeranäige 4-eckige 4-Flach ist die gyroi- 
dische Hemiedrie von 2') für ji = 2, d. h. die Hemi- 
e der geraden Doppelpyramide auf rhombischer 
Basis (Kranz), und wird daher als Wiombisches Sphe- 
noid bezeichnet. Es ist identisch mit 7), d. h. auto- 
polar. {Fig. 44 Taf. VI.) 



•lA 



1) Ist a die Kante des 2p-eBlta des Prisma 1), 6 die andre Kante des Seitenrechtecke, i 
1 3), wenn die kleinete Diagonale des 2j)-eeka gleich der DiagoEale des Rechtecks ist, 

7^ ', ■ Vi 
eos' — - — 1 ergieot. 

a. a, 0, S 34Ü. 



entsteht die Archimedeigche 
sich die Bedingung 



2) Für p = Z hat man im allgemeinen Falle das Wii)w,hoe(kr. G 

3) Groth a. a, 0. S 337 i) Groth a. a. 0. S. 410. 

5l Man tann 5) aus 31 auch dadurch erhalten, dass man durch 3) in gleichem Abstände von den beiden Deck- 
flächen zu diesen parallele Ebecen legt Tergl. Hesael a. a, 0. S. V. 

0) Die Seiteukanten der einen Art sind, bei senkrechter Hauptachse des Polyeders, steiler als die der andern Art, 
wonach der- fortlaufende Zug der Seitcnkanten als Sägerand bezeichnet ist. Entsprechendes gilt für die Kanten des Kranzes 
des polaren Vielflachea 0')- 

7) Groth a. a. 0. 8. 368. 
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Die beiden Sphenoide, das tetragonaie unter 4) beacliriebene und das eben besprochene rhombische, 
finden sich sowohl in der Reihe der gleichflächigen als auch der gleicheckigen Polyeder. Sie sind neben 
den regulären Vielflachen die einzigen gleichflächigen und zugleich gleicheckigen Polyeder der ersten Art, 
ohne aber wie die regu^reu Vielflache zugleich gleichkantig zu sein. 

115. Die Polyeder der ersten Gruppe der ersten Ordnung aus der zweiten Hauptlclasse. Die Polyeder 
der Oktaeder -Hexaeder Ordnung zerfallen in drei Gruppen, deren Benennung für die gleicheekigen Polyeder 
nach demjenigen gewählt ist, welches bei dem Maximum von Syrometrie die grösste Zahl Ecken besitzt, 
hei den gleichflächigen Polyedern nach dem, welches bei möglichst grosser Symmetrie das Maximum der 
Flächen hat. Die dreizähligen Achsen sind bei allen, wie schon bemerkt, nach den Eckpunkten eines 
regulären Hexaeders gerichtet. Die erste Gruppe, als Gruppe des (6 -|- 8 + i2)-fiächigen 2 , 24-Ecks, bez. 
des (6 + 8 4" 12)-eckigen 2 . 24-Flachs oder als Sexahisoctaedergruppe bezeichnet, begreift Vielflache in sich, 
denen die Achsen des Oktaeder -Hexaeders zukommen, nämlich drei Paare von entgegenges etatgerichteten 
gleichen Tierzähligen Achsen, vier Paare dergl. dreizähligen Achsen und sechs Paare derg!. zweizähligen 
Achsen. Die Gruppe zerfällt weiter in zwei Untergruppen. Die erste enthält vollzählige symmetrische 
Polyeder, deren Symmetrie ebenen die Ebenen der drei Hauptkreiae a und der sechs Hauptkreise b (vergl. 
Nr. 104) sind. Diese erste Untergruppe begreift die VieWaohe 8) bis 12) (bez. 8') bis 12')) in sich. Die 
zweite Untergruppe ist durch das Vielflaeh 13) bez. 13') gebildet, bei dem in Folge der Konstruktion 
sämtliche Symmetrieebeneu fortgefaUen sind. Dieses Polyeder ist nicht voilzähl^, sondern hemigoniseh 
bez. hemiedrjsch. 



Als erstes hierher gehöriges Vieleck wäre das 
Oktaeder selbst anzuführen, aus dem durch Kon- 
struktion die folgenden gewonnen werden. Stumpft 
man die Ecken des Oktaeders gerade durch Ebenen 
in gleichem Abstände von den Scheiteln der Ecken 
ab, so entsteht zunächst 

8) das (6 4- S)' flächige 6.4- Eck Die Seiten- 
flächen sind acht (3 -|- 3)-ecke und sechs Quadrate. 
Da die abstumpfenden Ebenen auch in gleichem Ab- 
stände vom Mittelpunkte des Oktaeders liegen, so sind 
sie die Seitenflächen eines diesem konzentrischen Wür- 
fels und man sagt kurz, dieses, sowie die folgenden 
Vielecke sind Kombinationsgestalten von Oktaeder 
und Hexaeder, wobei man sich das Oktaeder fest, den 
Würfel bei parallelbleibenden Seitenflächen veränder- 
lich vorzustellen hat. Werden die (3 + 3)-ecke des 
Polyeders 8) reguläre Sechsecke, so entsteht die Archi- 
medeische Varietät. (Das Vielflach Nr. IV Fig. 23 
Taf. VI.) 

9) Das (6 + S)-flächiffe 1^-Eck (Kubooktaeder). 
Stumpft man soweit durch den Würfel ab, dass die 
Kanten des Oktaeders verschwinden, so werden die 
(3 -j- 3) -ecke zu regelmässigen Dreiecken. Das ent- 
stehende Kubooktaeder ist an und für sich ein Archi- 
medeisches Vielflaeh, Kr. VIH Fig. 24 Taf. VI. 

10) Das (6 + S)- flächige 8 . 3-Eck entsteht, wenn 



Das erste hier aufzuführende Vielflach ist das 
reguläre Hexaeder, aus dem durch Konstruktion 
die nächstfolgenden gleichflächigen Polyeder erhalten 
werden. Setzt man auf die Seitenflächen des Hexa- 
eders (niedrige) gerade vierseitige Pyramiden auf, so 
entsteht das dem gleicheckigen Polyeder 8) polar- 
reziproke, nämlich 

8') das (6 -]- 8)-ecMffe 6 . 4-Flaoh (Pyramiden- 
würfel, Tetrakishexaeder) Fig. 1 Taf. VH. Die Spitzen 
dei Pvramiden hegen wie die Ecken eines dem Hexa- 
edei konzentiischen Oktaeders, und man sagt, das 
Vielflach i&t (ebenso wie die folgenden) in Folge der 
Lage semer Ecken die Kombinationsgestalt von Hexa- 
eder imd Oktaeder. Indem man bei festem Hexa«der 
den gleichen vierzahhgen Achsen des Oktaeders variable 
Länge erteilt und durch die Endpunkte dieser Achsen 
und die Ecken des Würfels Ebenen legt, erhalt man 
die Reihe der Vielflache 8'), 9'), 10'). Die Seiten- 
flächen von 8') sind gleichschenklige Dreiecke; die 
Arch. Var. hat reguläre 6-kantige Ecken. 

9') Das (6 -j- gj-eckige 12-Flach (Ehombendodeka- 
eder) entsteht aus 8'), wenn die an eine Würfelkante 
stoßsenden Flächen zweier Nachbarpyramiden in eine 
Ebene fallen; Fig. 2 Taf VIL Dieses wie 9) bereits 
in Nr. 105 erwähnte Vielflach ist an und für sieh ein 
Archimedeisches mit sechs regulären 4-kantigen und 
acht regulären 3-kantigen Ecken. 



10') Das (6 -f- £ 



5 . 3-FfocÄ (Triakisoktar 
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die Eanten des Hexaeders die Oberfläche des Okta- 
eders diircliscluieideii. Die Flächen des Oktaeders sind 
dann die isoUeri liegenden gleichseitigen Dreiecke, die 
Flächen des Hexaeders sind (4 + 4)-ecke, die für die 
Arehimedeische Varietät (Nr. II Fig. 27 Taf. VI) 
regTiIären Achtecken werden. Derselbe Körper kann 
natärhch auch durch gerade Abstumpfung der Ecken 
eines Hexaeders erhalten werden, wobei die abstumpft 
den Fachen die des veränderlich gedachten Oktaeders 
sind; die Fortsetzung der Abstumpfung ergiebt dann 
rückwärts die Reibe der eben besprochenen Polyeder. 
Das Hesaeder selbst ist als letzter Körper in dieser 
Reihe der gieicheckigen zu betrachten. 



11) Bas (6 + 8-1- 12)-fläcMge 2 . 24:-Eak wird 
durch gerade Abstumpfung der Ecken des Kubookta- 
eders oder durch gerade Abstumpfung der Oktaeder- 
kanten Ton 8) oder der Hexaederkanten von 10) er- 
halten; Fig. 4' Taf. VII. Da die abstumpfenden Flächen 
parallel den Ebenen eines mit dem Oktaeder und 
Hexaeder konzentrischen Rhombendodekaeders laufen 
(sie sind, wie aus Fig. 4" ersichtlich ist, unter gleichem 
Winkel gegen zwei benachbarte Hexaeder flächen ge- 
neigt), so ist dieses Vielflach die Kombination der drei 
genannten Polyeder. Die Seitenflächen sind sechs 
(4_|_4).6cke, acht (3 + 3) -ecke und zwölf (2 + 2)- 
ecke; die Ecken sind 24 linke und 24 rechte. Für 
die Arch. Var. sind alle Seitenflächen regulär. (Nr. XIII 
Fig. 30 Taf. VI.) 

12) Bas (6 + 8 + 12)-flächige 24-Eck, Fig. 5* 
Taf. VII, entsteht wie 11) als Kombinati onsgest alt von 
Hexaeder, Oktaeder und Rhomben dodekaeder, nur hat 
jede Fläche des letzteren mit jeder der vier benach- 
barten einen Punkt gemein. Die Würfelflächen sind 
Quadrate, die Oktaeder flächen gleichseitige Dreiecke, 
die Flächen des Rhombendodekaeders (2 + 2) -ecke, 
die für die Arehimedeische Varietät ebenfalls zu 
Quadraten werden (No. VII Fig. 29 Taf VI). Greifen 
die abstumpfenden Dodekaederflächen noch weiter ein, 
so ist das entstehende (6 + 8+ 12)-flä:chige Polyeder 
kein gleicheckiges mehr, es hat dann Ecken von zwei 
verschiedenen Arten. 

13) Das (6 + 8 + 24)-/(äc%c 34 -Eck. Man 
stumpfe von dem (6 + 8 + 12)-fläehigen 24^Eck 11) 
die abwechselnden Ecken so ab, dass die abstumpfende 
Ebene durch die drei der abzustumpfenden Ecke be- 



eder). So wie je zwei Würfelflächen von 10) eine Schnitt- 
kante auf dem erzeugten Polyeder haben, so je zwei 
Oktaederecken eine Verbindungskante auf 10'). Es 
entsteht, indem man dulrcb eine Würfeleeke und durch 
die Endpunkte von je zwei der drei benachbarten Ecken- 
achsen des Oktaeders Ebenen legt. Fig. 3 Taf. VII. 
Dasselbe Vielflach kann auch erhalten werden, indem 
man auf die Flachen eines Oktaeders gerade drei- 
seitige (niedrige) Pyramiden aufsetzt (Pyramidenokta- 
eder). Es besitzt sechs (4 + 4)-kantige Ecken und 
acht 3-kantige Ecken. Für die Arch. Var. werden die 
erstem regulär. Die Flächen des Vielfiachs sind gleich- 
schenklige Dreiecke, deren Basen die Oktaeder kanten 
sind. Das Oktaeder selbst ist als letzter Körper in 
dieser Reihe der gleiehflächigen zu betrachten. 



11') Das (6 + 8 + I2'yeclige 2 . 2i-Flac}i (Hexa- 
kisoktaeder, Achtundvierzigflächner) wird durch Auf- 
setzen von geraden vierseitigen Pyramiden auf die 
Flächen des Rhombendodekaeders oder durch Ersetzui^ 
je . zweier Flächen von 8'), welche eine Wiirfelkante 
gemein haben, durch eine vierseitige Pyramide oder 
endlich durch Ersetzen je zweier Flächen von 10'), 
welche eine Oktaedeckante gemein haben, durch eine 
vierseitige Pyramide, erhalten. Fig. 4^ Taf. VII. Wie ' 
aus diesen drei Entstehmigs weisen, bes. der ersten 
heiTorgeht, sind seine Ecken die eines Oktaeders, 
Hexaeders und Kubooktaeders, als deren Kombination 
es zu bezeichnen ist. Die Flächen sind ungleichseitige 
Dreiecke, 24 rechte und 24 linke. Bei der Arch. Var. 
sind alle Ecken regulär. 

12') Bas (6 + 8+.12)-ec%e 34-Flach (Del- 
toidikositetraeder) , Fig. 5" Taf. VII, besitzt wie 11') 
die Ecken eines Oktaeders, Hexaeders und Kubookta- 
eders, doch fallen die Kanten von 11'), welche die 
Oktaeder- und Hexaeder ecken verbinden, hier weg. 
Die beiden Dreiecke, ein rechtes und ein linkes, 
welche solche Kante gemein hatten, fallen in eine 
Ebene und bilden danach ein Deltoid. Die Arch. Var. 
mit regulären Ecken ist leicht zu konstruieren, die 
Scheitel sämtlicher vierkantigen Ecken liegen dann 
auf einer Kugel; je acht in einer Ebene eines Haupt- 
ses a liegende bilden ein reguläres Achteck. 

13') Das (6 + 8 + 24)-ecJcige 24-Flach (Penta- 
gonikositetraeder). Man setze auf die abwechselnden 
Flächen des Hexakisoktaeders 11') dreiseitige Pyra- 
miden auf, deren Spitzen in den drei die Äufsatz- 
19 
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nachbartea Ecken geht; Fig. 6° Taf. VII. Aus den Ächt- 
ecken werilen 6 Quadrate, aus den Sechsecken 8 gleich- 
seitige Dreiecke, dazu treten 24 ungleichseitige Dreiecke, 
die Alustumpfungsflächen, neu auf. Je nachdem man die 
eine oder die andre Hälfte der Ecken von 11) abstumpft, 
erhält man ein rechtes oder linkes (G + 8 -|- 12)- 
fiächiges 24-Eek. Bei der Arehimedeiachen Varietät 
(Nr. XI, Fig. 33 Taf. VI) sind samfcUche Dreiecke 
gleichseitig. '■) Symmetriebenen sind bei diesem gleich- 
eckigen Körper nicht mehr vorhanden. 



fläche seitenden Nachharflächen von 11') liegen, oder 
was dasselbe ist, man bilde die gyroidische Hemiedrie 
des Hexakisoktaeders. Die Flächen des entstehenden 
gleichflächigen Polyeders sind uiigleichkantige Fünf- 
ecke, Fig. 6^ Taf VII. Je nachdem man die eine oder 
die andre Hälfte der Flächen des Hexakisoktaeders 
beibehält, erhält man das linke oder rechte Vielflach. ^ 
Symmetrie ebenen besitzt es nicht mehr. Die Seiten- 
flächen der Arch. Var. sind symmetrische Fünfecke^), 
ai^ch die 24 sonst nicht regulären dreieckigen Ecken 
sind dann regulär. 

116. Die Polyeder der zweiten Gruppe der ersten Ordnniig aus der zweiten Bauptklasse. Sie 

zwei Systeme von je vier gleichen dreizähligen Achsen nach den Ecken eines Hesaeders, [je zwei 
entgegengesetzt gerichtete sind symmetrisch gleich,] und drei Paare von entgegengesetzt gerichteten gleichen 
zweizähligen Achsen nach den Ecken eines Oktaeders. Symmetrieebenen sind die Ebenen der drei Hauptki-eise a. 
Die beiden bierhergehörigen gleiebeckigen Polyeder sind Hemigonlen, die polar zugeordneten gleichflächigen 
Polyeder Hemiedrien von bestimmten Typen der vorigen Gruppe. 



14) Das (2 ■ 4 + 12)- ftUdiige 13-Eck entsteht 
aus 8), wenn man daselbst die abwechselnden Ecken 
so abstumpft, dass die abstumpfende Ebene durch die 
drei Nachbarecken der abzustumpfenden Ecke geht. 
Es ergiebt sich ein Polyeder, Fig. 7" Taf. VU, an 

, welchem die acht gleichseitigen Dreiecke den Ebenen 
des Oktaeders in 8) angehören, oder was dasselbe 
aussagt, die 2 . 4 gleichseitigen Dreiecke liegen wie 
die Flächen zweier Tetraeder. Die zwölf gleichschenk- 
ligen Dreiecke sind die erwähnten Abstumpfungs- 
fläehen. Die Würfelflächen von 8) sind ersetzt durch 
die sechs Basiskanten dieser zwölf gleichschenkligen 
Dreiecke. Die Arch. Var. ist das reguläre Ikosaeder. 

15) Bas (6 + 2.4+ 12)-;?äc%e 2-12-Eck. 
Schneidet man von dem (6 + 8 4-12)-flächigen 2 . 24- 
Eck 11) je zwei neben einander liegende Ecken der 
(4 + 4)-eckigen Gbrenzfläehen, bez. die sie verbindende 
Kante durch eine Ebene ab, welche durch die vier 
Nachbai-punkte der Endpunkte der Kante geht, so 
erhält man das in Fig. S^ Taf, VII dai^esteUte gleich- 



W) Das (2.4-f 12)-ec%e 12 -Flach (sym- 
metrisches Pentagondodekaeder) entsteht aus 8') durch 
Aufsetzen dreiseitiger Pyramiden auf die abwechseln- 
den Flächen, derart, dass die Spitze einer Pyramide in 
drei Nachbarflächen einer Fläche von 8') zu liegen kommt, 
Fig. 7*' Taf. VII (vergl. auch Nr. 105 und die Fig. 89 
des Textes); es ist also die gyroidische Hemiedrie 
des Tetrakishesaeders, Die Flächen sind symmetrische 
Fünfecke, Von den dreiseitigen Ecken liegen 2 . 4 
so wie die Ecken der dem Würfel einbeschriebenen 
beiden Tetraeder; sie sind gleichkantig. Die übrigen 
zwölf dreikantigen Ecken besitzen je zwei 
Kanten. Die Arch. Var. ist das reguläre ü 



15') Das (6 + 2 ■ 4 4- 12)-ee^e 2 -12 -Flach 
(Dyakisdodekaeder). Fasst man hei einem (6 + 8-|-12)- 
eekigen 2 . 24-Plach 11') je zwei neben einander 
liegende Flächen einer (4 -j- 4)-kantigen Ecke, deren 
gemeinsame Kante in einer Symmetrie ebene eines 
Hauptkreises a liegt, zu einem Paar zusammen, und 
ersetzt diese abwechselnden Paare je durch eine vier- 



1) Ist im. gleicheekigen Vielflach 11) a die gemeiasame Kante von Viereck und Achteck, & die von Sechseck tind 
Aclitect, c die von Sechseck und Viereck, so ist zum Entatehen der Arch. Var. nötig, dass die kleinsten Diagonalen der drei Ctrena- 
flächen gleich sind. Bezeichnet man diese Diagonale mit ce, so gilt ; «' = a^ -\- c\ x' = B' -|- c' — 36e cos 120*, «^ = a* -|- &' 
— 2a& cos 135°. Setzt man & = t.», c -^ a . a und die Werte der Winkelfunktionen in diese Gleichungen ein und 
eliniiniert <e, so fällt a heraus und es resultiei'en zwischen s und t die Gleichungen t* -f- er ^= 1, t* -|- t|/2 = a', woraus 
durch Elimination von r bez, a für <s bez, r die Gleichungen folgen; (i'l/a — 2o^ -|- (7^2 — 1=0, i'l/a ~\- 2e' — 1 = 0. 
Hiermit ist das in Hr. 110 hei Behandlung des Arehimedeiachen VieJflaches gegebene Veispiechen eingelöst. 

2) Groth a. a. 0. S. 2Ö2. 

3) Über die Konstruktion der Seitenflächen der Arehimedeiachen Varietäten der glpiihfl iihi^en Polyeder vergl. Kr. 122. 
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aeitige Pjramide, deren Spitze in den vier Nachbar- 
flachen des Paares liegt, so entsteht das in Fig. 8'' 
dargestellte gleiehflächige Polyeder, dessen Seiten- 
flächen ungleichkantige Vierecke (Trapezoide) sind. 
Dieses Polyeder ist also die (pentagonale) Hemiedrie 
des Hexakis Oktaeders 11'), da seine FBichen diejenigen 
der andern Paare Ton Seitenflächen von 11') sind, 
die nicht durch Pyramiden ersetzt wurden. Je nach 
Wahl der F^ehenpaare erhält man ein rechtes oder 
linkes Polyeder.^) Von den Ecken sind die auf 
den viei^ähligen Achsen liegenden (2 -f-2)-kantig; die 
übrigen zwölf Tierkantigen besitzen zwei gegenüber- 
;leiche Kanten, wälu'end die dreikantigen 
ulär sind. 

117) Die Polyeder der dritten Gruppe der ersten Ordnniig ans der zweiten Hanptklasse. Die Viel- 
flache dieser Gruppe sind Hemigonien, bez. Hemiedrien von Vielflachen der ersten Gruppe dieser Ordnung. 
Die Achsen sind die des Tetraeders, nämlich zwei Systeme von je vier gleichen dreizähligen Achsen, wobei 
je zwei entgegengesetzt gerichtete, nämlich nach einer Ecke und der gegenüberliegenden Fläche des Tetra- 
eders, nngleichwertig sind, und drei Paare von entgegengesetzt gerichteten zweizähligen Achsen, nach den 
Kanten des Tetraeders. Die Symmetrieebenen sind bei den Vielflachen 16), 17), 18) und 16'), 17'), 18') 
die Ebenen der sechs Hauptkreise 6 des ersten Hauptnetzes, während dem Vielflach 19) bez. 19') keine 
Symmetrieebenen zukommen. 



eckige Polyeder. Die sechs Würfelflächen, d. h. die 
(4 -f- 4) - ecke von 11), werden zu (2 -|- 2) -ecken, die 
acht Oktaederfläehen, d. h, die (3 + 3)-eeke von 11) 
werden zu gleichseitigen Dreiecken und die neuen 
zwölf Schnittflächen sind gleichschenklige Trapeze, die 
wie die Flächen eines symmetrischen Peatagondodeka- 
eders li^en. Schneidet man die beiden andern Kanten 
jedes (4 -\- 4)-eckes von 11) ab, welche mit den 
vorigen keinen Endpunkt geraein haben, 3o erhalt 
man ein zweites solches Polyeder 15), welches als 
rechtes zu bezeichnen ist, wenn das erste ein linkes 
genannt ist. ^) 



Das erste hiei'her gehörige gleieheckige Polyeder 
ist das Tetraeder selbst, entstanden aus dem Hexa- 
eder durch Abstumpfung der abwechselnden Ecken 
durch Ebenen durch die drei Nachbarecken (Tetra- 
gonische Hemigonie). 

16) Das {4:-\-i)-fläcMge A.S-Eck entsteht aus 
dem Tetraeder dmch gerade Abstumpfung der Ecken. 
Da die abstumpfenden Flächen parallel den gegenüber- 
liegenden des Tetraeders sind, so ist dieses Polyeder 
als Kombinationsgestalt zweier Tetraeder aufzufassen. 
Die Flächen a, Fig 9'^ Taf VH, sind gleichseitige Drei- 
ecke, die Mächen ß smd (5 -)- 3)-ecke. Die Arclii- 
i Vaiietat ist das Vielflach I Fig. 22 Taf. VI. 



17) Das (4 + 4 + 6)-flächige 2 . 12-Ech 
sich aus 16) durch Abstumpfung der Reste der ursprüng- 
lichen Tetraederkanten mittels vierseitiger Schnitte, 
welche (2 -|- 2) -ecke sind, wobei die Dreiecke cc zu 
(3 -)- 3)-ecken werden. Die (3-(-3)-ecke ß verbleiben 
solche. Die abstumpfenden Flächen liegen wie die 
eines Würfels, Fig. 10« Taf. VH. Die Ärchimedeische 
Varietät ist Nr. IV Fig. 23 Taf. VI. 



Das erste hierher gehörige gleichflächige Polyeder 
ist das Tetraeder selbst, entstanden aus dem Okta- 
eder durch Aufsetzen dreiseitiger Pyramiden auf die 
abwechselnden Flächen, wobei die Spitzen je in den 
drei Nachbarflächen liegen (tetra«drische Hemiedrie). 

16') Das (4 + 4)-ec%e 4:.3-Flach (Triakistetraeder, 
Pyramidentetraeder, Trigondodekaeder) entsteht aus dem 
Tetraeder durch Aufsetzen (niedriger) dreiseitiger Pyra- 
miden auf seine Flächen. Die Ecken sind die zweier Tetra- 
eder, Fig. 9^ Taf. VII. Es ist die tetraedrische Hemiedrie 
des Ikositetraeders 12').^) Die Flächen sind gleich- 
schenkhge Dreiecke, die 3-kantigen Ecken sind regulär, 
die übrigen (3 + 3)-kantig. Die Arch. Var. ist leicht 
zu erhalten. 

17') Das (4: -\-i.-\-Q)- eckige 2 .12 -Flach (Hexa- 
kistetraeder) Fig. 10^ Taf. VII ergiebt sich aus 16'), 
wenn man je zwei Nachbarflächen, welche die Kante 
des ursprünglichen Tetraeders gemein haben, duieh 
eine vierseitige Pyramide ersetzt. Die neuen Ecken 
liegen wie die eines Oktaeders. Das Polyeder ist die 
tetraedrische Hemiedrie des Hexakis oktaedeis Es giebt 
eine Arch. Varietät. 



1) Verg'L auot Hessel a. 
3) Groth a. a. 0. S. 275, 



2) Grotli a, a. 0. S. 2S4, 



y Google 



148 



E. Die liesonderen Eulereclien Vielflache, 



18) Das (4 + 4 + &)- flächige 13 -Eck. Stumpft 
man die ursprimgliclien Tetraederkauten von 16) so 
weit ab, dass die Vierecke in den Ecfeen zusammen- 
treffen, so werden die Sechsecke « und ß zu Drei- 
ecken, Fig. 11" Taf. VII. Das Polyeder ist noch immer 
eine Kombination zweier Tetraeder verschiedener Stel- 
lung und eines Hexaeders, dessen Flächen {2 -j- 2)- 
eeke sind. Bei dear Arch. Var. sind alle Dreiecke 
gleichseitig, die Rechtecke werden Quadrate; dies ist 
das Kubooktaeder, Nr. VIII Fig. 24 Taf. VI. 

19) Bas {i + i -{- 12)-flädiige 12-Ech entsteht 
aus 17) durch Abstumpfung der Hälfte der Ecken, 
wobei die Schnittebene durch die drei Nachbareeken 
geht, Fig. 12' Taf. VH. Der Körper besitzt je vier 
gleichseitige Dreiecke verschiedener Grosse und zwölf 
nngleicLseitige Dreiecke als Grenzflächen. Durch Ab- 
stumpfiing der einen oder andern Hälfte der Ecken 
von 17) entsteht ein rechtes bez. linkes Polyeder. 
Die Arch. Varietät, bei welcher alle Dreiecke gleich- 
seitig sind, ist das Ikosaeder.*) 



18') Das (4 + 4 + 12)-eckige lä-Flach (Deltoid- 
dodekaeder). Errichtet man die vierseitigen Pyramiden 
in 17') so, dass ihre Seitenflächen mit den angrenzen- 
den Seitenflächen der Nachbarpyramiden m eine Ebene 
fallen, so entsteht dieses von Deltoiden begrenzte 
gleichflächige Polyeder, Fig. 11»' Taf VII. Es ist die 
teti-aedrische HemiSdrie des Pyramidenoktaeders. Die 
Arch. Var. ist das Rhombendodekaeder. 



19') Das (4 + 4 + \2)-ecUge 12-Flach entsteht 
ans 17') durch Aufsetzen dreiseitiger Pyramiden auf 
die abwechselnden Flächen, so dass die Spitze jeder 
Pyramide in den Ebenen der drei Nachbarfiächen liegt. 
Dieses, auch als Tetraedrisches Pentagondodekaeder, 
Fig. 12'' Taf. VII, bezeichnete gleichflächige Polyeder 
ist also die gyroidische Hemiedrie des Hesakistetra- 
eders. Behält man die eine oder andre Hälfte von 
dessen Mächen bei, so erhält man ein rechtes, bez. 
linkes Polyder. ^ Die Flächen sind ungleichseitige 
nicht symmetrische Fünfecke. Werden alle Ecken 
regu^r, so entsteht das reguläre Dodekaeder. 

118. Die Polyeder der zweiten Ordiinug aus der zweiten Hanptblasse. Die Achsen dieser Vieiflache 
sind die des Itosaeder -Dodekaeders, nämlich sechs Paare von entgegengesetzt gerichteten, gleichen fünf- 
zähhgen Achsen, zehn Paare der gl. dreizähligen Achsen und fünfzehn Paare dergl. zweizähligen. Die 
einzige Gruppe dieser Ordnung ist für die gleicheckigen Polyeder die Gruppe des (12-|-20 + SO)-fiächigen 
2 . 60-Ecks, für die gleichflächigen Polyeder die des (12 -j- 20 -|- 30}-eckigen 2 . 60-Flachs oder des Dia^ 
kishesekontaeders. Es sind sämtliche Vielflache, ausgenommen das letzte, vollzählige symmetrische Formen 
mit den Symmetrieebenen der fünfzehn Hauptkreise c des zweiten Hauptnetzes; das letzte Polyeder ist eine 
hemigonische, bez. hemiedrische Form, bei welcher keine Symmetrieebenen mehr vorhanden sind. Die Ent- 
stehung dieser Polyeder aus dem Ikosaeder, bez. Dodekaeder verläuft analog der der gleicheckigen und 
gleichflächigen Polyeder der ersten Gruppe der vorigen Ordnung aus dem Oktaeder bez. Hexaeder. 



20) Das (12 + 20)-flächige 12 . ?>-Edc, Fig. 13» 
Taf. VIT, entsteht aus dem Ikosaeder, das selbst als 
erster Vertreter der Vielecke dieser Gruppe zu gelten 
hat, durch gerade Abstumpfung sämtlicher Ecken. 
Da die abstumpfenden Flächen in gleichem Abstände 
vom Centrum des Ikosaeders wie die Ebenen eines 
Dodekaeders liegen, so ist dieses Polyeder, ebenso wie 
die zunächst folgenden, als Kombinationsgestalt von 
Ikosaeder und Dodekaeder zu deuten. Die Seiten- 
flächen sind zwölf reguläre Fünfecke und zwanzig 
(3 -)- 3)-ecke. Die Archimedeische Varietät entsteht, 
wenn die (3 -{- 3)-ecke reguläre 6-ecke werden, 
Nr. IX, Fig. 26 Taf. VI. 

1) Da vier der gleichseitigen Dreiecke in den Ebenen eines Tetiacdcfs liegen, so ist dies die Entstehung des ütosa 
eders, die in Nr. 110 ei-waint wurde. 2) Groth a. a. 0, S. 297. 



20') Das (12 + 20)-ec/%c 12 .b- Flach (Pentakis- 
dodekaeder) Fig. 13" Taf. VH entsteht aus dem Do- 
dekaeder, das als erster Vertreter der Vielflache dieser 
Gruppe zu gelten hat, durch Aufsetzen (niedriger) 
gerader fünfseitiger Pyramiden auf die Seitenflächen. 
Die Spitzen dieser Pyramiden liegen auf den fünf- 
zähligen Achsen des Dodekaeders in gleichem Abstände 
von dessen Centrum, sind also die Ecken eines Ikosa- 
eders, so dass das Vielflach nach seinen Ecken als 
Kombinationsgestalt von Dodekaeder und Ikosaeder 
zu deuten ist. Die Arch, Var. entsteht, wenn die 
(3 + 3)-kantigen Dodekaeder ecken regulär werden. 
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21) Bas (12 ^ 20) -flächige 30-Ech ergiebt sich 
wie das vorige Vieleck durch Abstumpfung der Ecken 
des Ikosaeders durch ein Dodekaeder, Tvenn die benach- 
barten Dodekaederfläehen mit ihren Ecken zusammen- 
stosaen. Dieses Vieleck ist aji und für sich ein Arehi- 
medeisches (Nr. IX, Fig. 26 Taf VI), begrenzt von 
zw6lf regulären 5-ecken und zwanzig gleichseitigen 
Dreiecken. Es wird auch Triakontagon genannt. 



22) Bas {12 -fr 20)- flächige 20.3-.EÄ, Fig. 15" 
Taf. VII, wird durch weitere Abstumpfung erhalten, 
wenn die benachbarten Dodekaederfläehen zum Schnitt 
gelangen. Fasst maoi das Dodekaeder als festen Körper, 
das Ikosaeder als variabel auf, so entsteht das Poly- 
eder auch aus dem Dodekaeder durch gerade Ab- 
atumpfiing der Ecken, wie dies an der Ar chimedeisehen 
Varietät Nr. EI Fig. 28 Taf. VI eraichtlich ist. Im 
allgemeinen Falle sind die Seitenflächen zwölf (5 -j- 5)- 
ecke und zwanzig gleichseitige Dreiecke. 

23) Bas (12 + 20 -f 30) - flächige 2 . 60 - Eck, 
Fig. 16* Taf, VII, entsteht, wenn man die Ikosaeder- 
kanten eines (12 + 20) -flächigen 12. 5 -Ecks 20) 
durch gerade vierseitige Schnitte abstumpft. Da d 
senkrecht zu den zweizahligen Achsen des Ikosaeders 
bez. Dodekaeders verlaufen, so ist das entstandene 
Polyeder die Komb inationsgest alt eines Ikosaeders, 
Dodekaeders und RLombentriakontaeders. Die Seiten- 
flächen sind zwölf (5 -\- 5)-ecke [Dodekaederflächen], 
zwanzig (3 -j- 3) -ecke [IkosaederflächenJ und dreissig 
(2-|-2)-ecke [Ebombentriakontaeder flächen]. DieArchi- 
medeische Varietät, bei welcher alle Flächen reguläre 
Vielecke sind, ist das Polyeder Nr. XIV Fig. 32 Taf VI, 

24) Bas (12 -]- 20 + 50)-ßächige ßO-Eck, Fig. 17" 
Taf VII, ist ebenfalls die Kombinationsgestalt eines 
Dodekaeders, Ikosaeders und Rhombentriakontaeders, 
nur trefien sich die (2 -|- 2) -eckigen Flächen, die von 
letzteren herrühren, in den Eckpunkten, so daas die 
Dodekaederflächen zu regulären 5-ecken, die Ikosa- 



21') Bas (12 -f 20)-eckige 30-Flach (Rhomben- 
triakontaeder) entsteht wie das vorige Vielüach durch 
Aufsetzen gerader Pyramiden auf die Dodekaeder- 
flachen so, dass benachbarte Flächen je zweier 
Nachbarpyramiden in eine Ebene fallen. Fig. 14 
Taf. VII. Die Seitenflächen sind dreiasig Rhomben, 
deren Mittelpunkte auf den zweizähligen Achsen des 
Dodekaeders liegen; sämtliche Ecken sind regulär, 
das Vielflach ist ein Archimedeisches gleichflächigee 
Polyeder.^) 

22') Bas (12 + 20)-ecMge 20 . 'd-Flach (Triakis- 
ikosaeder), Fig. 15'' Taf. VE, wird aus 21') in ent- 
sprechender Weise abgeleitet wie 10') aus 9') oder 
kürzer, indem man auf die Flächen des Ikosaeders 
(niedrige) gerade dreiseitige Pyramiden aufsetzt (Pyra- 
midenikosaeder). Die Flächen des Körpers süid gleich- 
schenklige Dreiecke, deren Basen die Ikosaeder kanten 
sind. Die Ecken sind neben den zwanzig regulär drei- 
zwölf (5 + 5)-kantige. 



23') Bas (12 + 20 + 30) - eckige 2 . 60 - Flach 
(Dyakishexekontaeder), Fig. lö"" Taf. VII, entsteht aus 
dem Pentakisdodekaeder 20'), wenn man je zwei Drei- 
ecke benachbarter Pyramiden, deren gemeinsame Basis 
eine Dodekaeder kante ist, durch eine vierseitige Pyra- 
mide ersetzt. Die Spitzen dieser Pyramiden liegen 
auf den zweizähligen Achsen, d. h. das Vielflach ist 
nach seinen Ecken die Kombinationsgestalt eines Do- 
Ikosaeders und eines (12 -j- 20)-fl8chigen 
3. Es besitzt 60 rechte und 60 linke ungleich- 
Dreiecke als Grenzflächen. Die Ecken sind 
den Flächen des reziproken Körpers 23) entsprechend 
und werden für die Archimedeische Varietät regulär. 

24') Das (12 -^- 20 + 30)-ecMge 60-Flach (Del- 
toidhexekontaeder), Fig, 171^ Taf. VII. Die Ecken 
liegen auf denselben Achsen wie die des vorher- 
gehenden Körpers, nur fallen die vier Flachen jeder 
Pyramide in die Ebenen der ansfcossenden Flächen der 
vier Nachbarpyramiden, wodurch je zwei Dreiecke, die in 



1) Bezeichnet maa die kleinere und grössere Diagonale der rhombischen Fläote mit d^ bez. d^ , so ist d, die 
Kante a des Dodekaeders, uad da, der Neigungswinkel von d^ gegen die riäche des Dodekaeders dessen hailien Pläehen- 

winkel KU 90" ergänzt, so ist d, =^ 2jI cot---, wo A und la die frühere Bedeutung haben. Durch Beriioksiclitigung der 
Werte dieser Grössen findet man d^ =^ -^V'^{^ -\- Y^)- Aus (7, und d, bereolmet sich, die Kante des Triakontaeders zu 

. = 11/13, 
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E. Die bosonderea. Eulerschea Vielflache, 



einer Ebene liegen, ein Deltoid bilden. Von den 
Ecken, die den Flächen von 24) entsprechen, werden 
bei der Äxch, Var. die (2 + 2)-kantigen regulär. 

25') Das (12 + 20 + GO)-ecUge 60-Flach (Pen- 
tagonbexekontaeder), Fig. 18'' Taf. VII, entstellt aus 
23') durch Aufsetzen dreiseitiger Pyramiden auf die 
abwechselnden Flächen derart, dase die SeitenÜächeu 
jeder Pyramide in den Ebenen ihrer drei Kachbar- 
flächen von 23') liegen, d. h, dieses Vielflaoh ist die 
gyroidische Hemiedrie des Dyakishexekontaeders. Die 
Seitenflächelt des Vielflaches sind unsymmetrische Fünf- 
ecke; die Ecken sind den Flächen von 25) entsprechend. 
Diese beiden reziproken Vielflaehe besitzen keine Sym- 
metrieebenen mehr. Für die Archimedeische Varietät 
werden die Seitenflächen symmetrische Fünfecke. 



ederfläcben zu Dreiecken werden. Für die Archi- 
medeische Varietät werden die (2 -|- 2) - ecke zu 
Quadraten: Kr. XV Fig. 31 Taf. VI. 

25) Das (12 + 20 -j- m)-flmhige 60-E<^, Fig. 18= 
Taf VII, entsteht aus 23) durch Abstumpfung der ab' 
wechselnden Ecken mittels Schnitten durch die je drei 
benachbarten Ecken. Die von dem Dodekaeder her- 
rühi-enden (5-)-5)-ecke werden zu regulären 5-ecken, 
die von ^em Ikosaeder stammenden (3 -j- 3)-ecke zu 
gleichseitigen Dreiecken und die Flächen des Tria- 
kontaeders verschwinden. Die Absfnimpfungsflächen 
sind 60 ungleichseitige Dreiecke. Es giebt ein rechtes 
und ein linkes Polyeder, je nachdem man die eine 
oder die andre Hälfte der Ecken von 23) abstumpft. 
Bei gewissem Verl^ltnis der Kanten^) dieses ursprüng- 
lichen Körpers ist das erhaltene die Archimedeische 
Varietät Nr. XII Fig. 34 Taf VI, dessen dreieckige 
Grenzflächen sämtlich gleichseitig sind. 

119. Beziehung der gleicheckigen und der gleicMäcliigeu Polyeder zu <leu Kugehietaen. Dass die 
in den Nrn. 114 bis 118 aufgeführten Vielflache gleicheckig, bez. gleichfiächig sind, folgt direkt aus ihrer 
Konstruktion. Es fragt sich nun, ob damit die Zahl dieser G-ehilde erschöpft ist oder ob nicht noch andre 
solche Polyeder existieren, die bei der gewählten Ai't der Ableitung übersehen wurden. Dies zu entscheiden, 
muss das Problem der Aufzählung der gleieheckigen, bez. gleichöächigen Polyeder von einem andern Punkte 
aus in Angriff genommen werden. Zunächst erfolgen die weiteren Betrachtungen noch im Hinblick auf die 
bereits abgeleiteten Körper. 

Homologe Punkte auf den Ebenen der Grenzflächen eines regulären Polyeders sind solche, welche 
wie die Eckpunkte kongruenter gleicheekiger (oder speziell regulärer) Vielecke liegen, die mit den Viel- 
ecken des reguHreu Vielflachs konzentrisch sind und mit ihnen die Symmetrieachaen gemein haben. Auf 
&rund des Satzes: Homologe Punkte der (Kanten und) Flächen eines regelmässigen Vielflaches haben 
gleichen Abstand von seinem Cenfcrum M^), ersieht man sofort die Richtigkeit des weiteren Satzes: Die 
Ecken aller gleicheckigen Polyeder sind gleichweit von einem Punkte innerlialb entfernt, d. h.: Jedes gleich- 
eckige Poh/eäer besitst eine umheschriehene Kugel. Denn die Ecken der gleicheckigen Polyeder sind nichts 
anderes, als homologe Punkte auf den F^heu derjenigen regulären Polyeder, deren Kombinationsgestalten 
sie sind. Auch für die unsymmetiischen Polyeder (z. B. 25 u. s. w.) ist der Satz giltig, denn deren Ecken 
sind identisch mit der Hälfte der Ecken eines andern gleicheckigen Vielflaches. Für die Polyeder der ersten 
Haaptklasse lässt sich der behauptete Satz auf Grund des Hilfssatzes ebenso beweisen, da jedes gerade 
w-seitige Prisma über regulärer Grundfläche eine umbeschriebene Kugel besitzt. Legt man in den Eckpunkten 
des gleieheckigen Polyeders an diese umbeschriebene Kugel Tangentialebenen, so entsteht, da das Polyeder 
keine überstumpfen FHchen- und Kantenwinkel besitzt, ein wiederum konvexer Körper, das dem gleich- 
eckigen polare gleichfläehige Polyeder; d. h.: Einem gleichflächigen Polyeder lässt sich eine Kugel evnsdireiben. 

Projiziert man nun das gleicheckige Polyeder aus seinem Mittelpunkt M auf seine umbeschriebene 
Kugel, so entsteht ein gleicheiMges Nets, dessen Definition entsprechend der des Polyeders ist: Die sphärischen 
Ecken sind kongruent oder symmetrisch, die Flächen sind sphärische reguläre und halbreguläre Vielecke 
erster Art. Da jedes solche sphärische Vieleck einen Mittelpunkt besitzt, seine Ecken also in einer Ebene 

1) Diese Verhältmezahlen werden ähnlich abgeleitet, wie hei dem g-leidieckigeu Polyeder 13). 

2) Sie hahen denaelhea Ahstand r' vom. Mittelpunkt der Seitenflache des regulären Vielflaches; also ist der Radius 
der Kugel um M., anf welcher aie liegen, die Hjpotenuae des rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten P und r' sind u, s. w. 
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liegeii, so ist umgekehrt jedem gleichecMgen Netze ein gleickecMges JPolyeder einbesclirieben^) , ein gleiehflächiges 
Polyeder umbeschri^>en. 

Fällt man aus einem beliebigen Punkte P innerhalb eines gleicheckigen Vielflaches Lote auf die 
Innenseiten aller Grenzflächen und legt durch je zwei benachbarte Lote, welche auf zweien in einer Kante 
des Vielflaches sich schneidenden Grenzflächen senkrecht stehen, Ebenen, so erhält man die Polarecken der 
Ecken des Vielflaches, weleho ebenso wie diese selbst kongruent, bez. symmetrisch sind. Ihre Ebenen werden 
daher auf einer um P gelegten Kugel ein Netz erzeugen, das gleiehflächig ist. Lässt man P mit M 
zusammenfallen und nimmt als Kugel die umbeschriebene Kugel des Vielflaches, so ersieht man, dass nach 
friiherem das gleichflächige Netz als das Symmetrienets des gleicheckigen zu bezeichnen ist. Im allgemeinen 
sind seine Flächen nicht kleinen Kugelkreisen einbeschreibbar; tritt dieser FaU ein, so heissen die Netze 
konjugiert. Hat man nun umgekehrt ein gleichflächiges Netz der Kugel, so erhält man ein oder mehrere 
zugeordnete gleieheckige Netze, deren Eckpunkte homologe Punkte der Flächen des ersten Netzes sind. 
Den gleichflächigen Netzen sind entweder ]ceine oder nur besondre Varietäten^) von gleichfläehigen Polyedern 
einbeschreibbar und YOn gleicheckigen Polyedern umbes ehr eibbar. Im letzteren Falle liegen die Ecken des 
Netzes auf kleinen Kugelkreisen, das gleichflächige und das zugeordnete gleicheckige Netz sind konjugiert. 
Die zugehörigen Polyeder, konjugierte Polyeder^), sin dalso dadurch charakterisiert, dass bei den gleicheckigen 
Polyedern die Grenzflächen zugleich eine der umbeschriebenen kouzenti'ische einbeschriebene Kugel berühren, 
bei den gleichflächigen Polyedern die Eckpunkte zugleich auf einer der einbeschriebenen konzentrischen 
umbeschriebenen Kugel hegen. 

Um alle überhaupt möglichen gleichflächigen und gleicheckigen Vielflache abzuleiten, hat man also 
den folgenden Weg einzuschlagen. Es müssen zunächst alle Fälle ermittelt werden, in denen ein 
sphärisches Polygon (3-, 4- oder 5-eck) nebst seinen kongruenten oder symmeti'ischen Wiederholungen eine 
geschlossene Fläche bildet, welche die Kugelfläehe einmal bedeckt. Das Ton den Kanten gebildete Netz ist 
dann ein gleichflächiges Kugelnetz. Mit der Lösung dieses Problems hat man das weitere, alle gleicheckigen 
Netze zu flnden, sofort erledigt, indem man innerhalb jeder Fläche des gleichfläehigen Netzes einen 
Punkt so bestimmt (was unter Umständen auf mehrerlei Weise möglich ist), dass um ihn die übrigen in 
übereinstimmender Weise gnxppiert sind, und die Nachbarpunkte durch Hauptkreise verbindet. Jedem solchen 
gefundenen gleicheekigen Netze ist dann ein gleicheckiges Polyeder eiaziischreiben und ein gleichfiächiges 



1) Seiue Kanten sind die Sehnen zu den sphärisohen Kanten des Netaea. 

2) Dies ist z. B. stets der Fall, wenn die Fläcten des gleichfläehigen Netaes Dreiecke sind. 

3) Nicht zu Terwechaein mit den konjugierten Polyedern Catalans. (C. u. a. aennen konjugiert, was hier überhaupt 
polar-reziprok heisst.) Catalan a. a. 0. S. 2. Konjugierte Varietäten sind, abgesehen von den regulären Vielfiachen und den 
Sphenoiden Nr. 4 und 7, die an und fflr sich konjugierte Polyeder sind, weil sie zugleich den gleichfläehigen und gleich- 
eckigen Körpern Eugehören, für die folgenden in Nr. 114—118 aufgezäiilten Polyeder möglich (die polaren sind immer bei- 
zufügen): Aus der ersten Hauptklasae: 1), 3), 5), 6). Aus der ersten Ordnung der zweiten Hauptklasse: 8), 10), 11), 13), [14) 
ergiebt das reguläre Dodekaeder], Aus der zweiten Ordnung der zweiten Hauptklassc: 30), 23), 33), 25). Die konjugierten 
Varietäten von 10) und 22), bez. von 10') und 22') sind aber nichtkonvexe Polyeder. Das konjugierte Polyeder 10) zeigt 
Fig. S3 Taf. VIII. Dio (4 -f- 4)-eoke, die wie die Flächen eines Würfels liegen, sind sog. inverse Vielecke der ersten Art; 
Vergl. Nr. 31. Verwandelt man durch die dort erläuterte andre Auffassung des Perimeters diese inversen Achtecke in solche 
dritter Art, so ist das entstandene Polyeder eine Varietät eines [8(3), + 6 {8)j]-fläohigen 8 . 3-Ecks siebenter Art, wie dies 
später zu besprechen ist. Färbt man aa dem Modell Fig. 33 Taf. VIII die Auasenseite, etwa mit der TierecMgan Zelle eines 
2 ■ 4-eck3 beginnend, so sind die sichtbaren Seiten seiner dreieckigen Zellen ungefärbt zu lassen, ebenso wie die an den 
Ecken der dreieckigen Grenzflächen sichtbaren Teile dieser, so dass die gewissermaaaen an den Oktaederkanten des inneren 
(6 + 8)-flächigen 6 . 4-Ecks angesetzten tetraedrisehen Eaumzellen negativen Inhalt besitzen, wie dies in Nr. 61 und 62 
erläutert wurde. — Das konjugierte Polyeder 32) konstruiert man analog durch Ansetaung solcher tetraedriaclien, negativ zu 
rechnenden Eaumzellen an die Reste der Ikosaederkanten eines (12 + 20)-flächigen 12 - ö-Ecks 30). Die (5 -f- 5)-eckigen 
Seitenflächen haben die Gestalt der Fig. 13 Taf. I. Die koaj. Var. von 10') wird erhalten, wenn die zur Erzeugung von 10') 
auf die Flächen des Oktaeders aufzusetzenden Pyramiden von aoloher Höhe genommen werden, dass ihre'^pitzen dieselbe 
Entfernung vom Mittelpunkt des Oktaeders besitzen, wie dessen Ecken. Die 2 . 4-kantigen Ecken ergeben dann als 
sphärischen Schnitt ein 2 ■ 4-kant mit abwechselnd einspringenden Winkeln; die Plächenwinkel an den Kanten des ursprüng- 
lichen Oktaeders sind überstumpf u, s. w. 
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152 Diö besonderen Eulerschen Vielflache. 

Enizusobreiben. Die durchgeführte Lösung des Problems ergiebt nun die Thatsache, dass in den im Text 
ahgdeitd&fb gleiehflächigen und gldchecktgen Yidflacken deren Typen wUstimdig erschöpft sind. ^) Die Bestimnmng 
der gleichfläehigen Netze soll hier nicht roUständig durchgeführt werden, doch sind fflr die späteren Unter- 
suchungen der Polyeder und Netze höherer Art die folgenden Betrachtungen von Wichtigkeit. 

120. Weitere Bemerkungen aber die Kugelnetae, bes. die festen gleichfläehigen. Ein gleichflächiges 
Netz auf der Kugel, das TOn f kongi-uenten oder symmetrisch-gleichen w-ecken (n = 3, 4, 5) gebildet wird, 
heist ein festes Nets, wenn jeder der Winkel Aj^, . . . Ä„ einer Gfrenzfläche ein aliquoter Teil tou 2« (d. h. 180") 
ist. Daa Netz enthält dann soviel verschiedene Gruppen unter sich kongi'uenter Ecken, als verschiedene 
Winkel vorhanden sind: Die Ecken einer Gruppe werden Ton je einer bestimmten Anzahl Flächen gebildet, die 
denselben Winkel Ä in dieser Ecke haben. Sind sämtliche oder einige Winkel A der Fläche nicht aliquote Teile 
von 2it, so hat man ein verimderliches (bewegliches) gleichflächiges Netz. Die gleicheckigen Ketze entstehen durch 
Verbindung homologer Punkte P der Flächen der gleichflächigen Netze durch Hauptkreisbogen. Kann dieser 
Punkt F jede Lage auf einem Symmetriehauptkreisbogen der Füiche des gleichflächigen Symmetrienetzes eiimehmen 
(ist also nur linear beschränkt), so ist das gleieheckige Netz ein einfach veränderliches. Ist dagegen jede Lage 
des Punktes P innerhalb der F^che des gleichflächigen Symmetrienetzes zulässig, ao ist das gleicheckige Netz ein 
zweifach vm'änderlickes. Die gleicheckigen Netze sind sämtlich verändei-lich, mit Ausnahme der regulären Netze, 
des Kubooktaedemetzes und des Symmefcrienetzes des ßhombentriakontaedemetzes. Hier soll nur die Ab- 
leitung der festen gleichflächigen Netze angedeutet werden, die bis auf eins sämtlich von den Hauptkreisen a, b 
bez. c der Netze gebildet werden, die als erstes bez. zweites Hauptnetz früher bezeichnet wurden. 

Bedeckt ein aus f sphärischen w-ecken (n = 3, 4, 5) bestehendes Netz einmal die Kugelfläcbe @, so 

ist f. ^^" ~^'^ ~ ^' " - 1 ^ @, d.h. S An = (n — 2 -j- j) X. Stossen nun in einer Ecke einer der n 
Gruppen v„ gleiche Winkel A„ zusammen, so ist v„- A„ = 2%, oder A„ = — , und die vorhergehende 
Gleichung wird: ^^ — = (w — 2 + yj ro, woraus sich durch Auflösung nach f ergiebt: f = 



"2^- 



^ («-3) 

Um aUe möglichen von w-ecken gebildeten festen gleichflächigen Netze zu finden, sind den Grössen v^, - - - v„ 
alle zulässigen positiven ganzzahligen Werte zu erteilen, welche für f eine positive ganze Zahl ei^eben. Ist 
dann e„ die Anzahl der Ecken des Netzes, in denen Vn gleiche Winkel Ä^ liegen, so ist en=^ —■ Es er- 
geben sich die folgenden Netze. Für ein gleichschenkliges Dreieck sei A^ der Winkel an der Spitze, imd 
A^ = A^, also auch v^ = 1/3. Die Gleichung wird dann /'= — j— Man erhält sechs verschiedene 

Netze (bei verschiedenem v^ und Vg), deren Benennung, wie die aller gleicbfiächigen Netze, nach dem gleich- 
fläehigen Polyeder gewählt ist, welches dem zugeordneten gleicheckigeu Netze umbe schrieben werden kann: 
a) für Vi = «, vg = 4 das Doppelpyramidennetz ^) Fig. 21 Taf. VI. b) für Vi = 3, 1/3 = 6 das Triakis- 
tetraedernetz. ') e) für v^^^., v^ := 6 das Tetrakishexaedemetz.*) d) für v^^b, v^ ^ 6 das Pentakis- 
do dekaedernetz. ^) e) für v^ ^ 3, v^ = 8 das Triakisoktaedemetz. ^ f) für v^ = 3, v^ = 10 das Triakis- 
ikosaedemetz. ■') — Ist die Püiche des Netzes ein ungleichkantiges Dreieck*), so ergiebt die Gleichung 
/■= nur die beiden Lösungen v^ ^8, w^ = 6, Vt, = 4 und v^ = 10, v<^ =6, v^ = 4, das 

|- + ^ + |--' 

Hexakisoktaedemetz Pig. 14 Taf. II, und das Dyakishexekontaedernetz Fig. lÖ Taf. II, die als erstes und 
zweites Hauptnetz bezeichnet waren, und von den vollständigen Hauptkreisen a und b, bez. c gebildet werden, 

1) Die" Ableitung sämtliclier gleichfläehigen und gleicheckigeu Kugelnetee nehst 5en zugehörigen Polyedern fiadet 
man. bei Hess, Einleitung in die Lehre von der Kugelteilung. Leipzig 1883. (Hess II.) 

2) Hes3 IT a. a. 0. S, 39. 8) Ebenda 8, 53. 4) Ebenda S. 57. 5) Ebenda S. 84. 
6) Ebenda S. 67, 7) Ebenda S. 71, 8) Ebenda S. 85. 
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120. Weitere Bemerkungen über die Kugelnetzo, bes. die festen g-leichflächigeii, 153 

Die vorher genannten Netze von gleichschenkligen Dreiecken sind in diesen beiden Hauptnetzen enthalten 
niid werden z. T. nur von Teilen der betreffenden Hauptkreise gebildet. Das Tetrakiahexaedemetz c) hat 
die Fläche j4, C, C^ und wird also aus dem ersten Hauptnetze dui'ch Zusammenfassen je zweier charakteristischen 
Dreiecke, die einen Bogen eines Hauptkreises a gemein haben, erhalten. Es besteht aus den vollständigen 
Hauptkreisen h. Das Triakisoktaedemetz e) hat die Fläche Aj^C^A^ {=^ A^O^Ag) und wird von den voll- 
ständigen Hauptkreisen a und denjenigen Teilen der Hauptkreise h gebildet, welche die Ecken C des Hexa- 
edernetzes mit den drei benachbarten Ecken A des Oktaeder netz es verbinden. Das Pentatiadodekaedemetz (?) 
entsteht dadm'ch, dass man die Ecken C des regulären Pentagon dodekaedernetzes mit den Mittelpunkten seiner 
Fünfecke verbindet; es besitzt also die Fläche Gj^Cj^C^ (Fig. 15 Taf. H), die aus zwei charakteristischen 
Dreiecken des zweiten Hauptnetzes besteht, und ist somit in diesem enthalten. Von den Hauptkreisen c sind 
die Teile nicht vorhanden, welche die Kanten des regulären Ikosaedernetzes bilden. — Das Tiiakisikosaeder- 
netz f) besitzt die Fläche G-^C^G^, und wird erhalten, wenn die Mitten C der Flächen des Ikosaedernetzes 
mit deren Ecken durch Hanptkreisbogen verbunden werden; von den Hauptkreisen c des zweiten Hanpt- 
netzes sind hier die das Dodekaedernetz bildenden Bögen nicht vorhanden. Das Triakistetraedernetz &) end- 
lich wird aus dem Tetraedernetz erhalten, wenn man die Mittelpunkte Q, G^' , Cg', C^ (vergl. Nr. 104) seiner 
vier Dreiecke, lyelche die Ecken des konjugierten Tetraedernetzes sind, mit den Ecken C,', G^, 0^, Gl durch 
Hauptkreisbögen verbindet. Das Netz ist also durch die Hauptkreise h gebildet, die bis auf einen Bogen 
ausgezogen sind. Die direkten Symmetrieebenen der Hauptkreise a sind nicht mehr vorhanden. Dasselbe 
gilt für das Hexakistetraedernetz, das von den ganzen Hauptki'eisen 6 gebildet wird und also mit dem TetraMs- 
hexaedernetze identisch erscheint (vergl. Fig. 10'* Taf. VH mit Fig. 1 ebenda), aber dadurch unterschieden 
ist, dass die Eckpunkte C in zwei Gruppen von je vier zerfallen, die den Eckpunkten zweier konjugierten 
Tetraeder entsprechen. 

Für die festen gleichflächigen Vierecksnetee kommen die folgenden Möghchkeiten in Betracht. Die 
Fläche des Netzes ist k) ein Rhombus^), d. h. A^^^A^, A^ = A^. Die Gleichung /'=x~"~Z" ^ 

r — i^ - "' "j^ hat nur die Lösungen v^ = 4, i-j = 3 und v^ = b,v^ = 3, welche dem Rhombendodekaeder- 

netz und Rhombentriakontaederaetz zugehören. Das erste ist im ersten Hauptnetz enthalten und hat die 
Fläche Aj^C^A^C^, das zweite im zweiten Hauptnetz und besitzt die Fläche Gj^Cj^G^C^. Weiter seien ß) 
drei Winkel A gleich, A^ = A^=^A^, der vierte A^ davon verschieden.^) Es ergiebt sieh, abgesehen von 
einigen besonderen Varietäten veränderlicher Netze, deren entsprechende Polyeder der ersten Hauptklasse 
angehören, nur das Ikoaitetraedemetz, das im ersten Hauptnetze enthalten ist und dessen FULche A^S^Cj^B^ 
ist. Sind endlich y) von den vier Winkeln drei aufeinander folgende A^, A^, A^ verschieden, der letzte 
gleich dem zweiten, A^ = A^, so ergiebt sich^) das Deltoidhexekontaedernetz, das im zweiten Hauptnetz 
enthalten ist und die Fläche GiB^G-j^S^ hat. — Von gleichfiächigen Fimfecksndsen kommen, wenn von dem 
regulären Netze des Dodekaeders abgesehen wird, als feste Netze nur solche in Betracht, die spezielle 
Varietäten, und zwar Arehiraedeische, von veränderlichen Netzen sind, n'ämhch für A^^= A^ = A^^ Ar, und 
davon verschiedenem A^^, als Lösungen der Gleichung f = -r— — g für v^ = 4, v^ = 3 und v^ = Ö, Vj = 3 

das Netz der Äi-chimedeischen Varietät des Pentagonikositetraedemetzes*) und des Pentagonhexekontaeder- 
netzes"), welche zweifach veränderlich sind. Ein zweifach veränderliches Fünfecksnetz ist auch das des 
tetraedrischen Pentagondodekaeders*), während das als Spezialfall in ihm enthaltene Netz des symmetrischen 
Pentagondodekaeders ^) einfach veränderlich ist und das feste Fünfecksnetz des regulären Dodekaeders als 
speziellsten Fall in sich schliesst. Alle übrigen bisher nicht aufgeführten gleichfiächigen Netze sind ver- 



1) Hess II a, a. 0. S. 118. ä) Ebenda S. 129. 3) Ebenda S, 129, 4) Ebenda S, 176. 

5) Ebenda S, 188. S) Ebenda S, 199 " 7) Ebenda S, aoe. 
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E. Die lieeondereii Eulerechen Vielflache. 



zweizähligen Achse A;, = 
Polyeder sei dann A = 



■ fl, wobei 



abgeleiteten gleicMäehigei: 
r und ff veränderliclie Grossen, die. S' 



änderlich, doch aollen sie hier nnbesproehen bleiben, da der wesentliche Zweck des Vorstehenden war, das 
erste und zweite Hauptnetz, die der Ableitung der weiterhin zu untersuchenden, die Kugel mehrfach be- 
deckenden gleichflächigen Netze höherer Art zu Gfrunde zu legen sind, möglichst ausföhrlieh zu betrachten. 
Jedoch soll in der folgenden Nummer kurz noch einmal auf die vollzähligen Vielflache selbst eingegangen 
werden. ^) 

121. Die AbleitnugsküSfflzienteii der voUzäMigen Polyeder der zweiten Haupiklasse. Der all- 
gemeinste vollzählige gleiehflächige Körper der ersten Ordnung aus der zweiten Ha^iptklasse, das Hexakis- 
Oktaeder oder (6 + 8 + 12)-eckige 2 ■ 24-Flach [und die übrigen Polyeder dieser Gruppe] wird nach dem in 
der Krjstallographie üblichen Verfahren aus dem regulären Hexaeder erhalten, wenn man die Flächen- und 
die Kantenachsen in einem bestimmten Verhältnisse, das bekannüich für alle in der Natur vorkommen- 
den Krystallformen ein i-ationales iat, verlängert und durch je drei benachbarte Eckpunkte der beiden ver- 
längerten Achsen und der unveränderten Eckenaehse eine Ebene legt. Die dreizählige Achse habe die kon- 
stante Länge C für alle diese Polyeder. Dann ist für das Hexaeder die Länge der viernahligen and der 

= ■ „ bez. B/, ^ j "|/6. Für die aus dem . 

= A-T und B = 
i sind. 

Das allgemeinste vollzählige gleicheckige Polyeder der ersten Ordnung ans der zweiten Hauptklasse, 
das (6 + 8 -f- 12)-flächige 2.24r-Eck 11) wird, wie die übrigen Polyeder dieser Gruppe, aus dem regulären 
Oktaeder durch gleichmassige und gerade Abstumpfung der Ecken- und Kantenachsen erhalten (vergl. Nr. 115) 
oder ist eine Kombination von Oktaeder, Hexaeder und Rhombendodekaeder. Es genügt, die senkrechten 
Abstände der Grenzflächen dieser drei Körper vom gemeinsamen Centrum anzugeben. Der Abstand der 
Oktaederfläche, d. h. die Länge der dreizähligen Achse, sei konstant = 0, dann ist die Länge der andern 
Achsen j4„ = C j/S (die Eckenachse des Oktaeders) und Bo = -^YQ (seine ■ Kantenachse). Für die ab- 
geleiteten Polyeder seien die Längen der vierzähligen und zweizähligen Achse bez. A' ^ A^- t und B' = Bg- s, 
wo t imd s die variabeln Ableitungskoeffizienten sind. Die Werte von t und s sowie % und e stehen in ein- 
facher Beziehung, die durch Anwendung des Prinzips der Polarität erhalten wird. Nimmt man die mit dem 
konstanten dreigliedrigen Strahl G beschriebene Kugel als Direktrix (d. h. die umbeschriebene Kugel des 
Hexaeders, die einbeschriebene des Oktaeders), so ist zunächst Ah- Ao = C^, Bt ■ Ba= C% und für die ab- 
geleiteten polar-reziproken Körper AA' = C^ und B ■ B' = C^ d.h. t( = ös = 1. Es ergeben sich für die 
gleicheckigen und die gleichflächigen Polyeder die Werte der Ableitungskoeffizienten in folgender Zusammen- 
stellung, in der auch die Archimedei sehen Varietäten (AV) und die konjugierten Varietäten (CV), so weit 
solche existieren, berücksichtigt sind.^) 

(Gleicheckige Polyeder:) (Gleiehflächige Polyeder:) 

t=l, s = 1, SexMcler: r = 1, < 



■ (Nr. 9): t = ^, s 
{G + S)-ß. GA-Edc (Nr. 8)^i, 
ÄV: ( = 1, s= 1. CV: i = 



Ekomhenäodekaedsr (Nr. 9') : t = 2, 
TeiraMshexaeder (Nr. 8'): r, e ^ 1. 
AV ir = -|, ff = l CV T = |/3, 



1 

1) Vergl. hierüber die betr. Kapitel bei Hess II, bes die Zutammeastellmig S 316—351. Auf die sog. Polarnetae, 
die sieh aus den Polarflguren der sämtlichen gleioten Fliehen eines Symmetnenetzes zusammenseteon und selbst gleichfläohig 
sind, aber nur in seltenen Fällen ein die Kugelfläclie ein odei mehrere Mil bedeckendes Netz bilden, sei nur hin- 
gewiesen. Vei^l. Hess a. a. 0. S, 215 ff. Die ausfiihrhcbe anairtische Behandlung alla Kngelnetae giebt Hess im zweiten 
Teile seines Bnches S. 266—429, 

2) Hess 11 a. a. 0. S. Sü9 ff, Ühei die ^rih \ai ■^ apitpi 
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121. Die Ableitungaltogfßzieiiteu der vollzähligen Polyeder der zweiten Hanptlrlassi 



(6 + 8)-/i. 8 . d-Ect (Nr. 10): I 
AV: i — l/f — 1, 



2 (1/2 — 1). CV); t — -4, 

^' ' ' 1/3' 



(6 + 8 + 12)-/;. 2+£oS (Nr. 12); t=2s 



AV; f=— =5 , s — — ! 

2 l^a — i 2 )/! 

(6 + 8 + 12)-/!. 2 ■ 24-»* (Nr. 11):') !, 

- i/ä 4 — (/ä 



ÄV: i- 



• CV: f. 






(Nr. 10'): t — 2s oder o — -' . 



AV: , 



- ^2 + 1, o 



- V^ + l 



CVi); 



■1/s, 



2 " 



DeUoidikositeiraßder (Nr. 12') 
AV: 1-21/2 



-1, » = 



AV; 1 



2 1^2 — 1 

yi 

(Nr. 11'): t, o. 

(ä + ys) ^ a(4 + y2) ß.y. ^ 



= /3, 



= 1/|' 



Entsprechende Betrachtungen sind für die vollzähligen symmetrischen Gestalten der zweiten 
Ordnung der zweiten Hauptklasse anzustellen. Die Länge des dreigliedrigen Strahles sei für aUe Polyeder 
der Gruppe konstant = C. Die Länge des fünfgliedrigen Strahles sei für Dodekaeder und Ikosaeder G^ 
bez. Gi, die Länge des zweigliedrigen Strahles £g bez. .B,-. Es ist dann^) G^ ^ ^ cot q> ■ eos (p, 
Bi = --L cot q), wo der Winkel rp die frühere Bedeutung hat. Wird die Kugel vom Radius G zur Direktrix 
gewählt, so ergeben sich für die Länge der Strahlen Gi und Bi aus Gd-Gi = 



(?i = C ]/3 






und Bi - 



-C]/3.ti 



C und BaB,= G^ die Werte 
dem 



Für die gleichflächigen Polyeder der Gruppe, abgeleitet 
Dodekaeder, sei G = Gd ■ t, S = Ba ■ ff; für die aus dem Ikosaeder abgeleiteten gleicheckigen Polyeder sei 
G'=Gi-f, B'^^Bi-s. Es sind hier C,G' und B' die Abstände der Flächen des Ikosaeders, Dodekaeders 
und Erhombentriakontaeders, deren Kombinationsgestalt das betr. Vielflach ist, vom gemeinsamen Centrum. 
Wie vorher ist ( ■ s = u ■ r = 1, 



(Gleicheckige Polyeder:)*) 
Ikosaed^: t=l, s = 1. 



Bodekaeäer: t = -r cot^ q> ■ cos^ ip, 
(12 +'20)-/i. ^d-Eck (Nr. 21): t = 
(12 + 20)-/;. 12 ■ b-Ech (Nr. 20): 



= y Coi^ (p. 






Vi 



(12 + 20)-/?. 20 ■ 3-Eei (Nr. 22): i — s cos' 
AV;i- ' ,, Ul.. 

2 |/5 — 3 7 — !/£ 

CV (nicht-eouvex) : t 






ys 



yo. 



(Gieichflächige Polyeder:)*) 
= 1, ß=l, 

Ikosaeder: r ^ = — ■, 6 = 3 tan^ ip. 

Rhomhmfyiakontaeder (Nr. 21') : v = — j-— 
(Nr. SO'): r, e = 1. 
4I^^_1. CV:r = l^ 
Triakmkosaeder (Nr. 22'): ö = r cos^ gi. 
'1^-5 



AV: 



AV: i — 2)/5 — 3, - 
CV (nicht-conves) : t = 



ys tan f 



= ,/3. 



1) Diese koiij. Var. ist nicit konvex, s. früher. 

2) Für GeBtalten, die in der Natur vorkommen, müssen die AbleitungskoefSKienten rational sein.. Hess II 8. 318 ff. 
Groth, Krystallographie S. 2i6 ff. 

3) Vergl, Nr. 103. Ea ist G^ der Radius P der einbesckriebenen Kugel des Dodekaeders, B^ die dort mit A 

i/'-i 



bezeichnete Grösse. Dabei ist im foigenden 
sin 9 = "|/^ (5 - ys). 4) Vergl. Hei 









.l^..o.,_|/3|(.-^ys) 
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Die tesoiidei'en Eulergchen Vielflache. 



(12 + 20 + 30)-/i. QO-Eck (Nr. 24): 
( = f4s — cot^ (p) cos* ip oder s == -j ( 



y5 (4 — 1/5)' 51/5 — 9 

(12 4- 20 + 30)-/?. 2- m-Eck (tfr. 23): i^, 



1^ 



ys 



Beltoidhexekontaeder (Nr. 24'): 

oder 6 = - 



— cot* qj) cos ' ( 

_ y6 (4 - V6) ^ 



AV:t: 

Dydldsliexelwntaeder (Nr. 23'}: r, < 



AV: r=|yo', 



_ 3(sy5 + i) 



C V: ^ = yLA^5-f , e = ]/3 - tan 9,. 



122. Geschichtliclie Bemerkungen (Archimedes, Pacinolo, Därei', JamitaeF, Stifel, Kepler, Kästner, 
M. Hirsch, Vergönne, Catalan, Kessel, Badoureau, Pitscl, Hess, Fedorftw n. a.). Es ist niclit bekannt, \ 
welcher Gelegenheit und in "welolietn Zusammenhange Arciiimedes seine Unteranehungen über die l " 
Körper angestellt hat, Pappus, der einzige Schriftsteller, der sie erwähnt^), schildert sie aber mit 
Deutlichfeeit, 1 



dass zuerst Keple: 
weiteren Angaben i 
Angaben enbiehmer 



Micha. 



der Thatsache nicht zu zweifeln ist. Archimedes kennt dreizehn halbregulSre Vielflache, 
, und Antiprisma ilirer Unbestimmtheit wegen nicht berüeksichtigt, Wenn Cantor behauptet*), 
• wieder seine Aufmerksamkeit diesem Gegenstande zugewandt habe, so stimmt dies nicht mit den 
n seinem eignen Werke, dem wir, so weit es die darin behandelte Zeit zulässt, die folgenden 
1. Luca Paoiuolo*) verfertigte eine Sammlung von Modellen der fünf regulären und vieler 
, und veröffentlichte 1509 in der Divina Proportione Tafeln von Abbildungen derselben, die von 
Leonardo da Vinci gezeichnet sind. Nach Besprechung der regelmässigen Körper leitet er hier aus ihnen andre ab 
durch zwei ihm zuerst eigentümliche Konstruktionen: das Abschneiden, abscindere, und das Aufsetzen, elevare '^o 
sehneidet er z. B. die Ecken des Teii-aeders bis zu V3 der Kante ab, und erhält den bekannten ArchmiedeiSLhen 
KSrper; das Aufsetzen erfolgt immer nur durch Pyramiden aus gleichseitigen Dreiecken. Albrecht Dürex beipntht 
im viert.en Buche der „Unterweysung der messung mit dem zirkel und richtscheyt . . .*)" 1525, die regelmässigen 
und halbregebnSssigen Vielflache. Im Modell diese herzustellen war bekannt; Dürer zeichnet nun die zusanmien 
1 Netze der Körper, und zwar der fünf regulären und von acht Ärchimedeischen. Auf diese Netze weist 
el Stifel im zweiten Buche seiner Arithmetica integra, 1544 hin und bringt im Druckfehlerverzeichnis am 
ganzen Bandes diese Netze selbst.*) Hier ist auch Wenzel Jamitzer^) zu nennen, auf den spätei 
3h bezieht. Jamitaer veröfi^entlichte (i. J, 1568) Abbildungen zahlreicher geometrischer Körper em 

schöne Anleitung wie aufs denselbigen fünf (regelmässigen) Körpern one Budt gar viel andere Körper, m<i,m,heilei 
Art und Gestalt gemacht und gefunden werden mügen . . ." Auf diese Schrift kommen wir noch zurück. Eranfois 
~ ■ ~ " " \^) fügt seiner sog. EukHdausgabe (1566, 1578) einige neue Bücher eigner Erfindung über 
er" hinzu. Unter den neuen Körpern ist einer durch sechs Quadrate und acht Dreiecke, ein 
andrer durch zwanzig Dreiecke und zwölf Pünfecke begrenzt. Er giebt ihnen die Namen Exoetaedron und Ikosi- 
dodecaedron. Kepler beschreibt in dem „harmonice mundi" betitelten Werke 1619 das Rhombendodekaeder, das 
Rhombentriakoutaeder^) und die dreizehn „corpora Archimedea'"*) und giebt deren Abbildungen. 

A. G. Kästner'^^) bespricht die Ärchimedeischen Körper ausführlich in der Abhandlung De corporibus 
polyedris data lege irregularibus. ^^ Die Darstellung ist analytisch und von der bei ihm gewöhnten Weitschweifig- 
keit, allerdings auch erschöpfend. In der historischen Einleitung verweist er auf Kepler und Marpurg, sowie auf 
Jamitzer. Marpurg hatte iß dem Werke: „Anfangsgründe des Progressionalcalculs nebst der Konstruktion der 

i) Tür die Arohimedeiechen Varietäten lassen sich die KoEfflzienten t imd s leicht aus den Besultaten der Rech- 
Eungeu in Wr. 108 und Kr. 109 ableiten. Denn die dort angeführten Werte der P^, P^ und P^ (im allgemeinen Falle) sind 
nichts andres als die Radien dei embeefkriebenen Kugeln der das Vielflach erzeugenden Polyeder. (Dort noch ausgedrückt 
durch die Kante h des Vielflaehes, die au eliminieren ist.) 

2) Pappus V. ed Hultsch S 350ff. 3) Cantor I S. 264. 

4) Cantor II S 313 8 auch StaigmüUer, Luca Paciuolo, Schi öm.-C ante rs Etschift. 34. lahrgang 1889, bist, litt, 
Abt. S. 89. Kästner, Geach dei Math I S. 428. 

ö) Cantor H. S 422, S 428 6) Cantor IL S. 403. 

7) Kästner, Gesch d Mith U S. 19—34. Cantor II. S. 536, S. 609. 8) Cantor 11, S. 510. 

9) Opera omnia, ed Frisch 1864 vol. V Hb, IL Prop. XXVII, 8. 123, 10) Ebenda, Prep, XXVHI. 

11) Wir stutzen uns hiei und weiterbin wieder auf die Originalarbeiten. 

12) Commentationes Bocietstt Reg. seient, Gfottingensis. Tom, VI 17S3/84. S. 3, (1. Teil). Tom, VIII 1785/86, S. 3—29, 
{2. Teil) und S, 30—74. {3 Teil) Tom I\ 1787/88, 
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132. Öeschichtlicbe Bemerkungeii, 157 

eekigten geometrisclien Körper", Berlin 1774, die Netze für die Arctimedeisohen Kövpei gegeben, die ei Y,ie j.Is 
Kuriosum erwähnt sein mag, corpora angulose sphaerica (eckig-kuglige) najinte, weil sie emei Kugpl eiabe«chijtbeii 
werden können. Kästner erteilt den abgeleiteten Körpern besondre Namen: Keplers eubioctaedron, der an den 
Ecken bis aur Mitte der Kanten abgestumpfte Würfel heisst hier Tessareskaidecaedton^), das ebenso ab 
gestumpfte Dodekaeder Ikosidodecaeäron.^) Die Netze der Körper siad geaeiebnet. Im intten Teile wiid die *ill 
gemeine Ableitung der möglieben Arebimedeiscben Polyeder gegeben. In einer zweiten 4.bb*iEdlung, lie siut mit 
demselben Tbema befasst: De corporibus regularibus abscissis et elevatis^) betont er ausdinoklieb, zu der folgenden 
ÜBtersuebung durct die Divina proportione Paciuolos veranlasst zu sein. Es handelt sich um die hniper, die 
entstehen, wenn man bei den regelmässigen Polyedern die Ecken in gewisser Weise abschneidet odei auf die Flachen 
Pyramiden setzt. Für das Tetraeder, Ikosaeder und Dodekaeder finden sieb die durch Abschneiden eizeugtea Koipei 
vollständig aBgeführt;*) die Arbeit ist im übrigen wesentlich wieder analytisch. Das abgeschnittene Hexaedei und 
Oktaeder waren schon ausführlich in einer dritten Arbeit: De sectionibus solidorum, ci^btalloiuni struLtuiam lUn 
strantibus^}, behandelt. Man darf also sagen, dass nicht nur die vollständige Aufeählnng dei halbregulSi en Aichi 
medeischen Körper, sondern auch ihre Berechnung von Kastner geleistet ist. Eine andie Daistellung, auch in der 
Methode der Ableitung, verdankt man Meier Hirsch in seiner Sammlung geometnschei Aufgaben, 2 Teil 
Berlin 1807. Nachdem er 8. 65 die platonischen Polyeder durch Kugelteüung ibgeleitet und sich 8 127 — IS** 
mit ihrer Berechnung beschäftigt hat, studiert er im Kap, 15. S. 139^ — 170 diejenigen Kcrper welche von 
regulären Figuren zweierlei Art begrenzt werden, in Kap. X, 8. 170ff. die Aichimed eibchen Körper^) mit Bp 
grenzungsflächen dreierlei Art. Für sämtliche giebt er auch die Netze. Die Ableitung eifolgt dmch Diskussion der 
Gleichung, die man erhält, wenn man in der Formel für die Summe der Winkel allei Flachen emei Polyeders ) 
" = {4 e — ■ 8) iJ die lirike Seite durch das e-fache der Winkelsumme an einei Ecke er'^etzt Bei Benutz m„ dei 
" . Nr. 106 ergiebt sich für den allgemeinen Fall dreier Flächenaiten die bieirh ing 

/ am — 4 , 2n — 4 , 2s ~ 4\ , 

r m 1"""^ f-ö-— ^— )-6 = 4t— S 

Daraus berechnet sich e, und das weitere verläuft dann wie in Nr, 106, um dei Eulwiche Sitz 15t duich die 
Winkelformel umgangen. In den §§ 126 uad 127 folgt dann die allgemeine Behandlung zmichst dei von zweieilei 
Flächen begrenzten Archimedeischen Körper durch Lösung des Problems: Em korpeilicher Wnkel (Ecke") der 
von p Kantenwinkeln, jeder = k, und von v Winkeln, jeder ^ «' eingeschlossen ■wird"') st innerhalb emei Kugel 
von einem gegebenen Radius r so gesetzt worden, dass seine Spitze in der Kugelflache liegt und alle seine Schenkel 
einander gleich, werden: man soll die den Winkeln k, «,' correspondierenden sphäiis ben Winkel O •& md den Bo^en 
7j der gleichen Schenkel finden. Mit dem Bogen ij ist dann seine Sehne, die Kante des gesuchten Koipeis bestinmt^) 
Sämtliche Stücke des Polyeders werden also hier durch den Radius r der umbe&chriebenen Kugel ausgedi kl t die 
Berechnung der einzelnen Körper wird in den folgenden §§ vollständig erledigt In analogei Weise ist die Bei and 
liing der von Flächen dreierlei Art begrenzten Vielflache durchgeführt. ^'') Von den heute als Aichunedeische "\aiie 
täten der gleichfiächigen Polyeder zu bezeichnenden Körpern finden sich nur die von lautet Ehomben begienzten 
berechnet, die als Rhomboidal -Dodekaeder und Ehomboidal-Triakontaeder bezeichnet werden ^^) — 4.ut diese 1 eiden 
Vielflache weist auch Lhuilier in einer Abhandlung^^) hin, die sich im übrigei mit dei Bestimmung dei m gh h n 
regulär&n Polyeder in bekannter Weise befasst. Unabhängig von den bisher genannten sind die nun zu be'^preLhe iden 
Arbeiten französischer Mathematiker entstanden. Schon 1808 hatte Lidonne die \i hime le sehen Polynlei auf 
gezählt^*), aber die ausführliche Abhandlung^*) über diese Materie in Gergonne Annalen Bl 9 1''18/19 S y"! lat 

1) a. a. 0. 1. Teil S. 45. 2) a. a. 0. 1, Teil S. 48. 

3) Dieselben Commentat. tom. XII. 1793/94, S. 61—98. 4) a. a. 0. S. 96. 

5) Dieselben Commentat. tom, VI, S. 52. 6) Diesen Kamen gebraucht M. Hirsch iiiolit, 

7) Vergl. Nr. 56, 8) « und k' sind ja bekannt, 

9) Es gelten die Gleichungen; sin— = cob -^ ■ sin -gUnd sin — = cos-^ ■ sin — , also sin — ; sin — ^ sin — : ein — \ 
und wegen (i& -\- v9' == Sie auch: sin — vfr' ~ ein — (t#,**) Aus den Gleichungen*) und**) berechnet man sin ■— mid 
sin — , nachdem man sin — vd'' und sin — /td- durch sie ausgedrückt hat, was überall leicht ist, da (i und y die 4 nicht 
übersteigen. Dann ist cos ^ = sin — : sin — , und die Kantet des Vielflaches ist ifc^= S/sin ■^■ 

10) a, a. 0. S. 170 ff. 11) a, a, 0, S. 186 ff, 

12) K^moire sur les solides reguUera. Gergonnes Annalen, Bd, HI, S, 233, 

13) Diese Arbeit hat dem Verf. nicht vorgelegen. (Vergl, Giüither, a, a, 0. S. 62. Anm.) 

14) Recherehes sur les polyedrea, renfennant en particulier un commeucement de sohition da pioblSme propose ä la 
page 256 du VID vol. des Annales. Par un Abonnö. 
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E. Die besonderen Eulei-scten Vielflache. 



von einem Ungenannten, der naeli einer handschriftliclien Note 
der Sorbonne kein anderer als Gergonne selbst gewesen ist.^) 
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läre Polygone i 



i iiberdeckea, dass die Ecken kongruent oder syi 



.n einem Essniplar der Zeitschrift in der Bibliothek 
Die Abhandlung entl^lt dreierlei Bemerkenswertes. 
Zum ersten Betrachtungen über die Teilung 
der Ebene. Schon Lhuilier hatte auf die 
Grenzfälle der Lösungen der zur Auffindung 
der regulären Vielfache dienenden Gleichung 
(in Nr. 100) hingewiesen. Für « = 3, 
m=6; m = 4, « = 4; m = 6, « = 3 
eigiebt die Gleichung /■ = e = ?1< = oo, 
worin ausgesprochen ist, dass sich die na 
endliche Ehpni luckenloi duich glei hseitige 
Dieiecke, Quadiate und regelmassige Sechs 
ecke übeldecken Wsst von lenen m ledei 
Ecke — dieses Woit mag auch hiei ge 
biaunlit werden — bez fa, 4 und 3 zu 
Sammenstossen ^J Von diesen ebenen Netzen 
ist das erste dem diitten das zweite sich 
selbst lezipifk, untei lezipioken^j Netzen 
hier Stiche verstanden in denen die Kanten 
zahl von Ecke und Fläch p vertauscht er 
scheint Gei gönne betiichtet nun die ana 
logen Gienzfölle füi die Aichimedeischen 
Polyeder, leitet sie abei nut unvollständig 
ab, indem ei mehreie Falle ubeisieht Die 
vollständige Losung des Problems findet man 
bei Badoureau.*) Wie dieser die Archi- 
medeischen Varietäten der gleicheokigen Polj- 

als assemblages isoscMes 

Die verschiedenen Möglichkeiten, 

die unendliche Ebene durch mehrerlei regu- 

letrisch - gleich sind, ergeben sieh als Lßsungen 






der Gleictung: f* — (- v 



= 4 da die Winkel um eine Ecke zusammen 4 R betragen. 



1) S. die 

2) Dass 
kann, zeigt u. a. Badouii 



Memc re aui lea figurei isoacHea Compfc Rend. XLIS« Cahier. (Vorgelegt 1878.) 
Teilung dei Kuylfluihe m kongiuent" unendhchUeme Flächenaellen Mer nicht die Eede sein 
S i9 Vergl 1 



) Statt iBzipiok ?(,hreibt Geigonne lofyMjjert auch bei ien Polyedern 
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122. Geecliiehtlielie Bemerkungen. 159 

Die Gleichung ist aber (nach einiger Umformung) ideatisoli mit G = (bez. mit C^ ^ 0, wenn 6 = ist), weim 
C die in Nr. 106 angemerkte Bedeutung hat, wonach diese ebenen Netze eben die Grenzfälle der ArcHmedeischen 
Polyeder darstellen. Die Lösungen sind für Mächen zweierlei Art: n) m = 12, ji = 2, « = 3, v ^ 1, Fig. 93. 
j5) ra= 8, ^ = 2, M = 4, v= 1, Fig. 94. ;■) m = 6, fi = 2, « = 3, v = 2, Kg. 95. d) m = 4, fi = 2, 
n^ 3, V ^ 3, Fig. 96a und 96b hei verschiedener Anordnung der Flächen an einer Ecke. Für Flächen ireierlei 
Art: s) m= 12, ,« = 1, « = 6, v = 1, s = 4, ö= 1, Fig. 97. ?) »t= 6, ^ = l, « = 4, v = 2, s = 3, 
ff = 1, Fig. 98. Die zugeordneten ebenen gleichfläehigen Netze, in den Figuren gestrichelt gezeichnet, sind mit 
Ausnahme der Netze S direkt aus den regulären Netzen ableitbar. Umgekehrt gut: Die Netze «, ji, f, das reguläre 
3-ecks- und 6-ecksnetz sind in dem Netze £ (Fig. 97) enthalten, das Quadratnetz in dem Netze |3 (Fig. 94), wie 
eine ßeüie gleichflächiger Polyedernetze in dem. 1, und 2. Hauptnetze enthalten waren. — Gergonnes Abhandlung 
beschäftigt sich weiter ausfüirUch mit den Polyedern, die aus den regulären durch die folgenden beiden Kon- 
struktionen hervorgehen. Erstens durcli Aufsefesen von Pyramiden auf die Seitenflächen: Polyfedres semi-reguliers ') par 
esees (oder Polyeder der 1. Klasse). Die Seitenflächen der neuen Vielflache sind Dreiecke oder Rhomben. Zweitens 
durch Abschneiden der Ecken; Polyedres semi-regTiliers par defaut. Der Schnitt kann dabei bis zu den Kanten- 
mitten gehen oder nicht, wonach die Ecken vierseitig oder dreiseitig werden. Die Durchführung der Konstruktionen 
an den fünf regulären Körpern zeigt, dass Gergonne nur einen Teil der Archimedeischen Vielflaehe angiebt Über 
die Reziprozität der durch die beiden Konstruktionen abgeleiteten "Vielflaehe herrscht Klarheit. ■ — Interessant ist der 
letzte Teil der Abhandlung, in dem Polyeder dreierlei Art bestimmt werden sollen, die ebenfalls als halbregulär 
bezeichnet werden: solche, deren Flächen kongruente reguläre Polygone sind und deren gerade Anzahl von Ecken 
regulär sind, aber je zur Hälfte von verschiedener Kantenzahl; ferner die reziproken dieser; drittens solche, hei denen 
sowohl die an Zahl paaren regulären Ecken als Flächen in zwei gleichmächtigen Gruppen verschi edenkantiger Indi- 
viduen vorkommen. Die zur Bestimmung der Werte für die Zahlen der Ecken und Flächen dienenden Gleichungen 
werden aufgestellt, die Diskussion der GleicKungen aber wird dem Leser überlassen, besonders die Beantwortung der 
Fi-age, ob die durch die gefundenen Zahlenwerte von f und e charakterisierten Polyeder vrirklich von regelmässigen 
Vielecken begrenzt sein können. In der That zeigt die durchgeführte Diskusaion, dass dies nicht der PaÜ ist,^) mit 
Ausnahme eines einzigen Weiiepaares für die dritte Klasse von Polyedern: e^^ f»^ 4, e^ = f^^ 4, das übrigens 
Gergonne selbst als Beispiel anführt. Es wird dieses Polyeder erhalten durch Zusammensetzimg zweier drei- 
seitigen Archimedeischen Prismen an zwei Quadraten, sodass die Seitenkanten des einen senkrecht zu denen des 
andern sind. 

Aus der vorstehenden Übersicht des Inhaltes von Gergonnes Arbeit ist ersichtlich, dass die Kenntnis der 
halbregulären Körper hei französischen Schriftstellern zu jener Zeit durchaus nicht so verbreitet war, wie mau nach 
den bereits erschienenen sehr ausführlichen Untersuchungen deutscher Mathematiker erwarten könnte. Es wird dies 
aber nicht befremden, wenn man die weitere Entwickelung dieses speziellen mathematischen Wissenszweiges auf 
französischem Boden in diesem Jahrhundert verfolgt hat. Ist doch die ausführliche Arbeit von Catalan nicht nur 
ohne Berücksichtigung deutscher Forschungen entstanden, sondern sogar ohne Kenntnis der Abhandlung seines Lands- 
manns Gergonne. In Deutschland scheint die Lehre von den halbregulären Archimedeischen Vielflachen bald in 
die Elemente aufgenommen worden zu sein, wenigstens sind hier die Bücher von Hohl') und H. T. Müller*) zu 
nennen. Bei Müller finden sich auch die den Archimedeischen Polyedern reziproken angeführt.^) Die allgemeinen 
Gestalten der gleiohfläehigen Polyeder, soweit sie dem Oktaeder-Hexaedersyst^m angehören, haben natürhch aus 
krystallographischen Gründen, insofern sie eben in der Natur vorkommen können, schon zeitig Berücksichtigung ge- 
funden.^) Klügel verweist in seinem Math. Wörterhuche ') nur auf M. Hirsch, Marpurg und Kästner und 
meint „der wissenschaftliche Wert solcher Untersuchungen ist sehr beschränkt". 

Catalans inhaltsreiche Arbeit, Memoire sur la theorie des Polyedres, ist bereits früher®) angefahrt worden 
wegen ihres ersten Teiles, der sich mit der allgemeinen Theorie der Eulerschen Polyeder hefasst, soweit sie sich als 



1) Babinet und Cauchy nannten (1848) polyedres eemi-r^guliers gewisse in ein Eüipsoid einbeschriebene Polyeder, 
(Vergl. Badoureau, a. a. 0. S. 52.) 

2) Wie der Verf. fand. Abzusehen ist natürlich, dabei von den halbregulären Polyedern, die sich in den beiden 
ersten Klassen finden. Das Problem ist übrigens, auch wenn man von der Eegelmässigkeit der Ecken und Flächen absieht, 
noch unbestimmt, da nicht gesagt ist, ob die gleidiTielkantigen Ecken von je gleichviel Pläohen derselben Kant^nzahl ge- 
bildet sein sollen. 

3) A. Hohl, Die Lehre von den Polyedern, Tübingen 1841. Die Ai-ch, Pol. S. 232 ff. Ihre Konstr. und auf Tafeln 
die Netze. (Beeht ausführlich.) 

i) J. H. T. Müller, Lehrbuch der Mathematik. 2. Tl. 3, Abt. 1853. S, 301. (Teilung der Kugelob ei-fläche) und 8, Si5. 
(Sehr kurz.) 5) J. H, T. Müller, a. a 0. S. 345 ff, 

e) Der Verf. hat die Litteratm- daraufhin nicht verfolgt, 

7) Bd. V 1831. Artikel: Vieleckiger Kärpei'. S. 847: Archimedeisohe Körper. 8) Vergl. Nr, 56, 
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Folgerung aus dem Eulersoliea Satze ergiebt, und beaoaders von. der Bestimmung eines solchen Polyeders aus 
seinen Stücken handelt.^) Der zweite Teil der Arbeit, die, wie schon, bemerkt war, als Bewerbimgsschrift um den 
Preis der Akademie vom Jahre 1863 eingereicht und lobender Erwähnung gewürdigt wurde — - keine der acht ein- 
gereichten Arbeiten erhielt den Preis^) — ■ behandelt die Archimedeisohen Vielflache und die ihnen reziproken Arehi- 
medeiseben Varietäten der gleichflächigen Polyeder. Catalan nennt die beiden Klassen von Gebilden polyedres semi- 
reguliers du preraier genre^) und p. s-r. du second genre. Zunächst wird gezeigt, dass mir fiinßehn solche Gebilde 
der ersten Art möglich sind. Die Ableitung erfolgt, abgesehen von der Bezeichnung, ähnlich wie im Teste Nr. 106. 
Nun wird zweitens das Problem gelöst:*) ,J>eeompoaer la surfaoe d'une spliere en polygones reguliers". Die für 
diese gleicheckigen (halbregulären) Netze gültige Gleichung ist nicht von der zur Ableitung der Archimedeischen 
Polyeder dienenden verschieden; die Ecken der Netae sind die Ecken der der Kugel einbeschriebenen Polyedres du 
premier genre. Es folgt hierauf für diese einzeln die Konstruktion und Berechnung, die sich „auf ein einfaches Problem 
der Trigonometrie" reduziert.^) Obgleich nnn Catalan ausdrücklich bemerkt, dass die „Polyedres dn second genre" 
nur die konjugierten der vorigen sind, leitet er sie doch in derselben Weise direkt ab, und erhält natürlich dieselbe 
Gleichung zur Diskussion, nur die Mächen mit den Ecken vertauscht.^) Nur gelegentlich wird auch der andern 
möglichen Entstehungsweise einzelner Körper, durch Abschneiden der Ecken oder Aufsetzen von Pyramiden bei den 
regulären, gedacht.^) Die erhaltenen Polyeder der zweiten Klasse werden ebenso ausführlieh konstruiert und be- 
rechnet^), nachdem das Problem: die Oberfläche der einbeschriebenen Kugel in gleiche Polygone derart zu zerlegen, 
dass die Winkel nm jede Ecke unter sich gleich sind, gelöst ist. Es wird erörtert, wie sich diese Kugelnetze aus 
den vorigen ableiten lassen, hier also zum ersten Male die Zuordnung der Netze verschiedener Art beachtet. Die 
ausführliche Catalansche Arbeit hat vor der von M. Hirsch nur das voraus, dass auch sämtliche den Archimedeischen 
reziproke Polyeder behandelt und überdies die Abbildungen aller besprochenen Körper gegeben sind, bedeutet aber 
sonst keinen wesentlichen Portschritt, da das gestellte Problem an sieh das alte ist. — Das in unserem Texte be- 
nntate Programm von Heinze (Cöthen 1868) über die halbregulären Korper ist nur durch die Methode be- 
merkenswert, bringt aber nichts Neues. — In der grossen Arbeit von Hessel, Artikel „Krystall" in Gehlers Physi- 
kalischem Wörterbuche ^), die mit vielen Figurentafeln der betr. Polyeder ausgestattet ist, finden sich nicht nur die 
in der Natur als Krystalle vorkommenden Gestalten studiert, sondern auch die des ikosaedrischen Systems. Es 
scheinen aber die von Hessel hier eingeführten Bezeichnungen fernerhin wenig Eingang gefunden an haben. ^'') Doch 
gilt dies nicht für die kleine, aber inhaltsreiche Schrift „Übersicht der gleicheetigen Polyeder u. s. w."'"'^) Hier ist 
ein bedeutender Schritt vorwärts gethan, indem zum ersten Male an Stelle der Archimedeischen Vielflache die all- 
gemeineren gleicheckigen treten. Über die Art der Behandlung giebt unser Text Aufschluss. Die von Hessel ge- 
wählten Bezeichnungen sind als besonders instruktiv, da sie die Gestaltung des Polyeders gewissermassen gleich wie 
aus einer Formel ablesen lassen spatp h von Hess für die VieLflache höherer Art verallgemeinert worden. 

Von weiteren hierher geho gen Arbeiten sind noch die von Badoureau (1878), Pitsch (1881), Hess 
(1883) und Pedorow (1885) T,nz ful re obgleich sich die beiden ersten wesentlich mit den Vieifiachen höherer 
Art, und zwar nur deren Arch me le sei en Varietäten, beschäftigen. Badoureau leitet im ersten Teile der bereits 
zitierten Schrift ^^) die halbreg üären de check gen Vielflache vollständig ab, und zwar in einer Weise, die am meisten 
Ähnlichkeit mit der von Heinze hat ^1 weshalb er mit Eecht seine Methode als abweichend von der Catalans 



1) a, a, 0, S. 17. Vergl. Kr. 58. 

2} So KU lesen bei Badoureau a. a, 0, S. 50, Fedorow (in der historischen Einleitung seiner später zitierten Schrift) 
schreibt: „die Akademie habe Catalan den Preis für seine Arbeit erteilt, ohne mit dem Verfasser der vorgelegten Arbeit zu 
wisBen, dass die darin enthaltene Ableitung der Archimedeischen Körper früher wenigstens zweimal von verschiedenen Mathe- 
matikern in französischen Zeitschriften publiziert wurde." Wieriel Catalan französischen Vorgängern hätte verdanken können, 
ist oben dargelegt. Wir Latten wiederholt ober die geringe Berücksichtigung matbematisolier Arbeiten der Schriftsteller 
einer Nation durch die einer andern zu berichten. Anch Fedorows Kenntnis der Litteratur ist keine vollständige, da er sonst 
viele seiner eignen Resultate in schon froher erschienenen Schriften bes. deutscher Mathematiker (Hessel, Hess u. a.) hätte 
finden können, 

3) Vergl. die Anm. a, a. 0. S. 25; „II y a quelques semaines, j'ai appris, par haaard, que les polyedres semi-räguliers 
du premier genre sont eonnus presque (?) tone depuis longtemps sous le nom de solides d'Archiraöde. Kil novi sub sole!" 

4) a. a. 0. S. 32. 6) a. a, 0, S. 36—49. Die allgemeine Ableitung der Formeln 8. 35/36, 
6) ». a. 0. 8. soff. 7) a. a, 0. S. 54 und 62. 8) a. a. 0, S. 64—71. 

8) 1880. Bd. V S. 1023—1340, 

10) Die Namengebnng ist überhaupt noch eine schwankende. So werden für das Achtundvierzigflach II') in Nr. 114 
die Bezeichnungen angeführt; achtundvierzig wandiger Dreiectfläcbner, Tetracontaootaedrum trigonoideum, Hexakisoktaeder, 
Fjramiden-Granatoeder, Trigonalpolyeder (I), Pjramidenrautena wölfflach. 11) Vergl. Kr, 112, 

12) Vergl. anch deren Inhaltsangabe in Badoureau, Sur les figures ieoscfelea. Compt. Rend. T, 37. Paris 1878, 3. 823. 

13) Vergl, z B. die Figuren a. a. 0, S, 68, 70, 80 u, a. w. 
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122. Geschichtliche Bemerkungen. 

hervorhebt.'-") Er bemerü richtig, dass diese Methode der Krjstallographie entlehnt ist, and fügt hiazu, das 
die üatersucliungeti von Bravais^) über die SymmetrieeigerLSchaften von wesentlichem Nutzen gewesen seien, 
denn Bravais' Beaeichnimgen allgemein anwendet. Die Worte ,jla symetrie est pour la Geometrie des pol 
ce que la theorie des nombres est pour l'Arithmetique" setzt er als Motto an die Spitze seiner Abhandlung, auf 
deren zweiten wichtigeren Teil wir später zu sprechen kommen. Dasselbe gilt für meiirere kleinere Aufsätze von 
J. Pitsch „Über halbreguläre Stempolyeder, mit einer Einleitung über die Beziehungen zwischen den halbregulären, 
und den iknen polar zugeordneten Polyedern"^, die aber auch einiges hier zu Erwähnende enthalten.*) Es wird, 
wie der Titel der Schrift anzeigt, im Eingange derselben die Konstruktion der Archimedeischen Varietäten der 
gleichflachigen Polyeder aus den halbregulären gleicheekigen gelehrt. Als nicht uninteressant sei daraus die 
geometrische Konstaruktion der Grenzfläche des Archimedeischen gleichflachigen Polyeders für den Fall, dass sie ein 
Dreieck ist, angeführt.^) Man denke sich die polaren Polyeder, das halbreguläre gleicheckige P und das ihm polare P', 
in solcher Lage, dass ihre Kanten ein und dieselbe Kugel berühren, und je zwei sieh entsprechende Kanten in 
diesen Berührungspunkten senkrecht zu einander stehen. Die Mitten der Kanten von P liegen auf einem Kreise, 
und drei Kanten von F' sind Tangent«n in diesen Punkten an diesen Kreis, d. h. die 
Fläche von P' und ein aus den ersten Diagonalen der drei Grenzflächen von P ge- ^.^\^ 

bildetes Dreieck sind polar in Bezug auf den diesem letzteren Dreiecke umbeschriebenen r — 7l^ , 1 \ia b\ / 

Kreis als Direktris, da man ja wegen der Ähnlichkeit an Stelle des aus den Ver- LiJ~, ' J* \ ■■ \/ 

bindungslinien der Kantenmitten von P gebildeten Dreiecks das aus den besprochenen f^^^-'-''-'-^ K^^^^y 
Diagonalen gebildete setzen kann. Die Konstruktion der Fläche von P' wird durch / \ \ / 

Fig. 99 nun hinreichend erläutert. Weiter wird auch die Konstruktion der Fläche \ I \ / 

von P' gelehrt, wenn sie ein Viereck oder Fünfeck ist, wiewohl hier die Eechnung zn V.,^^^^,.^ \/ 

Hufe genommen wird.^) — ptg. 99. 

Es ist mit Recht darauf hingewiesen worden'), dass in Bezug auf Archi- 
medeische Stemkörper Hess die Priorität gebührt, wenngleich die zusammenhängende Darstellung sich erst in dem 
oft angeführten Werke über Kugelteilung findet, da der Verfasser Einzeluntersuchungen bereits seit 1872 veröffent- 
licht hat. Auch das Problem der gleicheckigen und gleichflächigen Polyeder erster Art ist in der dem Buche eigen- 
tümlichen Äbleitungs weise hier zuerst vollständig und sehr ausführlich erledigt, so dass der Titel, der das Buch nur 
als Einleitung in diese Disziplin bezeichnet, allzu bescheiden klingen würde, wenn man ihn nicht auf den zweiten 
Teil des Problems: die die Kugel mehrfach bedeckenden Netze zu finden, mit bezöge.^) Das Ketzproblem, soweit 
es hier zu besprechen war, findet zunächst in der in Nr. 120 nur für die gleieh^ohigen festen Netze angedeuteten 
Weise allgemeine Erledigung.^) Die erhaltenen Resultate werden dann, besonders mit Rücksicht auf die zugehörigen 
Polyeder, in neuer Weise gruppiert und diese Polyeder, namentlich ihre speziellen Vai-ietäten, genauer Betrachtung 
unterworfen.'-'*) Weiter folgt dann im V. Kapitel") eine instruktive analytische Darstellung sämtlicher Netze und der 
zugehörigen Polyeder, der wir nur die kurze Betrachtung über die Ableitungsko Effizienten entnommen haben. Das 



1) a. a. 0- S. 51. 

2) Bravais, Memoire sur les polyedres de forme symetrique, Liouvilles Journal 14. S, 137 — 180. 1849, Deutsch; 
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Kr. 17, S 8 ff . Wir benutzen diese Gelegenheit, auf -weitere Schriften hin- 
zuweisen, die sich mit dem Problem der Symmetrie der Polyeder befassen, auf das wir in unserem Buche nicht ausführlich ein- 
zugehen beabsichtigea. Haoh Bravais ist hier besonders C. Jordan zu nennen, der die Symmetrie der Eulerschen Polyeder 
erschöpfend in den beiden Abhandlungen gleichen Titels bespricht: Kecherches sur les polyedres, Grelles Journal Bd. 66, 1866. 
S. 23 ff. und Bd. 68, 1868, S. 297 ff. Seine Untersuchungen führen ihn dazu, die Eulerschen Polyeder nach der Symmetrie in 
neun Klassen zu teilen (die unsymmetrischen in der ersten Klasse mit eingeschlossen). Die drei letzten dieser Klassen ent- 
halten die Polyeder der tetraedrischen, kubooktaedrischen und ikosidodekaedrischen Symmetrie, von deren regulären und halb- 
regulären Typen wir gesprochen haben. (Vergl. hierzu Anhang I dieses Buches.) Kirkman behandelt die Symmetrie der Polyeder 
in der schon früher zitierten Arbeit; On the Theory of the Polyedra, PMlosophical Transactions , 1862. S. 121, also vor 
C. Jordan. Die (nach unsrer Meinung) sehr sohwer verstandliche Abhandlung scheint aber wenig Beachtung, wenigstens ausserhalb 
Englands, gefunden zu haben Nicht unerwd^lint darf endlich bleiben, dass sich Möbius längere Zeit (1850 — 1861, vergl. Ges. 
Werke S. 564 ff.) mit Untersuchungen über die feymmetne der Figuren beschäftigt hat, deren Ergebnisse C. Reinhardt im 
zweiten Bande der Ges. Weike von Mobiuö aus dessen Nachlasse veröffentlichte (a. a. 0. 8. 568 — 708). 

3) Zeitschrift ffir dat Eealschulwpsen von Eolbe Wien 1881. VL Jahrg. S. 9—24, 73—89. 216. 

4) a. a, 0. S. 9—21 6j a i 8 18 6) a. a. 0. S. 20 ff. 

7) Koch, Über reguläre und halbiegulaie Stempolyeder. Korresp.-Blatt f. d. Gel. u. Eeaisch, 1887. 3/4. Heft. 
Sonderabdr. S. 30. 

8) Das Studium des Werkes ist für jeden, dPi tiefer in diese Materie eindringen will, unerlässlich. 

9) Hess II S. 36—212. 10) a. a. 0. S. 213—265. 
II) a. a. 0. S. 266—382. 

Brückner, Vielecke und Vielflacha. 21 
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162 E, Die tesonderen Eulerschen Vielflaohe. 

ScUusskapitel des ersten Teiles^) des Buches bringt Anwendungen und Erweiteningen der Tteorie d. li. ! 
zu gewissen Problemen der Algebra und Funkiäonentlieorie, auf die hier nicht eingegangen werden kann. Der 
wichtige zweite Teil entbäit die Lösung des Problems der die Kugel mehrfach bedeckenden Netze, soweit es über- 
haupt bereits gelöst ist, und wird in den folgenden JTiunmem unseres Buches wesenüict der Darstellung mit au 
Grunde gelegt werden. Nicht unerwalmt mögen die ¥0n Hess zur Yeranscliaulichung der Gestalt der Polyeder 
konstruierten Polyederkaleidoskope (räumliche Winkelspiegel) bleiben.^) — Es erübrigt endlich noch auf die Arbeiten 
TOn Pedorow einzugeben, Pedorows „Elemente der Gestaltenlehre" ^) dürften in weiteren Kreisen nur durch die 
deutsche Inhaltsangabe in der unten aitierten Zeitschrift*) bekannt sein, auf die wir uns lediglich beziehen können. 
Es kann sich hier nur um Würdigung der Teile der Arbeit, die mit dem in diesem Kapitel unsres Buches Be- 
sprochenen in Verbindung zu bringen sind, handeln, d. h. der ersten beiden und des fünften Abschnittes, da der 
dritte Abschnitt, der die Lelire von der Symmetrie, der vierte, der die Zonenlehre und die reguläre Plan- und 
Eaumteüung zum Inhalt haben, teils der Elementarmorphologie der räumlichen Gebilde zuzuweisen siiid, teils mehr 
den Krystallögraphen berübren können. Auf die Abweichung seiner Morphologie von der Eberhards weist 
Fedorow bereits hier Hn, und kommt später in einer zweiten Arbeit ausführlicher darauf zurück.'') Der erste 
Absclmitt beschäftigt sich mit den offenen Gestalten, d. h, Ecken, die hier Ganoeäer genannt sind, und enthält die 
bekannte elementare Theorie dieser Gebilde.*) Der zweite Abschnitt bespricht die geschlossenen Gestalten, d. h. 
Polyeder, auch hier vielfach neue Bezeichnungen einführend. Fällt man aus dem Mittelpunkte einer Kugel auf 
sämtliche Mächen eines gegebenen Polyeders Senkrechte, wobei deren Sinn nicht ausser Acht au lassen ist, und 
nimmt die durch die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Kugeloberfläche gelegten Tangentialebenen als die Flächen 
eines neuen Polyeders, so heisst dieses ein typisches Polyeder Sind dessen Ecken nicht sämtlich Trigonoeder (drei- 
kantige E.), so gelingt die Erzeugung solcher durch geringe Parallel Verschiebung der Tangentialebenen, wodurch sich 
das sogenannte veränderte typische Polyeder ergiebt. Ein subtypisches ist dann dasjenige, dessen „Scheitelpunkte" 
die Berührungspunkte der Flächen des typischen sind, d. h.: typische und subtypische Polyeder sind reziprok, und 
das veränderte subtypische Polyeder ist ein Trigonalpolyeder nach unsrer Beaeichnung. Als besonders bemerkenswert 
werden nun die Isomer (gleiohflächige Pol.) und Isogone (gleich eckige Pol.) weiteren Betrachtungen unterworfen. 
Wenn aber behauptet wird „in allgemeinster Form ist diese Ableitung hier zum ersten Male gegeben; die früheren 
Autoren begnügten sich mit sehr speziellen Fällen vereinzelter symmetrisclier Polyeder („halbregelniässige", „archi- 
medische", ,4soscfeles" u. s. w.), die ich als besondre bezeichne" — ■ so lässt sich dies nach dem vorstehenden historischen 
tiberblick nicht aufrecht erhalten, denn nicht nur die die Ableitung der „Isogone" vollständig enthaltende Arbeit von 
Hessel, sondern selbst die Kugelteilung von Hess ist vor Fedorows Abhandlung erschienen.'') Schwerlich 
kann man sich die Ableitung aber noch allgemeiner denken als bei Hess. — Die Notwendigkeit der Einführung 
der neuen Bezeichnungen solj nicht erörtert werden. — Die Ableitung der Isogone erfolgt in bekannter Weise durch 
Diskussion der betr. Gleichung unseres Testes. Auch die Frage nach den nicht-typischen IsoSdem wird aufgeworfen. 
Einige Reihen solcher Figuren werden aufgestellt und es wird bemerkt „dass der Inhalt dieses Kapitels in direktem 
Widerspruche (?) mit der von Hess ausgesprochenen Meinung steht, dass alle gleichflächigen Polyeder der Bedingung 
genügen, einer Kugel umschrieben zu sein". Am Schlüsse des zweiten Abschnittes komiut Fedorow auf die Klassi- 
fikation der Polyeder au sprechen und betont, u, E. mit Recht, die Flächen zur Grundlage einer solchen au wählen, 
wenngleich die Einteilung in die awei Klassen der paarflächigen und unp aarflächigen Polyeder kaum alkuwicktig 
sein dürfte. Der Schwerpunkt der Abhandlung liegt ohne Zweifel in dem, auch an Umfang grössten, interessanten 
vierten Abschnitte, während der dritte, dessen Inhalt die AusfQlrung des Sataes bildet „dass jeder Symmetriearfc 
typische Isoeder entsprechen, also umgekehrt sich auf Gruad von deren Kenntnis sämtliche Symmetriearten ableiten 
lassen" um damit „nach Hessel die erste neue Auflösung der Aufgabe, alle Symmetriearten abzuleiten" zu geben, 
die Arbeiten von C. Jordan u. a. zu ignorieren scheint.*) — Von den zwei Kapiteln des letzten Abschnittes^) be- 
handelt das zweite die Vielecke und Polyeder höherer Art, das erste die Eoiloeder, d. h. Polyeder mit überstumpfen 



1) Hess II S aS3-42b 

2) a. a. 0. S. -62 wo tich die truhPrtn Aileiten desselben Verf. hierüber angeführt finden. Vergl. auch den 
Katalog der math. Auaatellung München 1893 S 250 

3) VerhandIun„'ou dir k rasa mm Gesellsch St. Petersburg. 1885. 21. 1—279. Mit 18 Tfln, (mssiscli,) 

4) Zteolirrt. f KrTstallographie u Mmeralogie von P. Groth. 21. Bd. 5/6 Heft. Leipzig 189S. 8. 679. 

5) Fedorow Giundligeu der Morphologie und der Systematik der Polyeder. St, Petersburger Min. Ges. XXX, 
241—332. (ruBBiach) 18<»3 Eine lubaltaangabe in franzus, Sprache folgt der Abhandlung (8, 332—342), die mir nicht vor- 
gelegen hat, 

6) Vergl, a, B die Darstellung bei E aus enb erger, Die Blementargeom, u, a. w, 8. 182 ff, 

7) Vergl, die berechtigten Bemerkungen von Hess in d, Sitsungsber, d. Marburger Naturforscii. Geaellsch, 1893. 
S, 45—53, 8) Vergl inhing I dieses Buches 

9) Abschnitt V Über die Polyeder mit konkaien Ecken, wirklichen oder scheinbaren". 
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123. EinleifcuDg. Von den Flächen und Ecken der Vielflaehe iiöterer Art. 163 

Fläclienwinkeln und von diesen besonders die Isokoiloeder. Es wird aunächst auf die der Eulerschen Gleicliung 
nicht geaügenden Polyeder hingewiesen; zu denen, welche sie befriedigen'), geboren aber auch Koüoeder. Existiert 
ein typiscbes Koilogder, so existiert ein ■ — wir würden sagen isomorphes — typisches (konvexes) Polyeder. Die 
IsokoiloSder der Holoedrie des regulären Systems (Eig. 19^ und 19'' auf Taf, VII zeigen Beispiele solcher Eörper^)), 
der tetraedrischen und dodekaedrischen Hemiedrie desselben Systems werden abgeleitet, ebenso wie die des ikosaedrischen 
Systems, während die Existenz solcher Glebilde in den Fällen der gyroidiscben Hemiedrie und Tetartoedrie des 
regulären Systems als umnöglich nachgewiesen wird. Diese Betrachtungen baben wir anderswo nicht gefunden. Nicht 
unerwähnt bleibe zum Schlüsse noch eine kurze Abhandlung von Eedoroff^), die den Satz ausspriobt: „Wenn ein 
Polyeder einer Kugel einbeschr eibbar und einer konzentrischen Kugel umb es cbr eibbar ist, so existiert immer ein 
polares Polyeder, das denselben Kugeln ein- und umbeschr eibbar ist."*) 



E. Die besonderen Vieiflaclie höherer Art. 

123. Einleitung. Von den Flächen und Ecken der Vielflaehe höherer Art.^) Nachdem die allgemeine 
Theorie der Eulerschen Vielflache und die Betrachtung der besonderen Gebilde dieser Art, soweit sie ge- 
plant war, in den bishei-igen Kapiteln des Buches erledigt sind, handelt es sieh im folgenden um die Unter- 
suchung aller der Vielflache, die nach den früheren Bezeichnungen als ausser gewöhnliche zu gelten haben. 
Im wesentlichen werden nur solche ausgergewÖhnliche Vielflaehe in Betracht kommen, die einen gewissen 
Grad von Eegelmässigkeit, um diesen Ausdruck ganz allgemein zu gebrauchen, erkennen lassen, wie sich dies 
jn Nr. 126 weiter ausgeführt findet. Doch sollen auch Bemerkungen über völlig irregu^re Vielflache 
gelegentlich mit eingefloehten werden, wiewohl zu erwähnen ist, dass Untersuchungen auf diesem Gebiete, 
die über das in Abschnitt C allgemein Gesagte hinausgehen, so gut wie noch nicht angestellt sind. So 
weit nicht anders bemerkt ist, sind die betrachteten besonderen Vielflaehe zweiseitig; die einseitigen Viel- 
flaehe sollen in einem besonderen Kapitel am Schlüsse zur Sprache kommen. Kann man von jedem Punkte 
der Oberfläche eines Vielflaches, auf ihr fortschreitend, zu jedem andern ihrer Punkte gelangen, so ist 
das Vielflaeh JconUnuierUch, wie alle bisher in den Absclmitten D und E besprochenen. Ist diese Bedingung 
nicht erfüllt, so ist das Vielflaeh als diskontinuierlich zu bezeichnen,, wie in dem entsprechenden Falle der 
ebenen Polygone. Alle diskontinuierlichen Vielflache müssen höherer als erster Art sein, aus Gründen, die 
in Nr. 124 erläutert sind. Ahnlich wie dies bei Betrachtung der ebenen Vielecke galt, lässt sich auch hier 
bemerken, dass ein grosser Teil der für kontinuierliche Vielflache geltenden Sätze sich auch auf die dis- 
kontinuierlichen erstreckt; Ausnahmen von dieser Thatsache sind besonders erwähnt. Es sollen hier zunächst 
einige Bemerkungen über die Begrenzungsflächen und die Ecken der im weiteren zu betrachtenden Vielflache 
angefügt werden. An einem nicht-Euler sehen Polyeder kommen entweder Flächen oder Ecken höherer als 
der ersten Art vor, oder beides zugleich. — Die Art einer tfrenzfläche, d. h. eines Vielecks, ist dabei so au 
bestimmen, wie es in Nr. 4 und 5 er^utert wurde. Sie ist also ausser von der Zahl der Kanten von der 
Innenwinkelsumme und der Zahl der übersturapfen Winkel abhängig. Ist die dort und fernerhin mit ft be- 
zeichnete Zahl überstumpfer Winkel grösser als NuU, so ist das Vielflach sicher nicht konvex, denn miu- 

1) Vergl. die Bern, von de Jonciniferea in Nr. 56. 

a) Auch Fig. 29. Taf. VIII kann so gedeutet werdeii, wenn das Dreieck als Grenzfläche betrachtet wird, 

3) ün theoreme des öl^ments d'Euolide esprime en forme tres-genärale. Darboui. Bull. (2). XVIII, 59—64. (1894.) 

4) Im Anbange zu Steiners „Systematische Entwickelung u. s. w." {Steiner, Ges. Werke Bd. I S. 454) findet sich eine 
Frage, die sich kurz so formulieren lässt; „Existiert zu einem beliebig, gegebenen konvexen Polyeder ein isomorphes, das sieb 
in oder um eine KugeMäche (oder irgend eine andre Tläche zweiten Gtrades) beschreiben lässt?" Sieher giebt es zu jedem 
Trigonalpolyeder ein isomorphes, das sich in eine Kugel beschreiben lässt, nnd demnach zu jedem allgemeinen ein isomorphes, 
das eine einbescbriebene Kugel besitzt. Wie ist die Frage für die bei, singulären Vielflaehe zu beantworten? 

5) Dieser Zusatz wird weiterbin als selbstveratändlich h&ufig unterdrückt werden, 

21* 
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164 F. Die ■besonderen Vielflache höherer Ai-t. 



ä an einer der übrigen, in dem beiir. Eckpunkte des Vielflaehes endigenden, Kanten muss der Pläehen- 
winkel ebenfalls überstnmpffc sein, welches Vorkommnis die Bedingung des Nichtkonvexseins ausspricht. 
Docii ist die Existenz von überstumpfen Kantenwinkeln an einem nicbt-konTexen VieUJaeli natürlieh nicht 
notwendig.^) Die Art einer (rrenzfläche sei auch weiterhin stets mit a bezeichnet. Denselben Wert a be- 
sitzt das aus Hauptkreiabogeu gebildete spMrische Polygon^), das durch Projektion der ebenen Grenz- 
fläche des Vielflaches auf eine dieses rings umschli essende Kugel aus deren Mittelpunkt entsteht. — Die Art 
K einer Ecke bestimmt sich folgendermassen. Man fäUe aus einem beliebigen Punkte (innerhalb) der Ecke 
Senkrechte auf ihre Grenzflächen und zwar auf dieselbe Seite (etwa die innere der Ecke, die nicht gefärbt 
ist, wenn man die äussere durch Färbung davon unterschieden hat). Kehrt eine Fläche dem Punkte die 
entgegengesetzte Seite zu, so ist die Senkrechte in der entgegengesetzten Richtung zu ziehen. Durch je zwei 
der in der Ordnung der Flächen auf einanderf olgenden Senkrechten lege man Ebenen, welche dann die Polar- 
eclce der gegebenen Ecke bilden. Schneidet diese auf der um ihren Scheitel beschriebenen Kugel ein Polygon 
a-ter Art aus, so hat die ursprüngliche Ecke die Art a. — Lässt sich eine konvexe Ecke, d. h. eine Ecke 
ohne überstcmpfe Flächenwinkel, so mit ihrem Scheitel auf eine Kugelfläehe legen, dass ihre sämtUehen 
innerhalb der Kugel befindlichen Grenzebenen dem Kugelcentnun dieselbe Seite zuwenden, so bedeckt die 
Projektion dieser Ecke aus dem Centmm auf die Oberfläche der Kugel ein Stück dieser «-malj wenn a die 
Art der Ecke ist. Diese geometrische Auffassung der Artzahl ce ist auch die nächstliegende für sphärische 
Ecken höherer Art eii 



124. Die Art A eines Vielfiaches. Die Formeln von Hess. (Erweiterter Eulerscher Satz.) Die 

Definition der Art A eines Vielflaches ist ganz entsprechend der für die Art eines ebenen Vielecks. Wie 
diese gleich a war, wenn die Summe der Umfan^winkel (Polarecken, vergl. Nr. 4) 2ait betrug, so gilt hier: 
Die Art eines Vidfiadies ist A, wenn die Summe aUer seiner Folcwecken A Kugeln beträgt. Konstruiert man 
um einen beliebigen Punkt des Raumes die Polarecken zn sämtlichen Ecken eines Vielflaches, indem man ans 
diesem Punkte Senkrechte auf die Innenseiten der Grenzflächen fäUt, und durch je zwei derselben, die zweien 
sich in einer Kante des Vielflaches schneidenden Grenzflächen entsprechen. Ebenen legt, so erfüllen die lücken- 
los an einander grenzenden Polarecken den Raum um den Scheitel herum A-joaX. Die um diesen Scheitel 
beschriebene Kugel wird durch die Flächen der Polarecken nach grössten Kreisen geschnitten, und das er- 
zeugte Netz sphärischer Polygone (von denen jedes einer bestimmten Ecke entspricht) bedeckt die Kugel 
ebenfalls j4-mal. Nun verhält sieh^) der Inhalt eines sphärischen Polygons zur Halbkugel wie sein sphärischer 
Excess, d. h. der Ubersehuss seiner Winkelsumme über die Summe der Winkel des ebenen Polygons, zu 
2n, d.h. es ist der Inhalt des sphärischen Polygons der Polarecke: F == . ^^^i" - T ' .. _^J-!^ . —^ wenn 

w die Winkelsumme des sphärischen Polygons, n die Kantenzahl (also zugleich die Kantenzahl der ur- 
sprünglichen Ecke), h die Zahl der überstumpfen Innenwinkel und a die Art des Polygons (d. h, auch der 
ursprünglichen Ecke) bezeichnen. Ist nun U die Summe der Umfangswinkel dieses Polygons, so ist^) 

w -}- P'= (n -f- 2k) lt. Eliminiert man hiermit w aus JF, so ist F= - — ^ ■ -^- Nun ist die Summe 

der Umfangswinkel der Polarecke gleich der Summe der ebenen Winkel, d. h. der Kantenwinkel, der ur- 
sprünglichen Ecke, da die Umfangswinkel der Polarecke der Reihe nach den einzelnen ebenen Winkeln der 
Ecke gleich sind, d. h. es ist JJ ^W, wenn TT die Summe der Kantenwinkel der Ecke ist. Es ist somit 

F = — -g g-- Ist nun die Summe aller sphärischen Polygone gleich dem -4-fachen der Kugel, so kommt 

/, j- ■ v = j1 ■ @ oder 2jrZ^a — j:W=4:Z-A. Setzt man die Summe der ebenen Winkel des 



Polyeders, die sicher ein ganzzahliges Vielfaches von 2it ist, gleich 2pre, so ergiebt sich aus der letzten 
Gleichung die ersfe Formel von Sess: 



1) Vergl. die Koiloeder in Nr. 122, 2) Vergl, Nr. 37 und 3 
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124. DieArt^eines Vielfl. Die Formeln t. Hess. (Erweiterter EulerscberSata.) 12Ö. DieReziprozität derVielflaoliehöii. Art. 165 

Ea ist hier diö Art A läes Vieläaclies bestimmt durch die Art sämtlicher Ecken und die Summe 2pa aller 
Kantenwinkel. Aus dieser ersten Formel lässt sich leicht eine zweite, symmetrischer gebaute, ableiten. Es 
ist die Innenwinkelsumme eines w-eeks der Art a mit h überstumpfen Winkeln: (n -\- 2k — 2ffl) jr. Es gilt 
also für die ohige Summe aller Kantenwinkel des Vielfliches; H (n -\~ 2k — 2a) sr = 2p7t d. h.: 
p =" 27n -}" -^^ "" ^'^- -Da aber 2!n die doppelte Anzahl der Kanten des Vielflaehes ä. h. 2K ist, so er- 
giebt sieh nach Einsetzung des Wertes von p in die erste Hesssehe G-leiehung die zweite Formel von Hess: 
•2A = Sa-\-2:a — K— Sk. 

Hierin bedeutet Sa die Summe der Zahlen, welche die Arten der Ecken des Vielflaches angeben, Ua die 
Summe der Zahlen, welche die Arten der Flächen bestimmen, K die Summe aller Kanten, Sk die Summe 
der überstumpfen ebenen Winkel. Beide Hesssche Fonnehi gelten für konvexe und nicht konvexe Viel- 
flache, wenn diese nur das Kantengesetz von Möbius erfüllen, d. h. zweiseitig sind. So lange Je verschieden 
von Null ist, können nicht sämtliche a bez. sämtliche a gleich 1 sein. Sind sämtliche E Ecken von der 
ersten Art, so wird die. zweite Hesssche Formel E -\-Sa = K-\- 2A; falls sämtliche i^ Flächen von der 
Art 1 sind: Ea -\- F ='K-\- 2A. Sind sämtliche Ecken imd Flächen erster Art, so wird J. = 1 und die 
Hesssehe zweite Formel zum Eulerschen Satze: E -\- F = K'\~2, weshalb die Hesssche Formel auch als 
Erweiteriei' Eulerscher Sat^ ') bezeichnet wird. Die Beziehung dieser Formel zu den in Nr. 50 und 52, die in gleicher 
Weise benannt waren, ist naheliegend. Setzt man in der letzten Gleichung der Nr. 52 alle i Polyeder von der 
Gfrundzahl 1 voraus, so wird die Gleichung*): e — k-\-f= 2i, und wenn die erwähnten i — 1 polyedriechen 
Höhlungen als gleichwertig mit dem i-ien Polyeder betrachtet werden, so hat man ein diskontinuierliches, 
aus n Polyedern erster Art bestehendes Vielflaeh, dessen Art, wie der Vergleich mit der Hessschen Formel 
zeigt, gleich i ist. Es ist also umgekehrt ein Polyeder der Art A gewiss er massen gleichwertig mit A 
Eulerschen Vielilachen, und ein diskontinuierliches Vielflach, das aus Vielflachen der Art A', Ä", A'" . .. 
zusammengesetzt ist, besitzt die Artzahl A ^^ A' -\- A" + A"' + . . . 

125. Die Reziprozität der Vielflache hSherer Art. Auch jedem Vielflache höherer Art entspricht 
polar in Beziehung auf eine beliebige Kugel als Direktrix ein zweites, wobei die Eckpunkte des ersten die 
Pole zu den Grenzflächen des andern als Polarebenen und die Flächen des ersten die Polarebenen zu den 
Ecken des zweiten als Pole sind. Dock ist das polar -reziproke Entsprechen nur dann für die honvexen Viel- 
flache ein ungestörtes, wenn der Mittelpunkt der Kugel so gewählt werden kann, dass alle Grenzflächen 
ihm ihre Innenseite zuwenden, d. h. dass er innerhalb aller Ecken (und ausserhalb aller TJmfangswinkel 
dieser) liegt. Es ist diese Bedingung für konvexe Polyeder erfällt, wenn eine innerste Körperzelle mit dem 
Koeffizienten A existiert, innerhalb der das Kugelcentrura angenommen werden kann. Die beiden polar- 
reziproken Vielflache besitzen dann dieselbe Art Ä; einer Ecke des einen mit der Artzahl a entspricht im andern 
eine Fläche der Art a tmd wrtgekehrt. Die Projektion sämtlicher Grenzflächen auf die besprochene Kugel vom 
Centrum aus bedeckt diese jl-mal. Die Konstruktion des einen Vielflaches aus seinem polaren erfolgt leicht 
durch Berücksiehtigiing der Tliatsache, dass die sphärische Projektion einer Grenzfläche des einen identisch 
ist mit dem sphärischen Polygon der Polarecke der der Grenzfläche des eisten entsprechenden Ecke des 
andern Vielflaehes. 

126. EiBleilung nnd Bezeichiinng der Vielfache liöherer Art. Die Einteilung der besonderen Viel- 
fiache höherer Art erfolgt genau wie die der ersten Art auf Grund der Beschaft'enheit der Ecken und Flächen, 
nur ist zu beachten, dass jetzt auch nicht-konvexe und diskontinuierliche Varietäten zu berücksichtigen sind. 
Im übrigen sind die Definitionen die früheren. Der höchste Grad der Besonderheit kommt denjenigen Viel- 
flachen zu, die gleiche (kongruente), oder symmetrisch gleiche Ecken und Flächen besitKen, den gleiche<Mgen 
und gleichfläcMgen VieJflachen. Sowohl ihre Ecken wie auch ihre Flächen sind nicht notwendig regelmässig. 



1) Verg-1. die geschichtl. BeraerkiiDgen Nr. 137. 
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166 F. Die lieaouderen VieMache toterer Art. 

Wird diese Bedingung hinzugefügt, so hat man die regulären Viel flache höherer Art. Auf Grund der 
Definition ergiebt sich, das8 das einem gleicheckigen und gleichflächigen Vielflache polar-reziproke wieder ein 
solches ist; das entsprechende gut für die regulären Vielflache. Besitzt ein Vielflach kongruente (oder 
symmetrisch -gleiche) Ecken, aber mehrerlei Mächen (verschiedener Art), so heisst es gleicheckig\ besitzt es 
kongmente (oder symmetrisch-gleiche) Flächen, aber mehrerlei Ecken, so ist es gleichflächig. Jedem gleich- 
eckigen Polyeder ist ein gleichflaohiges polar zugeordnet. Die ersteren seien wieder ab „Ecke", die letzteren 
als j^f^che" bezeichnet. Besitzt das gleicheckige Polyeder als Flächen^) m «-ecke der Art a, m' w'-ecke der 
Art ff' und m" M"-ecke der Art a" und sind seine jt Ecken i.-kantig und von der Art «, so heisse es ein 
\m (w)a -|- m' (n')a' -j- m" («")a"]- flächiges (i ■ (v)a-Eck. Besitzt das gleichfiächige Polyeder jt j^-kantige Ecken 
der Art «; ft' v'-kantige Ecken der Art «', ft" »'"-kantige Ecken der Art a", und sind seine m Flächen w-ecke der 
Art a, so heisst es ein [ft (v)a + (i {v')c,' -\- jt" (i'")o"]-eckiges m • («)„ -Flach, Diese Bezeichnungen sind analog denen 
für die entsprechenden Polyeder erster Art gebildet. Die Artzahl Ä des Vielflaches wird passend diesen Be- 
zeichnungen angefügt. Die eigenartigen Benennungen der zugleich gleicheckigen und gleichflächigen Vielflache, 
insonderheit der regulären, werden an betr. Stelle erläutert werden. Sind bei einem gleicheckigen Vielflache die 
Vielecke verschiedener Xantenzahl regulär, bei dem gleichflächigen, jenem polaren, also die Ecken regelmässig, 
so spricht man auch hier von Archimedeischen Varieiäten.^) Wie die regulären Polygone höherer Art ihres 
Aussehens wegen Sternvielecke genannt werden, so bezeichnet man wohl die regulären Vielflache höhei'er 
Art, sowie die Archimedeischen Varietäten der gleicheckigen und gleichflächigen Polyeder gelegentlich auch 
als Stempolyeder. Die Grenzflächen der gleieheckigen Vielflache sind neben den regulären Polygonen be- 
sonders die gleieheckigen Vielecke höherer Ai-t, sowie die zu den Ecken der gleiehflächigen Vielflache ge- 
hörenden sphärischen Vielecke gleiehkantige Vielecke höherer Art sind. Danach ist ersichtlich, dass ein 
gleicheekiges Polyeder nur dann eine Archime fleische Varietät haben kann, wenn seine sämtlichen gleieh- 
eckigen Grenzflächen reguläre Polygone höherer Art als Spezialfälle besitzen. Es ist dies z. B. nicht der Fall, 
wenn Sechsecke zweiter Ai-t, Zehnecke zweiter oder vierter Art vorkommen, da die betr. regulären Polygone 
dieser Arten diskontinuierlich siud.^) — Es sollen nun zutüchst die regulären Vielflache höherer Art ein- 
gehend betrachtet werden; daran sehliesst sich die Untersuchung der gleicheckigen und der gleichflächigen 
Polyeder und schliesslich ist den zugleich gleicheckigen und gleiehflächigen Polyedern, von denen es bekanntlich 
für J. = 1 nur die beiden Sphenoido giebt, ein besonderes Kapitel zu widmen. Die diskontinuierlichen mid 
nicht-konvexen Varietäten werden dabei gelegentlieh erwähnt, doch sollen die durch Besonderheit aus- 
gezeichneten Vielflache dieser Beschaffenheit auch im Zusammenhange in einigen Nummern besprochen 
werden. Dasselbe gilt von den einseitigen (Möbiussohen) Polyedern, sofern die Betrachtungen auf solche 
führen. 



127. Allgemeiae Sätze über die reguläreu Vielflache höherer Art. Der in Nr. 101 geführte I 
des Satzes, dass sich in und um jedes reguläre Vielflach eine Kugel beschreiben lasse, ist unabhängig von 
der Art des Vielflaches, woraus sich ergiebt, dass der Satz für reguläre Vielflache höherer Art ebenfalls 
gältig ist, d. h.: Ein reguläres Vielflach häherer Art hesiM eme einiesch-iebene und eine uMteschriebene Kugd, 
sowie eine Kugel durch die KwntmmiUen -mit allen dreien gemei/nschafüichem Centrwn.*) Auch der für die 
regulären Vielflache erster Art nach Nr. 100 bestehende Satz: Die zweiten Undpunkte aller von einer Ecke 
des Vielftaches ausgehen4^ Kanten bilden ein regelmässiges Vieleck ist hier gültig. Denn da die von einer 
Ecke des Vielflachea ausgehenden Kanten gleiche Sehnen der umbesehriebenen Kugel sind, so sind, da die 
Ecke regulär ist, die Verbindungslinien der andern Endpunkte dieser Kanten, als Basen kongruenter gleich- 
schenkliger Dreiecke, gleich und liegen in einer Ebene, ein regelmässiges Vieleck der Art ß der Ecke bÜdend, 
dessen Umhüllungspolygon clq regelmässiges Vieleck erster Art ist, — Die Ecken des regulären Polyeders P 



1) Warum, niott metr als drei Fläcteii-, oder Ectenarten vorkomuieii können, wird später Iti 

2) Seltatverständlict nur in Analogie au den Körpern erster Art, 

3) An distontinuierlicten VieLflachen können natürlict solete GrenEflächen auftreten, 

4) Dostor, Lee ti-oia sphferes des polyedres .röguüers ötoilös, Grunerts Arctiv, LXn, 8, 78, 
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!27. AUgememe Sätne über die regulären Vielflache höherer Art. 128. Erste Ableitung der regulären Vielflaohe höherer Art. 167 

höherer Art stellen nun ein System von Punkten auf der dem Polyeder uuibesehriebenen Kugel dar. Man 
lege durch je drei benachbarte Punkte Ebenen, so dass keiner der Punkte ausserhalb des von diesen Ebenen 
gebildeten, also konvexen Polyeders p erster Art liegt. ^) Es wird behauptet, dass dieses der Kugel ein- 
besehriebene Polyeder p, das seine Ecken mit P gemeinsam hat, ebenfalls regulär ist. Zum Beweise denke 
man sich mit dem Polyeder P ein ihm kongruentes P' zur Deckung gebracht. Dann kommt dessen kon- 
vexes TJmhüUungspolyeder p' mit p zur Deckung, weil ja ihre Ecken zusammenfaUen. Diese Deckung von 
P und P' findet aber stets statt, so oft man irgend eine Ecke von P mit irgend einer Ecke von P' zu- 
sammenfallen läast, denn alle Ecken sind regulär kongruent, ebenso wenn man irgend eine Fläche von P 
mit irgend einer Fläche von P' zur Deckung bringt, aus analogem Grunde, denn es fallen auch die Kaehbar- 
flächen zusammen, da das regu^re Polyeder lauter gleiche Flächenwinkel besitzt. Ebensooft kommen gleich- 
zeitig p und p', die mit P und P' starr verbunden sind, zur Deckung, was nur möglieh ist, wenn p regulär 
ist, d. h.: Die Ecken eines regulären Vielfiackes Mkerer Art sind idmiisdt mit denen eines regtdären Vidflackes 
erster Art.^) Da femer sämtliche Flächen des regulären Vielflaches P dem Centrum der einbeschriebenen 
Kugel dieselbe Seite zukehren, so wird eine dieses Centrum enthaltende innerste räumliche Zelle (Kemzelle) 
existieren, d. h. ein derselben Kugel umbeschriebenes konvexes Polyeder erster Art q, an dessen Begrenzung 
alle Flächen des Vielflaches höherer Art teilnehmen. (Denn eine ausserhalb der Oberfläche von q verlaufende 
JBbene tangiert die Kugel nicht, ist also nicht Ebene einer Fläche von P.) Dann sind die Kemzellen g- 
und g' zweier kongruenter Vielflache P und P' ebenfalls kongruent, und es lässt sich durch Schlüsse, analog 
denen heim vorigen Beweise, wieder zeigen, dass q und ([ bei jeder beliebigen Deckung von P und P eben- 
falls zusammenfallen. Daraus folgt aber; Bas von den Flächen eines Vielfiackes höherer Mt gebüäete konvexe 
Vielflach erster Art ist regulär. Auf diesem und dem vor^en Satze, die völlig reziprok sind, beruhen die 
beiden in den folgenden Nummern angewandten Methoden zur Erzeugung der regulären Vielflache höherer 
ans denen der ersten Art. Man schliesst überdies noch, dass kein reguläres Vielflach höherer Art mehr als 
fünfkantige Ecken und Flächen besitzen kann, da dies sowohl von dem innern Kern als dem äusseren Um- 
hüllungspolyeder gilt. 

128. Erste AWeitung der regulären Vielflache höherer Art. Gemäss dem ersten der hierzu angekündigten 
Sätze lege man von einer Ecke eines regelmässigen Vielflaehea erster Art der Reihe nach alle Gattungen 
von Geraden, jedesmal nach den gleichweit entfernten übrigen Ecken, und unterauche, ob durch zwei gleiche 
Gerade eine Ebene gebt, in welcher die darin liegenden Ecken des Vielflaches zugleich die Ecken eines 
regelmässigen Vielecks bilden, von dem die zwei Geraden Kanten sind. Kann man durch jede Gerade zwei 
derartige Ebenen mit gleichen Vielecken legen, so sind die Geraden Kanten eines kontinuierHchen Vielflaches 
höherer Art, wenn die gebildete Ecke mit keiner irgend eines Vielflaches erster Art kongruent ist. Tritt 
aber dieser letztere Fall eiu, so ergiebt sich ein diskontinuierliches Vielflach, das ebenfalls als reguläres höherer 
Art bezeichnet werden muss, wenn es die Bedingung erfüllt, dass der innerste Kern ein regelmässiges Viel- 
flach erster Art ist. Es wird sieh zeigen, dass die fünf regulären Polyeder solcherweise auf vier verschiedene 
kontinuierliche Vielflache höherer Art und drei dergl. diskontinuierliche fähren. Das Tetraeder und das Oktaeder 
ergeben kein Vielflach höherer Art. Das Hexaeder liefert von einer Ecke aus ausser seinen drei eignen 
Kanten die drei Diagonalen der Seitenflächen, welche die Ecken eines Tetraeders bilden, deren zwei in das 
Hexaeder gestellt werden können. In ihrer Vereinigung^) bilden sie, da der innere Kern ein reguläres 
Oktaeder ist, einen diskontinuierlichen regulären Körper der Art A = 2. Fig. 20. Taf VII. (Es ist Sa, = 8-1, 
2;a = 8-l, X=12.) 

Bas Bod^cacderS) Einer ersten Ecke a, in der die Konstruktion erfolgen soU (Fig. 100, S. 168.), 



1) Es ist natürlich nicht ausgeschlossen, daes die Ebenen mehrerer benachbarter Pläcliea zuaamjnenfailen, so dass 
das Polyeder p mehr als drei-kantige Grenafiäehen besitat. Jedenfalls giebt es aber nur em völlig bestimmtes Poljeder p. 

2) Wiener a. a. 0. 8. 21 und ausfnhi-licher Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie Bd. L S, 135. 

3) Vei^l. Nr, 102. 

4) Es sind stets nur die Kombinationen von Geraden von einer Ecke aus beachtet, die thatsächlich au einem ge- 
EchioBsenen regelmässigen Vielecke fähren. Die yoUständige Diskussion vergl, bei Wiener a. a. 0, S. 22. 
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und 



168 ^- Die besonderen Vielfache höherer Art, 

liegt eine zweite diametral gegenüber; die übrigen zehn ordnen sich zu je drei bez. sechs auf vier zu diesem 
Diameter senkrechten Ebenen, so dass es Ton a aus (ausser dem Diameter) viererlei Abstände einer Ecke 
Ton den Übrigen giebt: al, ac, ad und ae.*) 1) Von den sechs Abständen ac bilden je drei abwechselnde 
die Ecke eines Würfels, deren also zwei an einer Ecke des Dodekaeders liegen. Im ganzen stehen im 
Dodekaeder fünf solche Würfel, die aber kein diskontinuierliches reguläres Vielflach höherer Art bilden, da 
der innerste Kern kein reguläres Polyeder ist. (Vergl. Nr. 156 und 
Fig, 24 Taf. XII.) 2) Von den sechs Abständen ad liefern je drei ab- 
wechselnde eine Tetraederecke, deren also zwei in jeder Ecke des 
Dodekaeders entstehen. Im ganzen Dodekaeder eriM,lt man zehn solche 
Tetraeder, zwei Gruppen von je fünf (fünf rechte und fünf linke, nach 
früherer Bezeichnung). Da aber die sechs Punkte d in einer Ebene 
liegen, so fallen die der Ecke a gegenüberliegenden Flächen der beiden 
Tetraeder^), die die Ecke a geraein haben, in dine Ebene. (Entsprechen- 
des gilt für je zwei andere Flächen). Es genügt daher, um den innern 
Kern des Gebildes, der ein Ikosaeder ist, zu erhalten, nur die fünf 
Tetraeder einer Gruppe zu einem diskontinuierlichen regulären Vielflach 
zusammenzufassen, so dass in jeder Ecke des Dodekaeders eine Ecke des 
j.i^ ,(ig neuen Vielflaches liegt. Fig. 11. Taf. IS. Die andre Gruppe ergiebt 

dann ein gleiches diskontinuierliches reguläres Vielflach der Art Ä^ö, 
I beiden Vieltlache können, wie früher geschehen als rechtes und linkes unterschieden werden. 
Beide vereinigt geben bei richtiger Auffassung^) ein reg. diakont. Vielflach der Art J. = 10 mit je zwei 
zusammenfallenden Ecken und je zwei in eine Ebene fallenden Flächen, Fig. 3 Taf. IX, dessen innerster 
Kern das Ikosaeder bleibt. 3) Die drei Abstände ae bilden eine dreiflächige Ecke. Je zwei der Abstände 
liegen in einer Ebene, die einer bestimmten Fläche des Dodekaeders parallel läuft, indem sie durch die 
andern Enden der von den Ecken dieser Dodekaederfläche ausgehenden Kanten 
geht. Diese Ebene trägt also fünf, ein reguläres Fünfeck erster Art bildende 
Dodekaeder ecken, deren eine die Ecke a ist. Die von a ausgehenden 
Kanten ae' und ae" z. B. gehören dann zu einem regulären Fünfeck 2. Art, 
ae'c^c"e", dessen Ecken mit jenem erster Art zusammenfallen und dessen 
Ebene parallel der Dodekaedei'fläche h" c'" d" d" c"' ist. Das entstehende 
Vielflach höherer Art besitzt also zwanzig dreikantige Ecken erster Art und 
wird von -- - = 12 Fünfecken zweiter Art begrenzt, deren Ebenen parallel 
denen des äusseren Umhüllungspolyeders laufen. Aus der ersten Hess- 
schen Formel ergiebt sich, da .S« = 20, 2pn = 12-x also p = Q ia'.^ 
Ä=^l. Dieses SO-echige Stem-13-fiack der 7. AH zeigt Fig. 21 Taf. VH*) 
^i,j und (anders gestellt) Fig. 16 Taf. IX. Der innerste zwölffächigiS 

Kern ist ein Dodekaeder. — Damit sind die aus dem Dodekaf;ii;r auf 
diese erste Weise ableitbaren Polyeder höherer Art erschöpft, da keine weiteren Kantenkombiiiationen 
möglich sind. 

Das Ikosaeder. Der ersten Ecke a, von welcher die Konstruktion ausgeht, liegt eine zweite diametral 
gegenüber, die übrigen zehn liegen zu je fünf auf zwei zu diesem Diameter senkrechten Ebenen, es sind die 
Ecken b und c in Fig. 101. Es giebt daher ausser dem Diameter nur zwei verschiedene Abstände einer 



^/f \ I / \ 



1) Dif Indir ei iind in der Figur nur für die weitere Unters oteidung angefügt. 

21 Vergl in Fig 100 die beiden durch die Punkte d gebildeten Dreiecke (£d"'d'' und d^'d'". 

31 Eme indre Auffaeaung dieses Vielflactes vergl. Nr. 153. 

4) Die Grenzfläche ist hier das Fünfeck ahede. 
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139, Zweite Ableitung der regulären Vielflaohe liöliecer Art, 169 

Ecke a von den übrigen, nämlich ai und ac. 1) Auf der Ebene zweier nicht benachbarten, von a aus- 
gehenden Kanten des Ikosaeders, der Kanten ab und ah", liegen zwei weitere Ecken c und c, und es sind 
also ab und ah" Kanten eines f^nfecks erster Art, deren zwei durch jede Kante des Ikosaeders gehen. Die 
von fünf solchen Ebenen gebildete Ecke a ist von der zweiten Art, d. h. eine Stemecke, weshalb das erzengte 
Vielßach als 13-flächiges St&en-lU-Eck bezeichnet wird. Denn da durch jede Kante zwei Flächen gehen, jede 
Fläche aber fünf Kanten hat, so ist die Zahl der Flächen des Vielflaches ^ 12, Die Art A ist nach der 

ersten Hessacben Formel, da Sa=^V2-2, 2p!t = 12-dsr ist, ^ = 3. Das Vielflach ist dargestellt in 
Fig. 22 Taf. VII (die Grenzfläche ist hier abcde) und Fig. 7 Taf. IX. Da der Körper zwölf Flächen besitzt, 
so ist der innerste Kern das Dodekaeder.^) 2) Zwei benachbarte der nächst längeren von a ausgehenden 
Geraden, z. B. ac und ac', sind Diagonalen der Grenzfläche des vorigen Vielflaehes und bilden also mit den 
übrigen Diagonalen dieser Fläche ein Fünfeck zweiter Art. Soleher gehen durch jede Gerade ac zwei 
acb"bc' und acb'^h'c"^. Die gebildete Ecke a ist von der ersten Art. Das erhaltene von zwölf Fünfecken 
(zweiter Art begrenzte Vielflach ist das 12-eckige Stem-lä-Flach der 3. Art. Denn nach der ersten Hessschen 
Formel ist 2;« = 12-1, ^pjt = 12 ■ ot d. h. A ^ 3. Der innerste Kern ist ein Dodekaeder, dessen Fläche 
die innere Zelle der Gi^enzfläche des Vielflaches ist. Vergl. Fig. 23 Taf. VII (Grenzfläche: aicde) und Fig. 5 
Taf. X. 3) Zwei nicht benachbarte, von a ausgehende Kanten ac, z. B. ac" und ac"', liefern mit der Ver- 
bindungsgeraden (f'c"' ihrer Endpunkte ein gleichseitiges Dreieck und durch jede Gerade ac gehen deren 
zwei. Die dadurch gebildete Ecke a ist fünfflächig von der zweiten Art, Das entstehende Vielflach höherer. 
Art besitzt ^^ = 20 Flächen und ist das 30-fläckige Stern-13-Eck der 7. Art. Denn da i;« = 12 ■ 2, 2pro = 205r 
ist, so ergiebt die erste Hesssche Formel^ J. = 7. Der innerste Kern dieses von zwanzig Flächen be- 
grenzten Vielflaches ist ein Ikosaeder. Dieses komplizierteste der vier regulären Polyeder höherer Art zeigt 
Fig. 24 Taf, VII (mit der Grenzfläche abc) und Fig. 24 Taf XI, Weitere Vielflache höherer Art lassen sich 
auch aus dem Ikosaeder nicht ableiten.^) 

129. Zweite Ableitung der regulären Vielflaehe höherer Art. Da die innersten Kerne der regulären 
Vielflache höherer Art regelmässige Vielflache erster Art sind, so ergiebt sich zur Konstruktion jener folgen- 
des einfache Verfahren. Man konstruiere auf der Ebene einer Fläche des regulären Vielöaches erster Art, 
die man als Zeichenebene wählt, die Schnittlinien (Spuren) der Ebenen aller übrigen Grenzflächen des Viel- 
flaches. Die Schnittpunkte dieser Linien werden sich wegen der Regelmässigkeit des Vieiflaches auf Kreisen 
um den Mittelpunkt der Grenzfläche der Zeichenebene gruppieren. Diejenigen Schnittpunkte (mindestens 
zweier Geraden) auf demselben" Kreise, die in einem fortlaufenden Zuge von Schnittlinien ein reguläres 
Polygon (erster oder höherer Art) e^eben, sind dann die Eckpunkte der Greiizfiäche eines reguläreii Viel- 
flaches höherer Art. Aus dem Tetraeder und Hexaeder ist hier nichts zu erhalten; das Oktaeder liefert mir 
ein seiner Grenzfläche umbeschriebenes gleichseitiges Dreieck, d. h, die FRche des fersten in voriger Kummer 
beschriebenen diskontinuierlichen Vielflaches. Das Dodekaeder. Die P^che des Dodekaeders, die als Zeichen- 
ebene dient, sei mit 1 bezeichnet, die sie der Reihe nach seitenden mit 2, 3, 5, 8, 4. Die Zahl, welche 
eine fler sechs Übrigen Mächen bezeichnet, sei die Ergänzung der Zahl der gegenüberliegenden Fläche zu 13, 
so dass also der Fläche 1 die Fläche 12, der Fläche 2 die Fische 11 gegenüberliegt u. s. w. Fig. 16 Taf. H 
zeigt dann die durch die Ebenen von zehn Dodekaederflächen auf der Ebene der Fläche 1 erzeugte Figur 
von Schnittgeraden (Spuren), wobei jede Spur mit der Zahl (in Klammer) bezeichnet ist, welche die zu- 



].) Die Ebene der Fläche »fett 6 fFig 101 S lb(-) lauft parallel iIt Tangeiitial'-ljHiii; m h in die dem Ikosaeder 
umbeschriebeneKugel, d. h. parallel einer Dodekaederfllcke u ■< w 

2) Die zweite Hesasche Formel i^t natürlich ebenfalh anwendb'lr und ergielt immer das-elbe A 

3) Auf Gfrund dieser ersten Ableitung der regulkren "i lelfl'M.lie höherer Alt kann man sich FadenmodeUe solcher 
herstellen, indem man in dem Stabmodell dti Kanten dei äusseren ümhilUungapolveders die Erken m geeigneter Weise durch 
Fäden verbindet, welche die Kanten dos TielflachPB daistellen Em snlclies Modell ist mehr geeignet den inuem Bau des 
Eörpers EU veranschaulichen, als ein Pipi modeil und Usst minrhe ferner Eigens' haftPU sofort able&pn 
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gehörige Dodekaederfläcbe trägt.-') Das innerste schraffierte Fünfeck ist die Dodekaederfläche selbst, gebildet 
TOE den Schnittpunkten 1. Von den Schnittpunkten 2 werden zwei reguläre Fünfecke gebildet: ein Fünfeck 
erster Art, die Fläche des 12-flächigen 8temrl2-Ecks der 3. Art, und ein reguläres Fünfeck 2. Art, die Fläche des 
12-eckigen St&firl2-Flaches der 3. Art. Von den Schnittpunkten 3 wird ein reguläres Fünfeck 2. Axt gebildet, 
die Fläche des 20-eekig^i 8tem-12~Wladis der 7. Art. Hiermit sind die vorhandenen Möglichkeiten von Flächen 
höherer, aus dem Dodekaeder nach dieser Methode ableitbaren, Vielflache erschöpft. Bas Ikosaeder. Die 
Fläche desselben, die als Zeichenebene dient, sei 1. Die Bezeichnung der übrigen Flächen zeigt Fig. 102. 
Die Spuren der Ebenen von achtzehn Ikosaederfiächen — die Ebene des Dreiecks 20 schneidet die Ebene 
von 1 in der unendlich weiten Geraden — sind in Fig. 17 Tafel 11 dargestellt. Regu- 
läre Vielecke werden nur durch die Verbindungslinien folgender Punkte erzeugt. Die 
Punkte 1 sind die Ecken der (schraffierten) Ikosaederflä^he. Je drei der Punkte 6 
geben ein gleichseitiges Dreieck, die Grenzfläche des aus fünf Tetraedern bestehenden 
diskontinuierlichen VielSaches. Die sechs Punkte 6 ergeben zu je drei verbunden 
zwei sich kreuzende gleichseitige Dreiecke, die also die Ebene der innersten Ikosaeder- 
fläche zum Teil doppelt überdecken. Es sind zwei der Flächen des aus zehn Tetra- 
* edem bestehenden diskontinuierlichen regulären Vielflaches. Die drei Punkte 7 endlich 
^^^- "^' bilden ein gleichseitiges Dreieck, die Grenzfläche des 30-flächigen Stem-13-Ecks der 

7. Art. Die übrigen Schnittpunkte ergeben keine Flächen regulärer Polyeder höherer Art und kommen bei 
späteren Untersuchungen zur Besprechung.*) 

130. Die regulären, die Kngel melirfacli bedeckeaden Netze. Die Bezjprozität. Ea bestehe ein die 
Kugel .4-mal überdeckendes Netz aus /' «-ecken a-ter Art. In jeder der e Ecken a-ter Art sfcossen v Mächen 

zusammen, und ein Winkel einer Fläche sei m. Dann gilt also : f ■ ■ — ^- -■ ■ -^ = A-®, wenn ® wie 

früher die KugelflUche bedeutet. Mit v-o = a-2it ergiebt sich daraus: 

f^ ^Ai 

Es sind die ganzzahligen Werte von f, A, a, a, n, v zu bestimmen, welche diese Gleichung befriedigen, während 
gleichzeitig nf=^v-e=^'2K und, wenn k die sphärische Kante des Polygons ist, cos -^ ■ sin ^ =' cos — ist. 
(Vergl. Nr. 37.) Von den analytisch zulässigen Lösungen dieser Gleichungen sind aber nur wenige brauch- 
bar, wegen des folgenden für die regulären Netze gültigen Satzes, der analog dem für die Polyeder gültigen 
zu beweisen ist*): Die Ecken emes regulären Netses höherer Art sind identisch mit denen emes erster Art. 
Danach ergeben sich, abgesehen von dem Kreiateilungsnetze und dem Zweiectsnetze höherer Art, denen keine 
Polyeder (sondern nur Grenzfälle solcher) ein- oder umbeschrieben sind, nur die folgenden vier Netze höherer 
Art, die sämthch von den fünfzehn, auch das Dodekaeder- und Ikosaedemetz erster Art bildenden Haupt- 
kreisen erzeugt werden und also in dem sog. zweiten Hauptnetze Fig. 15 Taf II enthalten sind. 1) Das 
Netz, dessen Grenzfläche das Dreieck G^ G^ G/ ist, und dessen zwölf Eckpunkte die eines Ikosaedernetzes 
sind. Ein solches Dreieck bedeckt zweiundvierzig charakteristische Dreiecke des aus 120 solchen bestehenden 
Es ist also J.- 120 = 20 -42, d. h. J. = 7, und die Zahl der Dreiecke des Netzes ist 20. 
L Netze ist das 20-fläcluge Stem-12-Eek der 7. Art einbeschrieben, das 20-eckige Stern-12-Flaeh der- 



1) Die Spur der Ebene der Fläche 12 auf 1 ist die unendlich ferne Gerade. 

2) Auf Grund dieser zweiten Ableitung lassen sich leicht die Pappmodelle der sichtbaren Oberfläche der \ielflache 
darstellen. Das 12-eokige Stern-ia-Plaoh z. B. stellt man. sich, her, indem maa auf die zwölf Fl&chen eines Dodekaeders fünf 
Beitige Pjramiden aufsetzt, deren Seitenfläcten die Verlängerungen der fünf der Grundfläche benachbarten Flächen des 
Dodekaeders sind, das 20-eckige Stern- IS-Flach durch Aufsetzen dreiseitiger Pyramiden auf die Flächen eines Ikosaeders 
Die Seitenfläche einer solchen Pyramide ist die äussere dreieckige Zelle eines Fünfecks 2, Art, dessen innere fünteckige Zelle 
die lkosa,ederkaaite zur Kante hat u. b, w. Vergl. über die Herstellung der beiden übrigen Vielfiache Wiener d a U 
S. 24—26. Die Herstellung aus Busammenhängenden Hetzen ist unpraktisch. 8) Hess II. 8, 436, 
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selben Art umbeschrieben. 2) Das 12-fläehige Ketz, dessen Gfrenafläehe C^ Cg' Cg Cg Cj(,' ist, und dessen 
zwanzig Eckpunkte die eines Pentagondodekaedemetzes sind. Diese Grrenzfläche bedeckt 30 ■ 2 -|- 10 
charakteristische Dreiecke des Haupfcnetzes^), es ist also A ■ 120 ^ 12 - 70, d. h. A = 1. Dem Netze ist das 
20-eckige Stem-12-Flach einbeschrieben, das So-flächige Stem-12-Eck umbeschrieben. Die Netze 1 und 2 
sind Ttof)^iigiert, die beiden Polyeder sind pola/r-rezii^ok. 3) Das 12-flächige Netz, dessen Fläche das Fünfeck 
zweiter Art G^ G^ G^ G^ G^ ist, und dessen zwölf Eckpunkte die eines Ikosaedernetzes sind. Eine Fläche 
bedeckt 10-2 + 10 charakteristische Dreiecke des Hauptnetzes; es ist A- 120 = 12 '30, d. h. ^ = 3. Dem 
Netze ist das 12-eekige Stern-12-Flaeh einbeschrieben, das 12-flächige St6ni-12-Bck umbeschrieben. 4) Das 
12-flächige Netz, dessen Fläche das Fünfeck G^ Gg G^ G-g G^ ist, und dessen fttnfkantige Ecken zweiter Art 
die eines Ikosaedernetzes sind. Da eine Fläche dreissig charakteristische Dreiecke des Hauptnetzes bedeckt, 
so ist j1-120 = 12-30, d.h. A = d. Diesem Netze ist das 12-fiächige Stern-12-Eck einbeschrieben, das 
12-eckige Stern- 12-Flach umbeschiieben. Die Netze 3 und 4 sind konjugiert, die beiden Polyeder sind 
polar-reziprok. 

131. SjTnmetrieaclisen und -Ebeuen. Bletrische Relatioiieii. Aus der Ableitung der regulären Viel- 
flache höherer Art folgt ebenso direkt wie aus der ihrer spMrischen Netze, dass diesen Vielflachen dieselben 
Achsen und Symmetrieebenen zukommen wie dem Ikosaeder-Dodekaeder. Während aber bei den beiden die 
Kugel siebenmal bedeckenden Vielflaehen die Ecken-, Flächen- und Kantenachsen mit denen der erzeugenden 
Polyeder zusammenfallen, sind bei den beiden die Kugel dreifach bedeckenden Vielflachen die ö-zähhgen 
Achsen sowohl Ecken- als Flächenaehsen, während die 3-zähIigen Achsen nach den Doppelpunkten dieser 
Vielflache gerichtet sind.^) Es sei endlich noch kurz auf die metrischen Relationen bei diesen regulären 
Vielflachen hingewiesen. Die Berechnung von Oberfläche und Inhalt, sowie der Radien der ein- und um- 
besehriebenen Kugel erfolgt leicht trigonometrisch aus den Netzen, doch lässt sich die Rechnung auch 
elementar auf Gfrund der zweiten Konstruktion durchführen. Die folgende Andeutung mag hier genügen,^) 
Bezeichnet man für die drei Polyeder, deren innerster Kern ein Dodekaeder ist, mit Rücksicht auf Fig. 16 
Taf. n die Längen der Kanten fotgendermassen: die Kante 1,1 des innersten Dodekaeders mit k, die Kante 2,2 
des 12-eckigen Stern- 12-Flachs mit k', die Kante 2,2 des 12-flächigen 8tem-12-Eeks mit h" und die Kante 3,3 
des 20-eckigen Stei-n-12-FIaehe mit k'", so lassen sich leicht diese vier Kanten durch einander ausdrücken, 
entweder indem man von den elementaren Sätzen der stetigen Teilung G-ebrauch macht, oder indem man 
direkt die Formeln S. 22 Anm. 3 anwendet.*) Es ist k==k' (]/5 —2) = ^ (S — yF) = ^ (51/5 — 1 1).'^) Die 
Grenzfläche jedes Vielöaches ist durch die Kante nach den erwähnten Poi-mein bestimmt. Der Radius der 
eiübesehri ebenen Kugel wird aus dem für das innere Dodekaeder erhalten, indem man in dem Werte 

jp = ^ [/ — ' ' (vergl. Nr. 103) Ic durch die Kante des betr. Vielflaches ausdrückt. Ist dessen Fläche F, 
so ist der Inhalt des Vielflaches T^^«— i— , wenn n die Flächeazahl bezeichnet. Es ist z.B. für das 



12-eckigG Stem-12-Plaßh; ^ = ^Yö (5 — 2 l/ö), P = | K ^"Tö^ ^<^ ^^^^^^ F=^']/— 



Der Radius II der umbeschriebenen Kugel wird aus JfJ^= P^ -\- r^ gefunden, worin r der Radius des um- 

beschriebenen Kreises der Grenzfläche ist. Für das eben berechnete Vielflach ist H ^ -^ y ■ ~% -— ■ Die- 
selbe Formel für den F^heninhalt hätte sieh übrigens ergeben, wenn man das dreifache innere Dodekaeder 
um die zwölf aufgesetzten Pyramiden vermehrt hätte. Es ist, wie eingangs bemerkt, nicht schwer, umgekehrt 



1) Da das innere Fünfeck (?j I?, G^ G^ G, doppelt Überdeckt ist. 2) Vergl. Nr. 133, 

S) In den weiteren Nummern dieaea Buclieä wird von metrischen Betrachtungen im allgemeinea abgeselieu werden 
i) Ea aind z. B. k und if Kanten von Fünfecken erater und zweiter Art, die den gemeinsamen Radius e des ein- 
beschriebenen Kreises besitzen, u. a. w. 

5) Auf drei Stellen: k = k' ■ 0,33S = Ic" ■ 0,382 = h"' • 0,090. 

32* 
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alle zu Iterechnenden Grössen durch den Radius B der umb es ehr i ebenen Kugel auszudrücken. ') Etwas kom- 
plizierter ist die elementare Berechnung der Kante ¥ des 20-flä<ihigen Stern- 12-Ecks aus der Kante h des 
inneren Ikosaedera. Das in Fig. 17 Taf. II von den Ecken 7 gebildete Dreieck ist der Schnitt der drei an 
das Dreieck 20 (Tig. 102 des Testes) grenzenden Dreiecke 15, 16, 19 mit der Ebene des Dreiecks 1. Diese 
drei Dreiecke bilden mit der Ebene des Dreiecks 20 den Flächenwinkel des Dtoaaeders, welcher bekannt ist. 
Da die parallelen Ebenen von 1 und 20 um das Doppelte des Radius der einbeschriebenen Kugel des 
Ikosaeders von einander entfernt sind, so ist die Fläche des i^O-fläcbigen Stern-12-Ecks die Grundfläche einer 
abgestumpften dreiseitigen Pyramide, deren Höhe der Durchmesser der dem Ikoaaeder einbeschriebenen Kugel 
ist, deren obere Deckfläehe die Ikosaederfläche ist, und deren Seitenflächen mit der oberen Deckfläche den 

Fläcbenwinkel des Ikosaeders bilden. Man findet k' = k- ' ■■ Da die Fläche F = —- Y^, der Radius 

der einbeschi-iebenen Kugel P= A (3 + ]/5) l/3 = ^ (3 — l/S) ist, so ergiebt sieh F=20-^^=- 
^ i'^yä (3 — Yb). Für B findet man: -B = ^ 1^62 — 6 Vö. Derselbe Wert von k' Rsst sieb aus k auf 
Grund der Konstruktion von Fig. 17 Taf II ableiten. Verengert man eine in X stetig geteilte Strecke AB 
um den grösseren Abschnitt BX bis C, so ist bekanntlich ÄC wieder in B stetig geteilt, und es ist 

AC = AB-6) wenn = — i-J-, ist. Die Konstruktion von Fig. 17 Taf. 11 ist die folgende. Durch Ver- 
längerung der stetig geteilten Kante 1,1 des Ikosaeders um den grösseren Abschnitt ergiebt sich Punkt 4. 
Durch dieselbe Konstruktion ergiebt sich auf der Verlängerung Ton 1,4 der Punkt 6. Ea ist also 1,6 = ft ■ o^. 
Wegen dei Parallelität dieser Spur 1,6 mit 7,7 ist 1,6 = 7,6. Verlängert man die stetig geteilte Strecke 7,6 
um ihren grösseren Abschnitt und wiederholt diese Operation an der erhaltenen Strecke 7,6,6, so ergiebt 
sich 7,7 = 7,6 ■ 6\ Es iat also 1,1 ^h' ^h- 0*, d. h. h' = 'k- ■■ ' ■ Um die Figur zu zeichnen, sind nur 
die Punkte 6 in der geschilderten Weise zu konstruieren.^) 

132. Die Doppelelemeate eines Vielflaclies höherer Art. Wie bei den Vielecken in der Ebene die 
Doppelpunkte und Diagonalen besondere Beachtung verdienten, so bei den räumlichen Vielflachen bez. Viel- 
ecken die Doppelpunkte, Doppelkanten und Doppelebenen. Es sollen zunächst die Definitionen dieser Ele- 
mente gegeben werden, alsdann sind die regulären Vielfiache als Beispiele gewählt. — Doppelpunkte (Knoten- 
punkte) heiesen die auf den Grenzflächen auftretenden Schnittpunkte mehrerer Flächen, wenn sie nicht Ecken 
des Vielflaches sind. Gehen mehr als drei Flächen durch einen solchen Punkt (mehrfacher Punkt), so ist 
er gleichwertig mit einer bestimmten Anzahl von durch drei Flächen gebildeten Doppelpunkten, bei vier Ebenen 
mit vier zusammenfallenden Doppelpunkten, bei fünf Ebenen mit zehn, allgemein bei n Ebenen mit 

— — , ^ . Doppelpunkten.^ Solcher giebt es zwei Klassen: Die BoppelpunMe erster Klasse liegen auf 

den Kanten des Vielflaches, sind also zugleich Doppelpunkte der Grenzflächen d. b. in ihnen achneiden sich 
mindestens zwei Kanten, die einer Grenzfläche angehören. Die Zahl solcher Doppelpunkte eines Vielflaches 
sei D^, wobei mehrfache Punkte in einfach zu zählende Doppelpunkte aufgelöst sind.*) Die Doppdpuf^ie 
der 2. Klasse liegen entweder auf einer oder mehreren Kanten verschiedener Grenzflächen oder im Innern der 
Grenzflächen. Durch sie, deren Anzahl für ein Vielflacb D^ sei, gehen die sogleich zu definierenden Fläehen- 
doppelkanten. Es zerfallen die Doppelkanten eines Vielflaches in die beiden Arten der Flächen doppelkanten 



1) Vergl. hierzu auch: 0. Löwe, Über d. regulären u. Poinsotachen Körper und ihre InialtsheBtimmimg vermittelst 
Determinanten (München 1883); mit Angaben intereeeanter Beziehungen awiechen den Inhalten der Stempoljeder und der 
Polyeder erster Art. Femer: Dostor, Proprißtös gönßrales des poljödrea r^guliers ötoilös. Liouvilles Joum. 3. sörie T.V. 
1879. 8. 269, 

2) Vergl. hierzu: Hess, Über die Engleich gleicbeckigen und gleichflächigen Polyeder. Kassel 187ö, B. 36 ff. (künftig 
als Hess III Eitiei-t), 3) Vergl. Nr. 40. 

i) Dasselbe gelte für alle weiteren Doppelelemente. 
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und Eckend oppelkaiiten. Flckhendoppdkantm sind solche Schnittlinien je zweier Grenzflächen eines Viel- 
flaehes, die nicht Kanten desselben sind und innerhalb jeder der beiden Grenzflächen liegen. Auch hier sind 
zwei Klassen zu unterscheiden. Flächmdoppelkanieti der^ erstm Klasse sind die, welche mindestens dm-ch eine 
Ecke des VieUlaehes gehen und also eigentliche Doppelkanten dieser Ecken, entsprechend den Doppelpunkten 
ebener Polygone, sind. Ihre Zahl sei K{. Die Flächmdoppelkanten der sweiten, Blasse gehen durch keine 
Ecke des Vielflaches, sondern treten nur als Verbindungslinien von Doppelpunkten auf. Ihre Zahl*) sei K^. 
EckendoppelJcanten sind solche Verbindungslinien je zweier Eckpunkte eines Vieiflaches, die keine Kanten sind 
und die Eigenschaft haben, dass die durch sie gelegten Ebenen, welche nicht in den körperlichen Innen- 
winkel der einen Ecke fallen, auch bei der andern Ecke ausserhalb ihres Innenwinkels liegen. Ecken- 
doppelkanim der ersten Klasse sind diejenigen, die mindestens in einer Grenzfläche des Vieiflaches liegen und 
dieser Fläche als Doppelgeraden, d. h. solche Diagonalen, entsprechen, die zugleich in zwei Um fangs winkeln 
liegen. Ihre Anzahl sei Kj^. Die EchendoppeUcanten der ßiceUen Klasse haben die genannte Eigenschaft 
nicht und sind nur Schnittlinien von Doppelebenen. Die Anzahl werde mit K^ bezeichnet. Doppelebenen 
sind solche Ebenen, die, ohne Grenzflächen zu sein, durch drei oder mehrere Eckpunkte eines Vieiflaches 
bindurchgelegt werden können, ohne dass sie in die Innenwinkel dieser Ecken hineinfallen. Eine durch drei 
Punkte gehende Doppelebene ist einfach zu zäJilen, eine durch n Punkte gehende mehrfache Ebene ist gleich- 

wei-tig mit " ^" ^ ^^ Doppelebenen. Die Doppelebenen der ersten Klasse gehen durch mindestens zwei 

Kanten derselben Ecke hindurch und sind zugleich Doppelebenen der Ecken, entsprechend den in TJmfangs- 
winkeln liegenden Diagonalen ebener Polygone. Ihre Zahl sei 3)j. Die Doppelebenen der sweiten Klasse 
gehen durch eine oder mehrere Kanten des Vieiflaches, die nicht derselben Ecke angehören, oder überhaupt 
durch keine Kante des Vielflaches und tragen überdies die erwähnten Eckend oppelkanten. Ihre Anzahl 
werde mit %^ bezeichnet. — Die Reziprozität der Doppelelemente erbeUt direkt aus ihren Definitionen, die 
in einander übergehen, wenn Punkt und Ebene mit einander vertauscht werden, während eine Kante wieder 
einer solchen entspricht. Unterscheidet man die Anzahl der Doppelelemente zweier polar -reziproker Viel- 
flacbe V und V, deren Beziprozität eine ungestörte ist, durch ungestriehelte und gestrichelte Buchstaben, 
so gelten die Gleichungen: D-, = ©/, D^ = ©/, Ä"/ = K^'\ Ki = K^\ K{ = Jf/', K; = Kf, ^^ = D^, 
Sg =^ Dg', deren Bestehen an dem Beispiele der regulären Vielflache verfolgt werden mag. Die bisher be- 
trachteten Doppelelemente sind als eigenüiclie zu bezeichnen. Wie aber bei den ebenen Polygonen auch die- 
jenigen Doppelpunkte zu betrachten waren, die von einer Kante und der Verlängerung einer andern Kante 
gebildet wurden^), sowie solche Diagonalen, die in dem Umfangswinkel der einen und im Innenwinkel der 
andern Ecke liegen, so sind auch bei den Vielflaehen uneigenUicke Doppelelemente zu berücksichtigen. Es ist 
z. B. ein imeigentlicher Doppelpunkt ein gemeinsamer Punkt von p Grenzflächen, von denen aber q erst er- 
weitert werden müssen; eine uneigentliehe Doppelebene eine solche, welche durch p Ecken gelegt bei q der- 
selben durch den körperlichen Innenwinkel hindurchgeht u. s. w,") 

\SS. Die Doppelelemente des 12-eckigen 8teni-12-Flaches und des 12-flächigeii Stei'ii-12-Ecks. Man 

beachte hier die Figuren 23 und 22 auf Tafel VII und die die Grenzflächen darstellende Fig. 16 auf Tafel 11. 
Es sei zunächst das erste der angeführten Vielflache auf seine Doppelelemente untersucht. Die Doppelpunkte 
der ersten Klasse sind die Doppelpunkte der Grenzflächen, d. h. die Eckpunkte des innem dodekaedrischen 
Kernes (a. E. der Punkt D in Fig. 23). Jeder wird durch drei Ebenen gebildet; es ist D^ = 20. Doppel- 
punkte zweiter Klasse sind nicht vorhanden, ebenso wie Flächendoppelka/nten beider Klassen. Eckendoppelkanten 



1) Gehen n Mächen durch eine solche Doppelkante, so ist sie für — i~.^_„J einfache D oppelkanten z 

den reguUren Vielflaehen tritt dieser Fall nicht ein. 3) Vergl. Nr, 34. 

3) Die Theorie der Doppelelemente eines Vielflaches findet man in Heaa IIl S. 39 ff. Von den i 
Doppelpunkten u. a. w. ist S. 31 ff, gehandelt, wo über ihre Zählung nachzulesen ist. Bei den r^ulären VieMachen kommen 
uneigentliehe Doppelelemente nicht vor, wohl aber bei den später au besprechenden gleicheckigen und gleichflächigen Polyedern. 
Doch s« fni die letzteren auf die Originalai'beit von Hess verwiesen 
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erster Klasse sind die Kanten des umtiilleiiiien Ikosaedera (z. B. ac in Fig. 23). Sie verbinden zwei Naehbar- 
ecken des Vielflaches, ohne durcli die körperlichen Innenwinkel zu gehen, und zugleich zwei Nachbarecken 
von zwei Grenzflächen, wodurch sich ihr Name erkort. Es ist ersichtlich Kj° = 30. Eckmdoppelkanten 
eweiter Masse existieren nicht, ebensowenig Doppelehenen erster Klasse. Die Doppdehenen BweUer Klasse, 
die durch keine Kante des Vielflachea geben, sind die Ebenen des äusseren Ikosaedera (z. B. agc in Fig. 23), 
ihre Zahl ist also ®ä = 20, — Ebeneoleicht ergeben sich die Doppelelemente des 13-ßädiigen Siem-13-Ecks, 
das dem vorigen Vielflach poiaj-reziprob ist. Es besitzt, da die Grenzfläche ein Fünfeck erster Art, also ohne 
Doppelpunkte ist, keine Boppel^mUe erster Klasse. Die Doppelpimkte gweiter Klasse {IX in Fig. 22, die 
Punkte 1. auf der von den Punkten 2 gebildeten Grenzfläche in Fig. 16 Taf. EE) in denen sieh drei Flächen 
achneiden, sind die Ecken des innern Dodekaeders, d. h. Z*g = 20. Die Flächendoppelkanten erster Klasse 
sind die je fünf Diagonalen der zwölf Grenzflächen (z. B, ad in Fig. 22). Da jede solche Diagonale zu zwei 
Flächen gehört (daher der Name Plächeudoppeikante), so ist K^^ = -y- = 30. Flächendoppelkcmten zweiter 
Klasse sind nicht vorhanden, ebenso fehlen die Eckmdoppelhanten. Doppelehenen erster Klasse sind die Flächen 
des äusseren Ikosaedere {z. B. aef in Fig. 22), sie gehen durch je zwei Kanten jeder Ecke. Es ist also S)i = 20. 
Doppelebenen der zweite». Klasse existieren nicht. 

N- 184. Die Doppelelemente des 20-eckigeit St«rii-!2-Flaclies und des 20-fläcliigeii SterH-12-Eeks. Hier 

sind die Figuren 21 und 24 auf Tafel Yll und ^^ die Grenzflächen der beiden Vielflache darstellenden 
Figuren 16 und 17 auf Tafel II zu berücksichtigen. Es sei zunächst das äO-eckige Sierrtrlä-Flach betrachtet. 
Die Do^p^pwrMe erster Klasse sind die Doppelpunkte der Grenzfläche, die ein Fünfeck zweiter Art ist (die 
Punkte 2 in Fig, 16, die Punkte D in Fig. 21). Durch jeden dieser zwölf Punkte geben aber fünf Flächen 
des Vielflacbes'-), jeder zählt also nach den allgemeinen Ausführungen in Nr. 132 zehnfach, d. h. es ist 
Jt^ = 120. — Die fünf durch den Punkt D in Fig. 21 gehenden Grenzflächen schneiden die Ebene der 
Fläche ahcde in einem Stemfünfeek mit fünf Doppelpunkten, dessen Ecken die auf ahcde liegenden Doppel- 
punkte erster Klasse sind. Jeder solche Doppelpunkt sweitßr Klasse Hegt also ausser auf ahcde noch auf 
zwei öreuzflächen; es ist somit D^ = ■■■■ ^ 20. Flächendoppelkanten erster Klasse existieren nicht, Flächen- 
doppelJcanten zweiter Klasse sind die Verbindungsgemden der abweebaeluden Doppelpunkte der Grenzflächen 
(z. B. die Gerade fg der Grenzfläche ahcde in Fig. 21). Da auf jeder Grenzfläche fünf verlaufen, jede aber 
zu zwei Grenaflächen gehört, so ist K^ = 30. Eclcendoppelkanfen erster Klasse gehen sechs von jeder Ecke 
aus (die sechs iu Fig. 21 von der Ecke h ausgehenden punktierten Geraden). Da aber jede doppelt gezählt 
wird, nämlich in ihren beiden Enden, so ist Ä^« = — ^ = 60. Echmdoppdkanten swciter Klasse sind zwei 
Arten vorhanden. Erstens die dreissig Geraden, welche je zwei benachbarte Ecken verbinden (z, B. die 
Gerade hi in Fig. 21). Es sind die Kanten des umhüUenden Dodekaeders. Zweitens die Geraden, von denen 

je sechs von einer Ecke ausgehen^), wie die Gerade hk in Fig. 21. Es ist also K^^ ^ 30 ^ s— = 90. — 

Doppel^benen erster Klasse existieren nicht, wohl aber solche zweit&r Klasse, von denen sechs Arten zu unter- 
scheiden sind. «) Die zwölf Ebenen des äusseren Dodekaeders tragen je fünf Ecken des Vielflaches und 
sind gemäss den aUgemeinen Betrachtungen zehnfach zu rechnen. Sie gelten also für 120 Doppelebenen 
(z. B. die Ebene durch hloph in Fig. 21). ß) Die Ebenen durch je drei einer Ecke benachbarte Ecken 
(z, B. durch Ä,p,c, die der Ecke k benachbart sind, Fig. 21). Solcher Doppelebenen sind zwanzig vorbanden, 

1) Durch jeden Punkt 2 in Fig. 16 Taf, 11 gehen vier Spuren; da aber die Zeichenshene mitzählt, so ergehen sich 
die angeführten fänf Ebenen. In derselben Weise erBehlieEst man auch fernerhin die Zähligkeit der Doppelpunkte durch 
Betrachtung der Grenzfläelie und der auf ihr yerlaufenden Spuren der übrigen Ebenen. 

2) Man ateUe das Modell des Vielflaches mit der Ecke k zu. oberst, wonach sich leicht die angegebene Zahl 6 ab- 
lesen IftBBt, Die ebenso wie 6 gelegenen Ecken, die also mit k gleicMange Verbindungsgeraden ergeben, liegen in einer 
Ebene und bilden ein gleicheckiges (3 -|- 3) -eck. Die Benutzung von Modellen ist, um der Anschauung au Hilfe zu kommen, 
immerhin zu empfehlen. 
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y) Die Ebenen durch vier Ecken in der Lage wie die Ecken h,d,b,p. Fig. 21. Jede von diesen Ebenen läuft 
parallel einer Kante des Vielflacbes, die genannte z. B. parallel der Kante M. Es sind also dreissig Ebenen, 
■welche aber vierfach zu rechnen sind, da sie durch je vier Ecken geben, somit 120 Doppelebenen. 5) Die 
Ebenen durch drei Ecken in der Lage wie h^i,}). , Solcher Ebenen geben durch jede Ecke 9; da aber in 
jeder Ebene drei Ecken liegen, so ist die Anzahl dieser Doppelebenen — r— = 60. i) Die Ebenen durch 
drei Ecken in der L(^e Ä,&,c, Durch jede Ecke gehen wieder neun Ebenen, es ist also wie vorher die 
Anzahl aller — ^ = 60. Alte Ebenen «) bis e) tragen keine Kanten des Vielflaches. £) Die Ebenen durch 
sechs Ecken wie h, l, i, q, r, c. Eine solche Ebene trägt drei Kanten des Vielflaches, z. B. die genannte die 
Kanten hq, hc, Ir. Da jede Ebene durch sechs Ecken geht, also 20-fach zu rechnen ist, und je eine parallel 
einer der Ebenen ß läuft (die genannte z. B. parallel der Ebene keo), so ist ihre Zahl 20 - 20 = 400. Es 
ist somit ®a = 120 + 20 + 120 + 60 + 60 + 400 === 780. Das äO-flächige 8tem-13-Eck besitzt keine 
Do^elpHnkte erster Klasse, da die Grenzfläche ein Dreieck ist. Die Doppelpimkte sweiter Klasse sind aus 
Fig. 17 Taf. II sofort abzulesen; es giebt von ihnen sechs Arten, a) Die Punkte 1, d, h. die Ecken des 
inneren Ikosaeders. Solcher liegen je drei auf einer Fläche, jeder gebildet von fünf Ebenen, also 10-fach zu 
rechnen; da er aber fünf Ebenen angehört, so ist die Anzahl dieser Doppelpunkte 10 — r— == 120. ß) Die 
Punkte 2, durch drei Ebenen gebildet, auf jeder Ebene drei: ■ ■ = 20. y) Die durch vier Ebenen ge- 
bildeten Punkte 3, von denen sechs auf jeder Ebene hegen; 4——- = 120. S) Die durch drei Ebenen ge- 
bildeten Punkte 4, von denen neun auf jeder Fläche liegen: ■■ = 60. t) Die Punkte 5, an Zahl wie die 
vorigen gleich 60. Die Punkte «) bis s) liegen im Innern der Grenzflächen. Von den auf den Kanten Hegenden 
Doppelpunkten 6 befinden sich sechs auf jeder Ebene, und durch jeden Punkt gehen sechs Ebenen. Jeder 
solche Punkt 6 zählt also für zwanzig Doppelpunkte, und ihre Gesamtzahl ist daher 20 ■ = 400. Es ist 

also in Summa D^ = 120 -[- 20 + 120 + 60 + 60 + 400 = 780. Die Flächenäopßdhmtm erster Klasse 
sind in Fig. 17 Taf. II die Spuren 6^ auf der Fläche des Vielflaches. (In Fig. 24 Taf VII z, B. die 
Gerade a,6.) Sie gehen durch eine Ecke des Vielflaches. Auf jeder Fläche befinden sich sechs, also ist 
Kj^ = —^ = 60, da jede auf zwei Ebenen gezählt ist. Die Flächendoppelkantm sweiter Klasse sind die die 
Doppelpunkte 6 auf jeder Grenzfläche verbindenden Geraden. Drei davon sind die verlängerten Kanten 
einer Fläche des ümem Ikosaeders, die übrigen sechs die Kanten des Doppeldreiecks, welches aus zwei 
Flächen des diskontinuierlichen aus zehn Tetraedern bestehenden Körpers gebildet ist. Es ist also Z/ = 90. 
Eckendoppelkanten erster Klasse existieren nicht. Die mveiter Klasse sind die dreissig Kanten des umhüllenden 
Ikosaeders (z. B. ^k in Fig. 24). Eine Doi^elebene erster Klasse ist die Ebene des Fünfecks zweiter Art 
hcgih Fig. 24, die also durch fünf Ecken und fünf Kanten des Vielftaches geht. Es ist, da jede der zwölf 
Ebenen zehnfach zu rechnen ist, %^ = 120. D&ppelebenen sweiter Klasse sind die zwanzig Flächen des um- 
hüllenden Ikosaeders, z. B. agh in Fig. 24. — Stellt man sich die Doppelelemente der vier betrachteten 
regulären Vielflache höherer Art in einer Tabelle zusammen, so übersieht man leicht ihre polare Zu- 
ordnui^. 

155. Die Doppelelemente eines disfcontinuierliclien Vjelflaclies. Es soll an dem Beispiel des aus 
zwei Tetraedern gebildeten, als regulär zu bezeichnenden Vielflaehea (der stella octangula Keplers, vergl. 
Nr. 128) gKiöigt werden, dass die vorangehenden Betrachtungen auch für diskontinuierliche Vielflache ihi'e 
Gültigkeit behalten. Aus Fig. 20 Taf. VII liest man leicht die folgenden Werte ab, wobei die nicht an- 
geführten Null sind. Doppelpunkte zweiter Klasse sind die vierfach zu zählenden Eckpunkte a des innem 
Oktaeders, durch die vier Ebenen gehen. Es ist also J)^ = 24. Flächendoppelkanten zweiter Klasse sind 
die zwölf Kanten a,a desselben Oktaeders. Eckendoppelkanten zweiter Klasse sind die zwOlf Kanten &,fi des 
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äusseren Hexaedörs, und Doppelobenen zweiter Klasse die Tierfach zu zählenden Flächen dieses Hexaeders, da 
jede vier Ecken des Vielflaches trägt; es ist S^ = 24. Das polare Entsprechen der Doppelelemente dieses 
autopolaren Vielflachea ist ersichtlich. 

136. Abhängigkeit der ÄrtBahl A vou der Anzahl der Doppelelemente. Es läest sich eine Gleichur^ 
zwischen der Zahl Ä und der Anzahl der Doppelpunkte sämtlicher Grenzflächen sowie der Doppelkanten 
sämtlicher Ecken für ein konvexes, eine Zelle des Koeffizienten A enthaltendes Vielflaeh angeben, für den 
Fall, dass die Fläche der Art a ihr mögliches Maximum von Doppelpunkten, die Ecke der Art a das 
Maximum von Doppelkanten besitzt. Die Grenzfläche sei ein n~eck. Dann ist ihr Maximum von Doppel- 
punkten d' = n{a— l). Ist die Ecke ein v-kant, so ist die Maximalzabi ihrer Doppelkanten ^) d = v (k— 1). 

Es ist also a = \~ 1, «= — |- 1. Die erweiterte Eulerscbe Gleichung wird dann: 2j(--\-i\-\- 

S [- + 1) = 2-^ + ^> ""i^i'' '^^ ^^^ ö^^*-^ Summe über alle Flächen, die zweite über alle Ecken zu nehmen 
ist: S^ + S-=^2A — (E-{'F — K), worin E und F die 2aMm der Ecken und Flächen sind. Für alle 
Vielfiache, welche sowohl gleiche Ecken wie Flächen haben, ist dann, wenn & und S die Summen aller an 
den Flächen bez. Ecken - vorkommenden Doppelpunkte bez. Doppelkanten sind und E -}- F — K= y ge- 
setzt wird^): 

5i + - = 2 J^ — y. 

BeispieU: Für das 12-eekige Stern- 12 -Flach ist ^=12.5 = 60, n = b, d = 0, y^ 12-f 12 — 30 = — ß, 
d. h. ^ = 3. Für das 20-flächige Stera-12-Eck ist * = 0, 5 = 12 ■ 5, v = b, y = 12 + 20 — 30 = 2, d. h. 
J. = 7. Für die Stella octangula ist ^ = 0, d = 0, 7 = 8 + 8 — 12, d. h. J. = 2. 

137. Geschichtliclie Bemerkungen. (Jamitzer, Kepler, Poinsot, Canchy, Bertrand, Cayle) , Wiener, 
Hess, Badonreau, Becker, MSbius, Fedorow U. a.) Die TJatersudmngeu, die schliesslich zur Aufstellung der beiden 
Formeln von Hess führten, von denen sich die zweite als eine Verallgemeinerung des Enlerschen Poivpdeisatzes 
darstellt, nehmen ihren Ausgang bei Poinsot und schliessen sich zunächst wesentlich an die Betrachtung der legu 
lären Vielflache höherer Art an, weshalb passend die historische Entwiekelung dieser beiden Materien hiei im Zu 
samraenhaage verfolgt wird. Reguläre Stemvieläache sind an sich bereits früher bekannt gewesen, ihre Erfindung 
ist Kepler zuzuschreiben. Es ist aber bemerkt worden^), dass schon Wenzel Jamitaei in dem m Nr 12J 
erwähnten Werke eine Abbildung gegeben habe, die sichtlieh das 12-flächige Stern- 12-Eck darsteile Können 
wir dieser Auffassung aus den in der Anm.*) angeführten Gründen nicht beistimmen, so ei5(hemt uns die Be- 
merkung desselben Verfassers sehr berechtigt, dass von einer Kenntnis eines regulären Vielflaches hoherei Art nur 
erst dann die Eede sein kann, wenn der Begriff des regelmässigen Stemvielects und der entspiechendeu Ecke klar 
vorliegt. Daher ist als Erster auf diesem Gebiete unzweifelhaft Kepler anzuführen; alle voi ihm sich flndenden 
Zeichnungen, seien sie Abbildungen solcher Vielflache noch so ähnlich, sind nur zufällige ^1 Kepler besuhieibt in 
der harmonice mundi deutlich, so dass über die richtige Auffassung kein Zweifel möglich ist, das 12-eckige Stem- 
12-Flach und das 20-eckig6 Stern- 12 -Flach ^) die daher in der Folge verschiedentlich als Keplersche Sternpolyeder 



1) S ist die Zahl der Doppelpuntte des apMriachen Polygons der Ecke. 2) Vergl. Hess III S. 33. 

3) Günther, a. a. 0. 8. 53 ff, (Vergl. Wr. 12), Cantor H S. 536, 

4) Güntiier reproduziert a. a. 0, S. 36 awei Jamitzereclie Abbildungen, Die erste aeigt sicher kein reguläres 
[a sechskantige Ecken vorhanden sind. Aber auch die aweite, auf die sich die Behauptung „reguläre Stem- 
vieläache sind, wenn auch nur der künstlerischen Phantasie entstammend, zuerst bei Jamitaer gezeichnet" stützt, ist durch- 
aus nicht das 13-fläohige Stem-12-Eck, da eine grosse Anzahl der Doppelkanten auf den Seitenflächen in dieser Figur gehrochene 
Linien sind. Hier scheint nur ein Dcosaeder mit nach innen aufgesetzten dreiseitigen Pyramiden vorzuliegen. Wir urteilen 
allerdings nur nach den bei Günther reproduzierten Figuren. 

6) „Die morgenstemartigen Aufsätze, welche man statt der Windfahnen odei' dergl. an Giebeln und DäcKern in 
oberdeutschen Städten noch jetzt hänfig angebracht sieht, sind, wie eine genaue Untersuchung lehrt, oft genau nach dem 
Muster des 20-eckigen Stem-1 2 -Flachs gebildet, und in einer nach alten Vorbildern restaurierten Mosaitplatte der Markus- 
kirche zu Venedig wird Jeder Kundige nicht ohne Staunen eine ebenso schön als richtig ausgeführte perspektivische Dar- 
stellung des regelmässigen Stemdodekaeders erkennen", Günther a, a, 0. S. 88. 

6) Ges. Werke, ed. Piiach. Bd. V S. 122. Die betr. Stelle mit den Figuren abgedruckt bei Günther a. a, 0, S. 36. 
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angefüiirt worden sind, und giebt mehrere perspettivische Abbildungen derselben.-') Auf die Frage, ob Poinsot 
bei Abfassung seiner 1809 erschienenen ausfuhrliehen Abhandlung^), in der die vier regulären Vielflaehe höherer 
Art abgeleitet sind, mit Keplers Untersuchungen bekannt gewesen ist, bez. ihnen den ricktigen Sinn beigelegt hat, 
soll hier nicht eingegangen werden. Von Günther wurde sie Temeinead beantwortet^), unsres Erachtens wohl mit 
Recht. Doch schliesst dies die Priorität Keplers für zwei dieser Körper natürlich nicht aus, denn der Auffassung 
Bertrands, als habe Kepler das eigentliche Wesen seiner beiden Vielfiaclie als Sternkörper nicht erkannt, ist 
nicht beiaupflichten. Andrerseits ist nicht au verkennen, dass die systematische Betrachtung der regulären Vielflache 
höherer Art sich erst bei Cauchy findet.*) — Sfeu ist bei Poinsot zunächst die Ableitung des erweiterten 
Eulerschen Satzes für solche reguläre Vielflache, die mit Flächen erster Art infolge des Vorkommens von Stern- 
ecken die Kugel mehrfach überdecken. Er findet, nachdem er den Begriff der Stemecke an der Pyramide über 
einem Fünfeck aweiter Art als Basis erläutert hat, durch Kugelteilung für solche Polyeder die Gleichung^): 

jf . (^ . 2w + 4l = 8^, deren allgemeine Lösung er kaum für möglich hält. Aber glücklicherweise sind eben 

die beiden von ihm nur gefundenen Lösungen, die das 20-flächige Stem-12-Eck (tou ihm nouvel icosaedre genannt) und 
das 12-flächige Stem-12-Eck (bei ihm nouveau dodecaedre) darstellen, die einzig möglichen für reguläre Vielßache 
höherer Art, die sich durch Diskussion der hingeschriebenen Gleichung ableiten lassen. Für A rechnet er richtig 
7 bez. 3. Diese beiden Vielflache werden häufig noch nach ihm die Poinsotschen genannt. Die zwei noch 
fehlenden, die Kepler kannte, können sich, da ihre Grenzflächen Fünfecke zweiter Art sind, nicht als Lösungen 
obiger Gleichung ergeben; Poinsot leitet sie geometrisch ab. Das 20-eckige Stem-12-Flach (dodecaedre etoUe de 
4}"°' espece) werde aus dem 12-flächigen Stem-12-Eck erhalten, „indem man die gewöhnlichen Fünfecke zu Sternfiinf- 
ecken erweitere". Es ist, wie gesagt, bei ihm von der vierten Art. Das 12-eckige Stem-12-Plach (dod. itoile de 
2'^'' 4spece) ergiebt sich durch Erweiterung der Flächen eines gewöhnlichen Dodekaeders. Die unrichtigen Zahlen 4 
und 2 für die Art der beiden Körper rühren daher, dass Poinsot nicht die richtige Auffassung für den Inhalt des 
Stemfünfecks hat.^) Bei den folgenden Versuchen, weitere konstruierbare Lösungen obiger Gleichung zu finden''), 
kommt er dem Satze, auf dem der Beweis der Unmöglichkeit solcher beruht, recht nahe. Er konstruiert a, B, aus 
sieben Dreiecken eine Ecke zweiter Art, die — der Kugelfläche bedeckt, und fragt, ob sich dieses von 28pFlächea 
begrenzte Gebilde nicht schliessen müsse? Projiziere man es aber auf die Kugel, so bildeten die Mittelpunkte der 
Flächen ein gewöhnliches konvexes Polyeder „welches regulär sein müsse", und man hätte also ein solches mit anderen 
Zahlen als 4, 6, 8, 12, 20, was unmöglich sei. — In einem Zusätze^) leitet er die erweiterte Eulei 
in der Form aE-\-F=:K-\-2A ab, lässt aber bei ihrer Prüfung wohlweislich die 
wieder bei Seite. — Den Beweis, dass mehr als vier reguläre Vielflaehe höherer Art unmöglich sind*), liefert Cauchy 
bereits 1811, im ersten Teile der in Nr. 57 zitierten Abhandlung, indem er zeigt, dass man jedes reguläre Stem- 
polyeder dadurch konstruieren köraie, dass mau die Kanten und die Flächen eines gewöhnlichen regelmässigen 
Polyeders verlängere. Er verallgemeinert also die von Poinsot nur für die beiden letzten oben gebrauchte Methode, 
und da er systematisch die fünf regulären Vielflache erster Art danach untersucht, so verdient seine Arbeit den 
Vorzug vor der Poinsots. Auf die Bestimmung der Art der Vielfiache ^sst er sich bei seiner rein geometrischen 
Darstellung 3 weise nicht ein. Dasselbe gilt für die nächste hier anzuführende Abhandlung, die Neues enthält, nämlich 
die Bertrands, Denn die 1849 erschienene Arbeit von Terquera^") reproduziert lediglich die Resultate von 

1) a. a, 0. S. 120 und S. 272. 2) Bereits in Nr. 12 zitiert. 3) Günther a. a. 0. S. 38 ä. 

4) Die folgenden Bemerkungen atutaen sich auf die OriginaJarbeiten, doch kOnnen wir uns der Kürze befloissigeii, 
da Auaführliches bis zu Wiener in Günthers schöner Arbeit nachgelesen werden kann, 

6) Wir geben hier und weiterhin die betr. Formeln stets der Schreibweise uneres Textes angepaast. In genannter 
Gl. bedeutet also v die Zahl der Flächen an einer Ecke, n die Kantenzahl der Fläche u. s. w. 

5) Vei^l. Nr. 12, 7) a. a, 0. 8. 42. 8) S. 46 dera. Zeitschrift: Addition ä l'article des Polyedres. 
9) Die diskontinuierlichen Vielflaehe esistieren für keinen der folgenden Autoren, bis auf Hess, der sie berücksichtigt, 

10) Angeführt in Nr. 19. Günther zitiert a. a. 0. S. 35 eine Stelle aus Terquems Abhandlung, nach der ee scheinen 
könnte, als ob Terqnem Keplern die Erfindung seiner zwei regulären Stemkörper absprechen wollte. Diese Stelle bezieht 
sich aber auf die dreizehn Archimedeischen Polyeder und lautet vollständig: „Dans le aecond livre du mgme ouvrage Kepler 
döcrit les treize oorpa archimediques, et en donne ies figures. Ce sont des solides terminös par divers polygones reguliere, et 
qui problablement sont aiusi nommes, parcequ' Arehimöde a aussi considörö des solides termines par deux surfaces coniques, 
par un cöne et un cjlindre. Ä la maniete dont Kepler en parle, il ne paraät pas que oes eorps soient de son invention: on 
n'en connatt par i'auteur. Bs ont ötö souyent employ^a dans la perspective." Nun folgt die Anführung von Jamitzera 
Buch und der Abhandlung Kästners, de corporibus polyedris u, b. w. Es seheint, als ob Günther erst durch dieses kleine 
Missverständnifi auf die Idee gekommen sei, bei Jftmitzer nach regulären Sternkörpern au suchen. — Terquem bemerkt 
ausdrücklich über die Stempolyeder in einer Note (S. 135): Nous verrons que les deux premiers polyedres de M. Poinsot 
appartiennent ä Kepler. 
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178 I''- Die liesonderen Vielflache hSherer Art. 

Poinsot und Cauehy. Bertrand"-) leitet die yier regulären Vielilache höherer Art auf Grund des Satzes ab „dass 
jedes Polyeder höherer Art notwendigerweise dieselben Ecken besitze, wie ein gewöhnliches regelmässiges Vielflach". 
Über alle Vorhergehenden hinaus gelangt nun Cayley^), indem er, den richtigen Flächeninhalt des Stemfünfecks 
einführend, der Enlerschen Gleichung die Form giebt, in der sie für alle regulären Vielflache höherer Art gültig 
wird, nämlich aE -\- aF ^ K -\- 2A. Dadurch, dass er im Fünfeck zweiter Art der mittleren Zelle den 
Koefficienten 2 erteilt, ergiebt sieh ihm statt der Poiusotschen Werte 4 ^t^^ 2, wie es sein muss, die Art der 
stemflächigen Polyeder zu 7 und 3. Die erweiterte Eulerscbe Formel, auch hier nur für solche Polyeder abgeleitet, 
die Flächen oder Ecken gleicher Art haben, wird durch Betrachtung des Kugelnetzes erschlossen, wie es Legendre 
und M. Hirsch für Netze erster Art gethan hatten. Besonders wird darauf aufmerksam gemacht, dass je zwei der 
vier regulären Stempolyeder polar zugeordnet sind. In einer weiteren Note*) weist Cayley auf die ihm erst nach- 
träglich bekannt gewordene Abhandlung von Cauehy hin. Die durch ihn in England eingeführten Bezeichnungen 
sind nicht glücklich gewählt.*) Alles bisher auf diesem Gebiete der Lehre von den regelmässigen Sternkörpern ge- 
leistete fasst "Wiener in seiner schon mehrfach erwähnten Schrift zusammen. Hier werden zum ersten Male muster- 
hafte Abbildungen nach Modellen*) und die Netze dei Köiper gegeben. Es ist nicht nötig die Schrift zu besprechen, 
da sie den Betrachtungen des Textes zum Teil zur Giundlage gedient hat. Die hier gebrauchten Bezeichnimgen (von 
Hess) stimmen zum Teü mit denen von Wiener uberem *j Da dieser Poinsot, Cauehy, Bertrand und Cayley 
erwähnt hatte, nicht aber Kepler, so holte er dai Veisaumte m einer kleinern Mitteilung*) nach, indem er zugleich noch- 
mals kurz auf die Reziprozität regulärer Vielfiache eingeht Obgleich mit Wieners Schrift die Kenntnis dieser Viel- 
flache Gemeingut der Mathematiker geworden sein durfte, giebt doch Hügel') (1876) eine ungenaue Definition 
dieser Gebilde*): „Die Poinsotschen Polyedei sind Stempolyedei , wekhe zufolge ihrer Entstehungs weise das 
Charakteristische an sich haben, dass je gleichviel ihrei Gienzflächen m einer Ebene liegen." So gelangt er dazu, 
ein fünftes reguläres Stempolyeder, den auf Tai. VIII Fig. 26 dargestellten Köiper, als 20-eckiges Keil-Ikosaeder 
mit zu beschreiben, das von zwanzig Ebenen gebildet wird; d. h je drei Grenzflächen liegen in einer Ebene. Die 
Grenzflächen dieses Vielflaches sind aber zwanzig Sechsecke zweiter Art l^von dei Foim des dritten Sechsecks YIo,^ 
auf Taf. I), und die Ecken sind 6-kantig, mit abwechselnd aus und emspnngenden Winkeln.^) — Sehr ausführlich 
bespricht Hess die regulären Polyeder höherer Art.^") Hier finden sich auch die Untersuchungen über die Doppel- 
elemente dieser räumlichen Gebilde. Ehe wir noch einige neueie Aibeiten übei diese Materie anführen, sei die Ge- 
schichte des Enlerschen Satzes zu Ende geführt. Die Verallgememerung der bishei nur auf die regnlären Vielflache 
höherer Art bezogenen Formel in der Gestalt, wie sie bei Cayley und Wiener auftritt, auf konvexe f. 
Körper mit Ecken und Flächen mehrerlei Art lag sehr nahe. Badonreau^^) (1878) leitet sie für | 
Vielfiache höherer Art ab (durch Kugelteilung) in der Form aE -\- SaF ^ K -\- 2Ä, mit der " 
Eouehe und de Comberousse sie für den Spezialfall der regulären Vielflaehe bewiesen und die Ungenauigkeit 
von Poinsots Formel gezeigt hätten. Er berücksichtigt keine nicht -französischen Autoren. In der That erfolgte 
der letzte Schritt, der Formel die allgemeinste Gestalt zu verleihen, schon vor Badoureau in Jahre 1876 durch 
Hess^^, da, wie im Teste gezeigt ist, die beiden von uns Hesssche Formeln genannten sich auch auf nicht- 
konvexe Körper mit Ecken und Flächen beliebiger Art erstrecken. Alle bisher aufgestellten Formeln sind in der 
zweiten Gleichung als spezieile Fälle enthalten, auch die schon 1872 von Hess ausgesprochene Formel") 
S(aD) -\-'£{aF) == K -\- 2Ä. In dem Werke über Kugelteilung ^*) findet sich die für konvexe Vielflache gültige 
Formel 2« -\- Sa = K -\- 2A nochmals abgeleitet und zwar für Kugelnetze. Der Inhalt eines sphärischen Wj-ecks der 

Art a und der Winkelsuiame w,- ist '"'"~ ^^ - " -— ■ y- Die Summe aller Flächen ist das ^-fache der Kugel, 
woraus .£ (w; — (w; — 2a) ji) = inÄ folgt. Da nun die Summe aller Winkel nichts andres als die Summe aller 

1) Note 8ur la thöorie des poljedres röguliera. Comptes Rendne; tom. 46. 1868. ^. 79. Güntbei- a, a. 0. S. 74 ff. 

2) Cajley, On Potneots four new Eegular Solids. The London, Edinb. aud Dnbl. Philos. Magae. vol. XVII, fourth 
series. (Jan.-June 1859) London, S. 123. Vergl. Günther a. a 0. S. 75 ff. 

3) Second Note on Poinaot's four new Eegular Polyhedre, Ders. Bd. S. 209, 

4) Great stellated dodecahedron (Cayley) = 20-ecldge3 Stem-13-Plaeh (Wiener, Hess); Small stellated dodecahedron 
(Cajley) = 12-eekigea Stem-12-Plach (Wiener, Hess); Great icosahedron (Cayley) == stemeckiges 20-PIach (Wiener) ^ 20-fläohiges 
Stem-13-Eck (Hese); Great dodecabedron (Cayley) = stemeckiges 12-Plach (Wiener) = 12-flächiges Stem-12-Eck (Hess). 

5) Solche hatte bereits Poinaot angefertigt. Vergl. Günther a, a, 0. 8. 76. 

6) Wiener, Bemerkungen über die regulären StemvieUache, Sohlömilch-Cantors Ztschrft. Jahrg. 12. 1867. S. 174. 

7) Vergl. Nr. 104. Unter den 113 atereoekopi sehen Doppelbildern finden sich auch die der regulären Stemkörper. 

8) a. a. 0. S. 19. (Vielleicht veranlasst durch eine nicht ganz klare Bemerkung bei Poinsot? Vergl. Günther 
a. a. 0. S. 59, letzte Zeile.) 9) Wir kommen auf dieses nicht-konvexe Vielflach in Nr, 161 zu sprechen. 

10) Hess in S, 27 und S, 36 ff. 11) Memoire sur les figures isoscöles. 8. 103, 

12) Hess m S. 14, 13) Marburger Berichte 1873, Nr, 5 S, 87, 14) Hess If S. 433. 
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137. GeschioMlLolie Bemerkuagen. 179 

Eckea multipliziert mit 2jr ist, jede Ecke so oft gezählt, als ihre Art ß amgiebt, und da Zui = 2K ist, so wird 
die Gleioliimg ^nSa — ^Ka -\- 2nSa = Atta, woraus die verlangte Formel folgt. '^) Die AMeitung gilt ebenso 
wie die von M, Hirsch unter der Annahme, dass die Engel lückenlos überdeckt ist.^) — Wir finden hier Gelegen- 
heit, noch auf eine Arbeit Beckers hinzuweisen^), in welcher der in Nr. 57 erwälinte von ihm aufgestellte Satz 
über die Zerlegung einer Polyederoberfläche in Dreiecke auf Sternpolyeder ausgedehnt wird: Lassen sich auf einer 
geschlossenen polyedrischen Oberfläche n geschlossene Linien (durch & Ecken) ziehen, ohne sie zu zerstückeln, «nd 
zieht man weiter als Grenzlinien m Polygone, welche ihre Ecken (an Zahl a) nur in Eckpunkten der polyedrischen 
Fläche haben, so dass keine der m Linien mit einer der vorigen n eine Ecke gemein hat, und bezeichnet man die 
Zahl aller noch übrigen Ecken mit c, so besitzt die polyedrische Fläche «-)-2(6-|-c-|-»w-|- 2n — 2) Dreiecke, 
oder lässt sich durch Diagonalen in so viel Dreiecke zerlegen. Bemerkenswert sind auch die Betrachtungen von 
Möbius über die regulären Polyeder höherer Art.*) Zählt man bei einem solchen lediglich die Begrenzungs stücke, 
so ist für die die Kugel siebenmal bedeckenden Körper ^ -\- F = K -\- 2, d. h. sie sind nach Möbius von der 
ersten Klasse. (Vergl. Nr. 57.) Für die beiden, die Kugel dreifach bedeckenden Polyeder ist, wegen £^= f = 12, 
£"=30: E -\- F = K — 6, sie sind also nach Möbius' Auffassung von der fünften Klasse. Nach unseren Fest- 
setzungen (vergl. Nr. 50) ist für ein solches Vielflach 3 — ■ » = — 6 oder « ^ 9, d, h. das Vielflaoh ist von dem 
Charakter eines vierfachen Einges (einer Kugel mit vier Henkeln). Halten wir uns an MÖbius' Darstellung, so 
müssen sich auf der Oberfläche z. B. des sterneckigen IS-Flaehes vier geschlossene, sich nicht schneidende Liaien 
ziehen lassen, welche sie nicht zerstückeln. Die Kanten dieses Vielflaches sind identisch mit den dreissig Kanten 
des UmhüUungsikosaeders. Stellt Fig. 102 (in Nr. 129) dieses äussere Ikosaeder dar und schneidet man längs der 
vier schraffierten dreikantigen Züge durch, so zertällt die Oberfläche des 12-flächigen Stern-12-Ecks nicht, während dies 
nach Zersehneidung längs eines weiteren zusammenhängenden Zuges (der, um die vorigen nicht zu treffen, auf den 
Flächen laufen muss) geschieht. Diese Untersuchungen bei Möbius") sind unsres Wissens die einzigen, in denen 
eine Verbindung zwischen den verschiedenen Gleichungen, die als erweiterte Eulersche Formeln bezeichnet wurden, 
angebahnt ist. ■ — Es ist bereits darauf hingewiesen worden, dass sich Dostor wiederholt besonders mit den 
metrischen Beziehungen bei den regulären Vielflachen höherer Art beschäftigt hat.*) Wir erwähnen daher nur 
noch, was sich bei Fedorow hierüber findet. Kap. XV der zitierten Schrift behandelt die „Vielecke und Polyeder 
höheren Grades". Bei Besprechung der erweiterten Eulerschen Gleichung, die schliesslich in der Cayley-Wienerschen 
Form gegeben ist, werden wesentlich französische Autoren angeführt; die Priorität Wieners kam Fedorow erst später 
zur Kenntnis, und in einer Anmerkung wird auf Hess' allgemeinste Fassung des Satzes hingewiesen. In den weiteren 
Untersuchungen, die nicht nur die regulären Vielflache im Auge haben, sondern besonders die gleicheckigen und die 
gleichflächigen Polyeder (nach unsrer Bezeichnung), wird bewiesen, „dass ein Polyeder Ä-i&a Grades (= jl-ter Art) 
als aus A EoiloSdem ersten Grades zusammengesetzt gedacht werden kann". „Es ist das Prinzip angegeben, um 
die sämtlichen symmetrisch-konvesen Polyeder höheren Grades vollständig (?) abzuleiten". Daran anschliessend wird 
die Arbeit Badoureaus einer wohl gerechtfertigten Kritik unterzogen.') Die eignen Resultate Fedorows lassen 
sich aus der knraen Inhaltsangabe nicht erkennen. Unter den fünf regelmässigen Polyedern höheren Grades findet 
sich unter a) das Oktaeder zweiten Grades augeführt, worunter wohl die Stella octangula zu verstehen ist. Be- 
fremdend wirkt dann aber die Nichtanführung der andern diskontinuierlichen regulären Polyeder höherer Art, 

138) Allgemeine Sätze über die gleicheckigen und die gleicMäcMgeii Kugelnetze aud die zu- 
gehörigen Polyeder höherer Art. Die zur Konstruktion der gleicheckigen und der gleichfläehigen Polyeder 
führenden Sätae können direkt wieder, wie dies in Nr. 137 für die entsprechenden Sätze von den regulären 
Vielflachen höherer Art durchgeführt ist, an den Polyedern selbst hergeleitet werden, doch kann man ebenso 
gut, wie dies hier geschehen soU, von den Kugelnetzen ausgehen, und dann die Eigenschaften der Polyeder 
aus denen der Netze erschliessen. Es handelt sich also um die ghiched^igen und die gMckfiächigen Netse 
höherer Art. Ein gleicheckigea Netz höherer Art ist ein die Kugelfläehe mehrfach bedeckendes Netz, dessen 
Ecken (erster oder höherer Art) kongruent oder symmetrisch- gleich sind und dessen Flächen mehrerlei 

1) Hier wurde der Beweis nach früheren abgeändert, 

2) Pitsch a, a, 0, (vergl. Nr. 122) S, 73 leitet die entsprechenden Formeln für halbreguläre gleicheckige und ihre 
polaren Polyeder getrennt ab, Wieners Beweis veraügemeinernd, 

3) Neuer Beweis und Erweiterung eines Fundamentahataes über Polyederoberflächen. Schlöniilchs Ztschrft. 19, Bd. 
1874. S, 459. 4) Möbius, Ges, Werke, Bd. IL S. 555. 

6) Die gewählte Darstellung ist verschieden von der bei Möbius. Vergl, noch die a, a, 0, S. 558 angefügten Be- 
merkungen unter g 18 über Polyeder höherer Klasse, die eine Eläche mehrfach bedecken. 

G) Vergl, Nr, 127 und 131, 

7) „Die von diesem gestellte Aufgabe ist von ihm sehr unvollständig und zum Teil irrtümlich aufgelöst," 

23* 
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IgQ P, Die besonderen Vielflache höliei-er Art. 

sphärische Polygone erster oder höherer Art sind, in der Weise, dass in jeder Ecke gleichyiel Polygone einer 
bestimmten Kantenzahl vorhanden sind. Für ein solches Netz gilt der folgende Satz, in welchem der iiher 
die regulären Netze höherer Art als Spezialfall enthalten ist: Jedes gleidheeMge Nets höherer Art hat seine 
Eckpunkte mii einem gleicheckigen Netm erster Art gemein.^') Irgend welche Punkte auf einer Kugel, also auch 
die Eckpunkte eines gleichseitigen Netzes höherer Art, lassen sich stets nur auf eine Weise so durch Haupt- 
kreishögen verbinden, dass ein die Kugel einfach bedeckendes Netz von konvexen sphärischen Polygonen 
entsteht, welche sämtlich kleinen Kugelkreisen einbeschr eibbar sind. Diese kleinen Kugelkreise sind die 
durch je drei {oder im günstigen Falle melir) der gegebenen Punkte hindurchgehenden Kreise, welche in 
ihrem Innern (d. h. dem kleinem Teile der Kugelfläche, in welche diese durch den Kreis geteilt ist) keinen 
der übrigen Punkte einschliessen. Zu einem gleicheekigen Netae höherer Art P sei dieses eine Netz p kon- 
struiert. Es soll bewiesen werden, dass dieses Netz p, dessen sämtliche Grenzflächen kleinen Kugelkreisen 
einbeschreibbar sind, ein gleicheckiges Netz sein muss. Die Ecken des gleicheekigen Netzes höherer Art 
seien zunächst als kongruent vorausgesetzt. Man denke sich neben P ein ihm kongruentes Netz P' mit 
seinem Netze erster Art p' starr gemacht. Dann deckt sieh p' mit p, wenn P' mit P zur Deckung gebracht 
wird, und zwar jedesmal, so oft man irgend eine Ecke von P' mit einer bestimmten Ecke von P zur Deckung 
bringt. P' deckt sich aber stets mit P, wenn man irgend eine Ecke JE' von P' mit einer bestimmten 
Ecke E von P zusammenfallen lässt, denn mit den von E' ausgehenden Kanten und ihren Endpunkten fallen 
wegen der Kongruenz der Ecken sämtliche in den Endpunkten dieser Kanten liegenden Ecken von P' mit 
Ecken von P zusammen, und dasselbe gilt für jede weitere Ecke. Es kann also jede Ecke von p' mit jeder 
von p zur Deckung gebracht werden, d. h. p ist ein gleieheckiges Netz, w. z. h. w. Zerfallen aber die Ecken 
des gleicheckigen Netzes P in zwei Gruppen gleicher Zahl, von denen die Ecken jeder Gruppe unter ein- 
ander kongruent und denen der andern Gbuppe symmetrisch -gleich sind, so iässt sich in ganz analoger 
Weise zeigen, dass auch die Ecken des zugehörigen Netzes p in zwei Gruppen derselben Beschaffenheit zer- 
fallen und das Netz selbst wiederum ein einfaches gleicheckiges sein muss. — Ein einfaches gleicheckiges 
Netz p besitzt nun entweder die charakteristischen Achsen eines Kreisieilungs-Zweieeksnetzes oder eines 
Tetraeder netz es oder eines ersten oder zweiten Hauptnetzes und kann durch gewisse Drehungen um diese 
Achsen mit sich selbst zur Deckung gebracht werden, wobei das mit ihm starr verbundene Netz P ebenfalls 
mit sich selbst zur Deckung kommt; d. b.; Jedes gleicheckige iVete höherer AH hat dieselben Achsen imd von 
derseJhen Zäkligkdt, wie ein gldcheckiges Nets der ersten Art, mit dem es seine Eckpunkte gemein hat. Ver- 



den Netzes durch Hauptkreisböger 
immung beider Arten von Netzen ergeben sich 
der direkten Bestimmung der i 



bindet man die Mitten benachbarter Grenzpolygone eines gleic. 
ergiebt sich das ihm zugeordnete gleichflächige Nets. Zur Besti 
die folgenden beiden Methoden.^) Die erste Methode besteht i 
Netse höherer Art aus denen erster Art. Man untersucht zu dem Zwecke die vollständige sphärische Figur 
welche entsteht, wenn man einen jeden Eckpunkt eines einfachen gleicheckigen Netzes mit allen übrigen durch 
Hauptkreisbögen verbindet. „Von den sämtlichen, durch diese Verbindimgshauptkreise des einfachen Netzes be- 
stimmten, kleinen Kugeikreisen einschreibbaren Polygonen ergeben nun alle diejenigen in einem Eckpunkte zu- 
sammenstossenden Polygone, für welche die Summe der in diesem gemeinsamen Scheitelpunkte sich vereinigenden 
Polygonwinkel 2ot oder ein Vielfaches davon beträgt, und wobei die gleichartigen in jenem Eckpunkte sich ver- 
einigenden Polygone als Grenzflächen dieser sphärischen Ecke sämtlich vorhanden sein müssen, wegen der gleich- 
artigen Beschaffenheit aller Ecken je ein gleicheckiges Netz. Die Mittelpunkte der Kreise, welche den in einem 
solchen Eckpunkte zusammenstossenden Grenzflächen umgeschrieben sind, bilden die Eckpunkte der Fläche des zu- 
geordneten ^teicÄ/^öcM^en Symmetrienetzes." Sind diese Mittelpunkte die Endpunkte der charakteristischen Achsen 
des Netzes, so ist das gleichflächige Netz in festes, und es ergiebt sich folgende zweite Methode der Ableitung, zu- 
nächst der gleichflächigen Netze. Man verbinde alle Endpunkte der charakteristischen Achsen auf der Kugel durch 
Hauptkreise, und suche die durch diese bestimmten sphärischen Polygone auf, deren Inhalt einen aliquoten Teil 
der einfachen oder mehrfachen Kugelfläche beträgt. Dieser besprochenen Hauptkreise sind zweierlei vorhanden. 
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138. Allgemeine Sätne über die gleicliecliigen und die gleichfläehigeD Kugelnetze und die zugehörigen Poljeder höherer Art. 181 



I Hanptkreise, welche auch die Kanten der einfachen gieichflächigen Netze bilden. Es sind dies 
z. B. für die Polyeder der zweiten Hauptklasse die Hauptkreise a, b und c, welche das erste bez. zweite Haupt- 
neta bilden. Die durch diese Hanptkreiae beatimmten Grenzflächen von gleiehflächigen Netzen höherer Art ent- 
stehen also durch. Zusammenfassen mehrerer charakteristischer Dreiecke dieser Netze oder sind Nebendreiecke ^) (oder 
Seheiteldreiecke) von Grenzflächen der Netze erster Art. Sämtliche Kanten eines solchen Netzes entsprechen 
also direkt symmetrischen Mittelebenen und alle Winkel einer Grenzfläche sind aliquote Teile von 2x. Diese 
festen Netze heisaen solche mit direkt symmetrischen KantenS) Es gieht aber sweitens auch Hauptkreise 
zwischen den Endpunkten der charakteristischen Achsen, welche nicht zu den eben besprochenen gehören.') 
Netze mit Polygonen, von solchen Hauptnetzen gebildet, heissen solche mit teütvme direkt symmeirischm 
Kernten (wenn deren noch vorhanden sind) bez. ohne äwekt symmetrische Kanten. Die homologen Punkte 
sämtlicher Grenzflächen beider Arten von gleichflächigen Netzen bilden ein gleicheckiges Netz, und es ist, wie 
froher bei den einfachen Netzen, zu entscheiden, ob ein solcher Punkt im Innern der Fläche des gleichflächigen 
Netzes fest, nur linear beschränkt oder behebig liegt. Das gleicheckige Netz, dessen Flächen im allgemeinen 
gleicheckige Polygone sind, kann im speziellen Falle reguläre Polygone zu Grenzflächen haben, und heiast 
dann ein Archimedeisches Nets. Auch giebt es nicht-konvexe und diskontinuierliche Netze u. s. w. Soviel 
von den Netzen.*) Es sind nun aus den angestellten Betrachtungen die Folgerungen für die diesen Netzen 
zugehörigen Polyeder zu ziehen. In den Ecken der in kleine Kugelkreise einschreibbaren PUiclien des 
gleicheckigen Netzes höherer Art liegen die Ecken des gleicheekigen Polyeders höherer Art. Mit dem Ge- 
sagten folgt: Die EcJcpunkte eines gleickeckit/en Polyeders höMrer Art liegen immer wie die eines solchen erster 
Art cmf der umbesckrieben&i Kugel. (Dieses Polyeder erster Art wird künftig oft als Umhüllungspolyeder 
bezeichnet.) Die kongruenten F^hen einer bestimmten Kantenzah! haben dann gleichen Abstand vom 
Mittelpunkte dieser Kugel, berühren somit eine einbeschriebene Kugel, deren das gleicheckige Polyeder also 
soviel wie Flächen verschiedener Kautenzahl besitzt. Denkt man sich nun bei einem gleicheckigen Polyeder 
alle kongruenten Flächen derselben Kautenzahl fest, alle übrigen Flächen vöUig entfernt, so erschöpfen die 
Ecken des noch verbleibenden Gebildes sämtliche Ecken des ursprünglichen Polyeders, weil in jeder Ecke 
dieses mindestens auch eine Fläche der festgehaltenen Art liegt. Die Normalen aus dem Centrum auf diese 
Flächen sind dann entweder die eharatterisbi sehen Achsen der betr. Polyedergruppe, oder ea sind Eekenachsen 
konzentrischer gleicbeekiger Polyeder derselben Gruppe. Das sagt aber aus, dass die Flächen selbst in den 
Ebenen eines gleichflächigen Polyeders liegen (oder solchen parallel sind), d. h.: Die Grengfläcken eines 
gleichechiffen Polyeders höherer Art sehUessen eine KomUnationsgestalt von mehreren gldchßächigen (m, denen amh 
reguläre säMen) Polyedern ein. Der innere Kern dieser Kombinationsgestalt braucht aber nicht gleicheekig 
z« sein. — Für das dem gleicheekigen polar zugeordnete gleichfläehige Polyeder höherer Art gelten dann 
die folgenden Sätze, die den angeführten zugeordnet sind: Die Flächen jeäes gleichflächigen Poh/eders höhere 
Art scMiessen ein solches erster Art ais innem Kern ein. (Kernpolyeder.) Die Eckpunkte eines gleichfliüMgen 
Polyeders höherer Art sind die ückpimkte honsentrischer gleicheckiger Polyeder erster Art (wom awcÄ die regu- 
lären zählen). Ein solches Polyeder ist also nach seinen Ecken die Komhinationsgestalt mehrerer kon- 
zentrischer gleicheekiger Polyeder; die durch diese Eckpunkte bestimmte äussere HüUe braucht kein gleich- 



1) Das Nehendreiect eines sphärischen Dreiecks ASG ist das von einer Kante (k. B, BC) und den Hauptkreiahögen 
der heiden andern Eanteu gebildete Dreieck A'BC, welches mit ABC das sphäriBche Zweieck mit den Ecken A und 
A- bildet, 

2) Der weitaus grösate Teil der später erwälmten Ketze ist solcher Art. — Oher die aualjtificte Herleitung der 
festen gleichfläcbigen Netze höherer Art mit direkt Bjnimetrischen Kanten in der Weiee, wie dies fär die festen gleichflächigen 
Netze erster Art in Nr. 130 geschelieu ist, vergl. Hess II S. 445. 

3) Z. B. im ersten Hauptiietze Fig. 14 Taf II der Kreis durch B^' B^' B^ S, Bg B^\ und drei weitere Kreise in 
analoger Lage zu den drei Hauptkreiaen a. Im zweiten Hauptuetze Fig. 15 Taf. 11 existiert eine grosse Zahl solcher Haupt- 
kreise (Hess IL Vergl. daselbst Fig. 28 und 2g auf Tafel XV). In Fig. 14 und 15 Taf. H sind diese Kreise nicht gezeichnet, 
damit die Figuren nicht undeutlich werden; auch werden sie bei Besprechung der Polyeder im folgenden nur in Nr, 159 verwertet. 

4) Die vollständige Bestimmung der veranderK^ien gleiehfläcbigen Netze höherer Art und der ihnen zugeordneten 
gleicheckigen Symmetrienetze ist ein noch ungelöstes Problem. Vergh hierüber Hess 11 S. 446. 
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"182 F. Die liesonderen Vielflache höherer Art. 

flächiges Polyeier erster Art zu sen Aut den g nan t Sätzen be hen de folg ider Nummer er- 

läuterten Ko st kt e — D ch Zusarame fass g des Äni,efuli -ten e kennt man sofort die Eiohtigkeit 
des weiteren Satzes de spate "V e we diui^ finlet X H He e es s le 1 qle 1 cMgen und gldch- 

flädhigen Pöl/y U ioJete M t e jh I chg s Po} ei t A t h ne Ke i 

te A t 



F9 Konstiuktionfii uiil E nteilung de gleichfckigen und dei gleichflach gen Polyeder höherer 
Art, Hl delt es h um du kte He 1 t n^ e nes ^le leckige Polvele s hohe e Ä t so kann man auf 
Grund lee Sat e dase lesse Eck n nut dene enes sol h n et Atz aammenfaUen, mit Rücksicht 
darauf, la&a samtl che mogl chen »le check rre Polyede erste A-t bekannt s nd s ts fahren: Man lege 
durch d e Eckpu kte nes e fachen gle check ge Polye lers d ch d e ode meh ere samtliche mögliehen 
Ebenen, a t denen dann lurch de E ken les Polyeders unl h e \ imd ngsg ad n best mmte (kontinuier- 
liche oder diskontinuierliche, konvexe oder nicht-konvexe) Mächen (Polygone) erzeugt werden. Alle diejenigen 
durch einen Eckpunkt gehenden Flächen, welche sich zu einer Ecke vereinigen, deren Kanten also Ver- 
bindungslinien des Eckpunktes mit andern Eckpunkten sind, und bei welchen die gleichartigen Flächen sämt- 
lich als Seitenflächen vorhanden sein müssen, bestimmen die Ecke eines gleicheekigen (unter Umständen dis- 
kontinuierlichen oder nicht -konvexen) Polyeders höherer Art.^) Sind alle Seitenflächen einer solchen Ecke 
kongruent, so ist das Polyeder gleicheckig und zugleich gleichflächig. ^) — An den einfacheren gleicheekigen 
Polyedern erster Art ist dieses Eonstruktionsverfahi-eu leicht durchzuführen, bei den komplizierteren wird es 
wegen der grossen Anzahl der Ebenen, die sieh schon durch eine Ecke legen lassen, rasch unübersichtlich. 
Vielfach geeignet ist diese Eraeugung von gleicheekigen Polyedern höherer Art zur Herstellung der Paden- 
modelle solcher. Lässt man auch nicht -konvexe Ecken, z. B. überschlagene vierkantige Ecken, zu, so erhält 
man noch eine grosse Zahl, z. T. Möbiusscher Vielflache. Die beschriebene Methode ist von Badoureau 
in der mehrfach zitierten Schrift zur Ableitung der gleicheekigen Polyeder verwendet worden.^) Leichter zu 
übersehen ist die direkte Konstruktion der gleickflächigen Polyeder höherer Art auf Grund des Satzes, dass 
der innere Kern eines solchen ein gleichflächiges Polyeder erster Art sein muss. Man konstruiere auf der 
Ebene einer Fläche eines solchen als Zeichenebene die Schnittgeraden (Spuren) aller übrigen Fachen. Die 
Schnittpunkte dieser Geraden gruppieren sich in der Ebene auf konzentrischen Kreisen um den Mittelpunkt 
der Polyedergrenzfläche, liegen also auf konzentrischen Kugeln um den Polyedermittelpunkt wie die Eck- 
punkte gewisser gleicheckiger Polyeder derselben Gruppe. Alle Schnittpunkte, welche ein geschlossenes 
(kontinuierliches oder diskontinuierliches u. s. w.) Polygon büden, dessen Kanten Schnittgerade sind, und bei 
welchem die gleichartigen Schnittpunkte, d. h. die auf demselben Kreise liegenden, sämtlich als Eckpunkte 
auftreten müssen, bestimmen die Grenzfläche eines gleichflächigen Polyeders höherer Art. Man kann aus 
dieser ebenen Figur leicht die Doppelelemente des Polyeders ablesen, wie dies in Nr. 129, 132 S. für die 
nach dieser Methode konstruierten regulären Vielflache höherer Art geschehen ist. — Liegen sämtliche Eck- 
punkte des Polygons auf einem Kreise, also sämtliche Ecken des durch dasselbe bestimmten Polyeders auf 
einer Kugel, so ist die äussere Hülle ein gleicheekiges Polyeder, d. h. die Grenzfläche gehört einem gleich- 
flächigen und zugleich gleicheekigen Polyeder zu.*) Eine weitere Methode zur Ableitung einer grossen Zahl 
gleicheckiger Polyeder beruht auf dem Satze, demzufolge diese Kombinationsgestalten mehrerer gleich- 
flächiger, auch regulärer, Polyeder nach ihren Flächen aind^), wenngleich sich die Konstruktion noch nicht 
bekannter gleicheckiger Polyeder höherer Art auf diese Weise kaum systematisch durchführen lassen dürfte, 
da nicht die Fachen der Polyeder erster Art, sondern nur ihre Ebenen (d. h. die Verlängerungen dieser 

1) Hess U b üb 2) Vergl. Nr, 153 ff. 

3) Vergl. die geaihicbU Bern Nt 151. Die geBcMHecte Konstruktion entspricht der ersten Metkode zur Herleitimg 
der regulären Stempolyeder in ITr 12S 

i) Diese Polyedei höherer Art sollen in Nr. 153 u, 156 auf diese Weise konstruiert werden. Vergl. auch; Hess, 
Üter vier Axchimedeiiche Polyedet höheiei Art, Kassel 1878, In dieser Schrift sind die sog, Triakontaeder höherer Art (vergl. 
Nr. 147 und 156) nach dieser Methode konstruiert, 

5) Vergl. hierzu luch Hess, liber Kombinationsgestalten höherer Art. Marburger Berichte Nr. 9 Dez. 1879, 
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189. Konstruktionen und Einteilung der gleicheekigen nnd der gleiobflächigen Polyeder höherer Art. 183 

Flächen) durcli ihre Lage die Gestaltung des Polyeders höherer Art bestimmen. Doch gelingt es in vielen 
Fällen, gleicheckige Polyeder durch Abstumpfung der Ecken yon regulären Polyedern höherer Art, oder dui-ch 
Abstumpfung von Kanten bereits abgeleiteter gleicheckiger Polyeder höherer Art herzustellen, was eben auf 
nichts anderes hinanskommt, als auf eine Kombination der Flächen des bereits vorhandenen Gebildes mit 
denen eines weiteren gleichflächigen Polyeders. Im ersten Falle ist dann das schliessHch erhaltene gleich- 
eckige Polyeder die Kombinationsgeatalt zweier gleicliflächigen, des innern Kernes des regu^ren Polyeders 
höherer Art und des neu hinzugetretenen; im zweiten FaUe ist es die Kombinationsgestalt drei^ gleich- 
flächigen Polyeder. Stimmen zwei gleicheckige {oder zwei gleichflächige) Polyeder in der Zahl und Art ihrer 
Grenzflächen und Ecken überein, unterscheiden sich aber durch verechiedene Vandäten der Grenzflächen oder 
Ecken, so rechnet man diese Polyeder zu derselben Spezies und spricht nur von verschiedenen Varietäten 
von Polyedern, Setzt man voraus, dass das gleicheckige Polyeder nach seinen Flächen die Kombinations- 
gestalt sweier gleichflächigen Polyeder ist, ao wird man die verschiedenen "Varietäten dadurch erhalten, dass 
man das eine gleichMchige Polyeder fest annimmt und die Ebenen des andern, parallel mit sich selbst 
bleibend, variabel. Ähnliches gilt, wenn das gleicheckige Polyeder die Kombinationsgestalt von drei gleich- 
flächigen ist. An einigen Beispielen soll dies später ausfiihrlicli erläutert werden. — Am nächsten liegt es 
nun aber wohl, nicht die Polyeder, sondern die sphärischen Kugehietze vorerst abzuleiten, da sich wenigstens 
die festen gleichflächigen Netze höherer Art, sei es mit direkt symmetrischen oder mit nur teilweise direkt 
symmetrischen Kanten sofort aus den einfachen Netzen ablesen lassen, wie dies in voriger Nummer erläutert 
ist.^) Nach der Beschafl'enheit dieser Netze soUen auch die Polyeder höherer Art eingeteilt werden, von 
denen die gleicheckigen einem gleicheckigen Netze einbeschrieben, die gleichflächigen einem ebensolchen um- 
beschrieben sind, während sich einem gleichflächigen Netze überhaupt keine, oder nur spezielle Varietäten' 
gleiehflächiger Polyeder einschreiben, gleicheckiger Polyeder umschreiben lassen. Ebenso wie die entsprechen- 
den Polyeder erster Art werden die gleicheckigen und gleichflächigen höherer Art in zwei Hauptklassen ein- 
geteilt, von denen die zweite zwei Ordnungen enthält, je nachdem die Achsen die des Hexaeder- Oktaeders 
oder des Dodekaeder-Ikosaeders sind. Die Polyeder jeder Ordnung zerfallen wieder in eine Anzahl Gruppen 
nach der Kantenzahl der Grenzfläche der gleichflächigen Polyeder und überdies nach der besonderen Be- 
schaffenheit dieser Grenzfläche.^) 



I) Eine Zusammen Stellung der die Kugel mehrfach bedeckenden gleichflächigen sowie gleicheckigen Netze giebt Hess 
in dem Werke über Kugelteilung, S. 452 ff. Tergl. die geachichti. Bern. Nr. 151. 

3) In der folgenden Aufeähtung der gleicheckigen und der gleichflächigen Polyeder, soweit sie rieh nach den 
Arbeiten von Hess, Badoureau und Pitach durchführen lässt, ist bei jedem Tjpus nach dem Namen, der '>"" gemäss den 
in Nr. 126 gemachten Angaben zukommt, angegeben, durch welche Eombinationen von Flächen oder Ecken einfacher Polyeder 
er entsteht. Der grösste Teil der besprochenen Typen ist auf den Tafeln, besonders den Lichtdrucktafeln dargesteDt. Über 
diese Figuren sei folgendes bemerkt. Ton einer Anordnung derselben kann kaum gesprochen werden, da die Modelle ledig- 
lieh nach der, bei Anfertigung zufällig erhaltenen, Grösse auf die einzelnen Tafeln verteilt wurden (nur die gleichflächigen 
Polyeder sind bis auf wenige Ausnahmen getrennt von den gleicheckigen ans ammengestellt), was nötig war, um keine Platz- 
vergeudung herbeizuführen. Es bringt dies leider den höchst unangenehmen Zwang mit sich, fortwährend bei Lesung der 
nächsten Hummern andre Tafeln aufschlagen zu müssen. Nicht so störend wird die andre Thatsache wirken, dass die Viel- 
ecke höherer Art, ■welche als Grenzflächen an den Modellen auftreten, nicht ihrem ganzen Perimeter nach gezeichnet sind, 
wie dies selbstverständlich der Fall sein müsste und auch in den betr. Figuren der Tafel VE durchgeführt ist. Dieser Mangel 
erklart sich so. Wie an den von Herrn Prof. Hess in der Math, Ausstellung za München 1893 vorgeführten Modellen waren 
die Flächen gleicher Kantenzahl der hier dargestellten gleicheckigen Polyeder mit einerlei (Öl-) Farbe gestrichen, um die 
Konfiguration rasch übersehen zu können. Zum Photographieren, behufs Darstellung von Lichtdruck, stellte sich dies als miss- 
lich heraus, und es musste jedes solche Modell weiss überstrichen werden, was, um keinen Glanz zu erzeugen, durch, einen 
Überzug von Behlemmkreide geschah. Dann konnten aber die Kantenzüge nicht fortgeführt werden, wenn dieser Anstrich 
haften sollte, — Einige der beschriebenen Polyeder sind nicht dargestellt, meist ihrer Kompliaiertheit wegen, zuma! dem 
Verf. schliesslich das Nötigste ^ die Geduld — ausging. Vielleicht ist später das Fehlende nachzuholen. Ein grosser Teil 
der Polyeder der Lichtdracktafeln ist jedenfalls vom Verf. zum ersten Male dargestellt. — Es soll hier noch Gelegenheit ge- 
nommen werden, Herrn Prof. Hess für die Bereitwilligkeit, mit der er dem Verf. verschiedene Modelle seiner Sammlung zum 
Kopieren überiiess, geziemenden Dank auszusprechen, der auch Herrn Prof 0. Hermes gebührt, für die vielfache Anregung, 
die er dem Verf. durch briefliche Mitteilnngen angedeihen liese. 
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1S4 F. Die beaondeveii Vialflaclie höherer Art. 

140. Die Polyeder höherer Art der ersteu Hauptklasse (Prismen, Antippismeii u. s. w.). Über die 
Achsen und Symmetrie ebenen vergl. man das in Nr. 114 Gee^e. Auf die Netze soll hier nicht eingegangen 
werden.^) Es wird hier wie später immer nur das gleicheekige Polyeder namentlich angeführt, da sich die 
Bezeichnung des polar zugeordneten gleichflächigen Polyeders, wie in Nr, 126 erläutert ist, damit von selbst 
ergiebt. Die Bezeichnungen „Icronrandig" u. e. w. sind bereits früher erörtert. Die Nummerierung der Polyeder 
innerhalb der einzelnen Gruppen ist natürlich im allgemeinen eine willkürliche. 

1) Das prismatische [2 (p + ^)j + 2 • p ■ (2 + 2\]-flächige 2 ■ 2p (3\-Ech der q-ten Art hat zur Grund- 
und Deckfläche je ein gleicheckiges (j)-f-p)-eek höherer Art und zu Seitenflächen zwei Gruppen von je 
p Rechtecken. Es besitzt am oberen und unteren Bande je zwei Gruppen von je p dreikantigen Ecken, 
p rechte und p linke. Die äussere Hülle ist ein prismatisches (2 -|- j) -j- p)-fläehiges 2 - 2p -Eck (das 
Polyeder 2) in Nr. 114), der innere Kern ein ebensolches Polyeder oder ein prismatisches (2 -f- p)-^chiges 
2^-Eck. Nach den Flächen ist es die Eombinationsgestalt zweier prismatischen (2 -|-ß)- flächigen 2p-Eeke. 
Die Varietäten für denselben Wert von q sind bestimmt durch die Varietät der gleicheckigen Deckfläche. 
Vergl. Fig. 18 Taf. VHI für p = 5, g '= 4. In der hier dargestellten Varietät wendet ein Teil der Seiten- 
flächen dem Mittelpunkte des Polyeders die innere Seite zu. ^) Die reziproken Vielflache sind (ebenrandige) 
gerade Doppelpyramiden, deren ebener Band ein gleichkantiges Polygon ^-ter Art ist. Die äussere Hülle ist 
ein ebeurandiges (^ -\- p -{- p)-&<^igm 2 ■ 2j)-Plach oder ein (2 +i))- eckiges 2ß-Flaeh. Der innere gleich- 
flächige Kern ist ein ebeurandiges {^ -\- p -\- p)-eckiges 2 ■ 2ß-Flach. 

3) Dm pnmmtische [2 {n\ + m (2 + 2\'l-flächige 2m (ß\-Eck der q-ten Art (Fig. 17 Taf. VIII für 
M = 7, g = 3) ist ein spezieller Fall von 1), wenn für 2p ^n das gleicheckige Vieleck ein reguläres wird. 
Danach ist die äussere Hülle und der innere Kern ein (2 -j- *^) flächiges 2« Eck Das leziproke gleich- 
flächige Vielflach ist eine Doppelpyramide, deren ebener Band ein regulaie& n eck g-tei Art ist. Werden 
die Seitenflächen des gleicheekigen Vielflaches Quadrate, so erhält man die Aidiimeda^che Varietät. Ist q 
nicht prim zu n, so ergeben sich diskontinuierliche Polyeder'), z B besteht die Aichimedeische Varietät 
des gleicheckigen Polyeders für n^ 8, g = 2 aus zwei Würfeln, das leziproke gleichflachige Vielflach aus 
zwei Oktaedern, Fig. 25 Taf. VII; jede der beiden 8-kantigen Eekeu aweitei Art i^t di-skontinuierlich und 
besteht aus zwei regulären 4-kantigen Ecken erster Art. 

3) Das Im-owrandige \2 {j}\ -^ 2 ■ p {Z\y flächige 2 -p (4)^ Ecl dei q ten A>f Fi^ U, Taf VIII für 
p = T, 2 = 2 und Fig. 13 Taf VHI für p = 7, g = 3, Grund- und Deckfiache sind leguldie p-edke der 
5-ten Art, die Seitenflächen gleichschenklige Dreiecke, die für die Aich'nydeif.üim Vatiefutt,n (welche in den 
Figuren dargestellt sind) gleichseitig werden. Die äussere Hülle ist bei geiadem q ein prismatisches (2 -|- p)- 
flächiges 2p-Eck (vergl. Fig. 16), bei ungeradem q ein kronrandiges {1 -f" ^P) flachiges 2jp-Eck (vergl. Fig. 13). 
Ist q nicht prim zu p, so entsteht ein diskontinuierliches Polyedei, z B im. p^^, q = Z ein aus drei 
Oktaedern bestehendes. Ist p gerade, so existiert ein p-eck q = ^tei Ait welches aus q sich unter gleichen 
Winkeln schneidenden Geraden besteht. Das gleicheckige Polyeder ist dann ein di^kontmuitiliches aus q, im 
allgemeinen tetragonalen, Sphenoiden. In Fig. 17 Taf X ist für p =^b, q = ■i: die Ärchimedeische Varietät 
dargestellt; die vier Einzelkörper sind hier reguläre Tetraeder. — Das leziproke A lelflach, dessen Flächen 
im allgemeinen Deltoide sind (Fig. 26 Taf. VH für p = 7, 3 = 2), hat zum mneien gleichflächigen Kern 
für gerades q ein ebeurandiges (2 +p)-eckiges 2^Flach, für ungeiades q em kroniandiges (2 -\- 2p)-eckiges 
2j)-FIach. Ist q nicht prim zu p, so ist das Vielflach diskontinuieihch und besteht, fills p ^= o. p', q^ a-q' 
ist, aus a [2 (y)^' + 2p' (3)J-eckigen 2p' (4),-Flachen der q'-ten Art Far p = Q,q = 2 stellt Fig. 3 Taf VIII 
die Arebimedeische Varietät dar, bei welcher die Deltoide zu Quadiaten, die beiden [2 \t\ -\- 2 ^ (3)j]-eckigen 
6 (4)^-Flaehe zu Würfeln werden. 



1) Vergl. Hess II S. 452 ff. — um Piatavergeudung au vermeiden, aiad die Angaben über die gleicheckigen und 
gleichflächigen Polyeder nicht wie früher nebeneinajider geatsllt. 2) Vergl. Nr. 62. 

3) Analoges gilt für die Prismen und Doppelpyramidea unter 1. 
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140. Die Polyed. liöli. Art d. 1. Hauptklasse. 141. Die gleicheck. u. d. gleichfläcli. Poljei, d. 1. Gruppe d. l.Ordng, d. ä.Hauptkl. 185 

4) Das hrowramäige [2 (p), -)- 2p (5\]-fläc}dge 2 -p (i^-Ech. Fig. 20 Taf. VIII für ^i = 5, g = 2. 
Die Ecken sind iiberschlagene Vierkante. Das Polyeder, dessen äussere Hülle analog der yoü 3) ist, besitzt 
Zellen mit negativen Koeffizienten. Das reziproke Vielflach für p ^ 3 zeigt Fig. 21 Taf S. Die Grenzflächen 
sind 2 ■ 3 Vierecke mit je einem einspringenden Winkel. Es besitzt 2 ■ 3 dreikantige Ecken der ersten Art, 
die wie die Ecken eines dreiseitigen Prismas liegen, und überdies zwei dreikantige Ecken, gebildet von den 
einspringenden Ecken je dreier Vierecke. Der innere gleichfläcbige Kern ist ein ebenrandiges (2 -|- 3)-eckiges 
2 ■ 3-FIach (eine dreiseitige Doppelpyramide). 

5) Das unteybrochm-kronrandige [2 (p -^ p), -{- 2p (1 -\- 2 -\- l)j]-flächige 2 ■ 2p (3)^^Ec]c der q-tm Art. 
Fig. 15 Taf. Vm für jp = 3, q = 2. Die äussere Hülle ist ein prismatisebes (2 -)- p + p)-fläcbiges 2 ■ 2p- 
Eck, Die Flächen sind zwei gleicheckige (p + p)-ecke q-fer Art und 2 ■ p Trapeze. Das reziproke Vielflach 
kann als ein Skalenoeder höherer Art bezeichnet werden. 

6) Das unterbrochen-h-om-amdige [2 (p -{- p)g -\- 2p (1 ~\- 2 -\- l^l-ßächige 2 ■ 2p (ß\-Eck. Fig. 40 
und 41 Taf. VIII für p ^ 3, g"= 2 in zwei Varietäten. Bei dem in Fig. 40 dargestellten Polyeder besitzen 
die sechs äusseren tetraedrischen Zellen den Koeffizienten — 1, ebenso bei dem in Fig. 41 dargestellten die 
innere hexaedrische Zelle, Die äussere Hülle ist in beiden Fällen ein unterbrochen-kronrandiges (2 -j- 2p)- 
iläehiges 2 ■ 2p-Eck. 

7) Das sägera^uäga [2 (p)^ + 2p (Z)^- flächige 2p {^\-Eck der q-tm Art. Fig. 19 Taf. VIH für p =^ 5, 
q = 2. Die äussere Hülle ist ein sägerandigea (2 -f- 22))-flächiges 2j>-Eck, Die Dreiecke sind ungleiehkantig, 
und es existiert ein rechtes und linkes Polyeder. Ist q nicht prim zu p, so entstehen diskontinuierliche 
Varietäten, Kombinationen mehrerer sägerandigen 2p' (4)^-Ecke erster oder höherer Art. Ist p gerade und 
2^ ^, so ergiebt sich ein System von q rhombischen Sphenoiden. — Der reziproke Körper ist leicht zu 
erhalten; an Stelle der Deltoide des zu 3) reziproken Vielflaches treten hier, im allgemeinen ungleichkantige, 
Trap^oide. 

8) Das sägerandige [2 (p\ + 2p (d)j]-fläohige 2p (4)a-Eck steht zu 7) in gleichem Verhältnisse wie 
4) zu 5) und wird also aus 4) erhalten, wenn die obere Deckfläche gegen die untere unter beliebigem Winkel 
um die Hauptachse gedreht erscheint. Hier sind auch Gruppierungen von je zwei Sphenoiden zu erwähnen. 
Einem unterbrochen kronrandigen (2 + 2 - 2)-flächigen Achteck lassen sich zwei, im 

allgemeinen tetragonale Sphenoide einschreiben, die bei bestimmter Länge der Haupt- .'/TS^fe' 

achse des UmhüUungspoiyeders zu regulären Tetraedern werden. In Fig. 103 sind ^-y i\|^^ö 

diese beiden Tetraeder mit ihrem Umhfllluugspolyeder, dieses in der Richtung der r^F^^ ■ i A^^^K^ 

Hauptachse gesehen, gezeichnet. — Ebenso lassen sich einem (2 -j- 2 -|- 2)-flächigen !/ wMf/)B|^^^^^ ; 

Achteck, einem geraden Prisma auf rechteckiger Basis, zwei rhombische Sphenoide ein- ^>SiSM\'-""j^^ 

beschreiben, die zu tetragonalen werden, wenn die Deckflächen des umhüllenden 'vw(Ä\; /C-'' 

Polyeders Quadrate sind, und zu Tetraedern, wenn das Umhülluugspolyeder zum '^'W>^' 

Würfel wird. In allen drei Fällen gilt die Vereinigung beider Sphenoide als Polyeder ^^«- 1»»- 
zweiter Art, das zugleich gleicheckig und gleichfläehig ist. Dasselbe gilt aber auch 

für die dem zuerst betrachteten unterbroehen-kronrandigen Achteck einbeschriebene Kombination zweier 
Sphenoide (Tetraeder), da hier der innere Kern ein gleichflächiges Vielflach, nämlich ein tetragonales 
Skalenoeder ist.*) 

141. Die ^leicheckigeii iiud die gleitlifläehigen Polyeder der ersten Örnppe der epsteii Ordnung der 
zweiten Hauptklasse. Der ersten Ordnung der zweiten Hauptklasse sind alle die Polyeder zuzuweisen, deren 
Achsen nach den Ecken eines Hexaeders oder Oktaeders gerichtet sind und die nach ihren Ecken oder 
Fachen Kombinationen einfacher vollzähliger oder nicht vollzähhger Polyeder der ersten Ordnung der 
zweiten Hauptklasse sind. Der erstmt Gruppe gehören solche gleicheckige Polyeder mit dreikantigen Ecken 



1) Üter eine hierher gehörige Gruppe nieht-konveser, zugleich gleicheekiger und gleiclifläcMger Polyeder (die s 
loide) vergl. Nr. 162. 
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ZU, für welche zwei der von diesen ausgebenden Kanten gleich und von der dritten verschieden sind, so dass 
also die Grenzflächen der zugeordneten gleichfiächigen Polyeder, ehenao wie die Flächen der gleichflächigen 
Netze, die im ersten Hauptnetze enthalten sind, gleichschenklige Dreiecke sind.^) Es seien zunächst drei 
kontinuierliche Polyeder mit ihren Varietäten und den reziproken Körpern angeführt, 

9) Bas [4 (3)^ + 4 (la\]-flächige 12 {^\-Ech der 3. Art. Pig.39 Taf. VHI (konvexe Varietät), Fig. 37 Taf. VIII 
(nicht-konvexe Varietät). Die Flächen dieses Polyeders Hegen wie die zweier konzentrischer Tetraeder mit gleich 
oder entgegengesetzt gerichteten Achsen nach den Mittelpunkten der FMchen. Das eine dieser Tetraeder ergiebt die 
Dreiecke, das andere die Sechsecke zweiter Art als Grenzflächen des Polyeders. Eins derselben sei fest gedacht, 
und die Länge der Normalen aus dem Centrum auf eine Fläche (die Flachenachse) sei C. Die Länge der 
Normalen der ihr parallelen Fläche des andern, als variabel gedachten, Tetraeders sei 0', wobei C als negativ zu 
rechnen ist, wenn es die zu C entgegengesetzte Richtung hat. Ist C $ C, aber beide positiv, so ergiebt 
sieh die konvexe Varietät Fig. 39, Ist C < 0, so ergeben sich auch verschiedene nicht-konvexe Varietäten. 
Ist der absolute Wert von C < 3(7, so sehneidet das bewegliche Tetraeder noch die Kanten des festen, und 
es entsteht die nicht-konvexe Varietät Pig. 37. Ist der absolute Wert von C > 3(7, so entsteht die Varietät, 
welche man erhält, wenn man bei einem Tetraeder die drei Kanten jeder Ecke über diese hinaus verlängert 
und die Endpunkte durch ein gleichseitiges Dreieck verbindet.^) Das innere Tetraeder hat den Koeffizienten 
+ 1, ebenso die vier äussern (vergl, .auch das in Nr. 145 beschriebene Polyeder 33)). Bei der vorigen 
Varietät besitzen die sechs äusseren tetraedri sehen Zellen die Koeffizienten — 1, das innere (4 -j- 4)-flächige 
4 ■ 3-Eck den Koeffizienten -f 1, während bei der konvexen Varietät der innem tetraedri sehen Zelle der 
Koeffizient -[- 3 zukommt, den vier äusseren Zellen die Koeffizienten -|- 1. Die äussere Hülle dieser Varietät 
ist ebenso wie bei der an dritter Stelle genannten ein (4 + 4 -|- 6)-fläckiges 12-Eck, bei der nicht-konvexen 
Varietät ein (4 -(" 4)-flächiges 4 ■ 3-Eek. Das reziproke Polyeder, dessen innerer gleichflächiger Kern ein 
Triakistetraeder ist, findet sich durch Fig. 27 Taf. VH angedeutet; seine Ecken, von denen die sechskantigen 
zweiter Art im Innem verborgen sind, sind die zweier Tetraeder. Die Grenzfläche des gleichfläehigen 
Netzes ist das Dreieck C/(7gCg (Fig. 14 Taf II), das Nebendreieck der Fläche C^C^C^ des Triakis- 
tetraedemetzes. 

10) Das [6 (4)^ -t- 8 (6)J-;?äc%e e-4:{d)^-Ech der ü. Art. Die äussere Hülle ist ein (T, -f 8)- 
fläehiges 6 ■ 4-Eck, dessen Archimedeische Varietät in Pig. 23 Taf. VI dargestellt ist. Nach seinen Pichen 
ist das Polyeder die Kombination sgestalt eines Hexaeders (die sechs Vierecke) und emes konzentrischen 
Oktaeders (die acht Sechsecke zweiter Art), dessen Eckenachsen mit den Flächenachsen des Wurfeis zu- 
sammenfallen. Nach der Länge dieser Achsen ergeben sich äie im folgenden aufgezählten Varietäten. Es 
sei der Würfel als fest vorausgesetzt und seine Eckenachse habe die Länge C, Die damit der Richtung 
nach zusammenfallende Plächenachse des variabel gedachten Oktaeders sei (7, und dieses sei negativ, wenn 
es G entgegengesetzt gerichtet ist.*) Unter einer positiven Achse (Strahl) C und C sei dabei immer die 
verstanden, welche, aus dem Centmm gefällt, die innere Seite ihrer zugehörigen Fläche trifft. Ist C mit C 
gleichen Vorzeichens, so entstehen zunächst folgende konvexe Varietäten. Jede Ecke wird von zwei konvexen 
Sechsecken zweiter Art, deren innere Zellen den Koeffizienten + 2, deren äussere Zellen den Koeffizienten -j- 1 
haben, und von einem Quadrat gebildet. Das Sechseck, dessen Abstand vom Centmm -|- C ist, hat drei 
seiner Kanten in denjenigen drei Würfelfläehen, die sich in dem Endpunkt der Achse — C schneiden. 
In Fig. 6 Taf XI ist (ebenso wie bei den folgenden Varietäten) C < (7.*) Die Fläche des Oktaeders, deren 
Centronormale C ist, geht durch die Mitten der drei von der Ecke C des Würfels auslaufenden Kanten. In 

1) Über die Netze vergl, Hess 11 S. 456. 

a) Eine weitere (nicht dargeatellte) Varietät künimt gelegentlich in nächster Kummer zur Sprache, 

3) Die verschiedenen Varietäten lassen sieh auch leicht nach Einführung der Ableitnngskoefiizienten i nnd s für die 
eraeugendeii Polyeder unterscheiden, wie dies in Nr. 121 gezeigt worden ist. 

4) Pur C =^ und C '^ C sind die Varietäten leicht zu erhalten; sie sind im Aussehen nicht wesentlich von der 
nE^hsten verschieden. 
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Fig. 12 Taf. IS geht die bezeichnete Fläche des Oktaeders durch die Endpunkte der drei von C auslaufenden 
Kanten, fällt also mit einer Fläche des dem Würfel einaueehreihenden Tetraeders zusammen. Die Doppel- 
punkte der Sechsecke liegen in den Mittelpunkten der Würfelfläclien; durch jede Ecke des Würfels gehen 
drei Kanten des Polyeders. In Fig. 35 Taf. VIII endlich ist C < als die Centronormale des eben gedachten 
Tetraeders; die Würfelecken, d. h. die von den Ebenen dreier Vierecke des Polyeders gebildeten Schnittpunkte, 
liegen ausserhalb des Polyeders. Das Sechseck zweiter Art bleibt konvex, denn die innere Zelle mit dem 
Koeffizienten 2 ist die Fläche des von den acht Sechsecken gebildeten inneren oktaedrischen Kernes, so lange 
C > ist. Wird C < 0, so wenden die sechseckigen Grenzflächen ihre äussere Seite dem Centrum des 
Polyeders zu. Eine solche Varietät zeigt Fig. 1 Taf XL Denkt man sich die vom Centrum des Polyeders 
abgewandten Seiten der viereckigen Gfrenzflächen gefärbt, so sind, wenn man auf derselben Seite der Polyeder- 
oherfläche die Färbung fortfuhrt, die Aussenflachen der Sechsecke zweiter Art imgefärbt zu lassen, d. h. diese 
wenden ihre positive Seite dem Oentrum zu. Gieht man jedoch C das negative Vorzeichen, so dass die 
Vierecke dem Centram die gefärbte Seite zuwenden, so sind die sichtbaren Seiten der Sechsecke gefärbt, und 
es sind alle Flächenwinkel kleiner als sr, d. h. das Polyeder ist ein konvexes, dessen innere Zelle aber den 
Koeffizienten — 1 hat. Die auf den Kanten des inneren Würfels sitzen- 
den achteckigen Zellen haben dann den Koeffizienten +1, die tetra- ,-' "-_ 
edrischen Zellen an den Ecken des Würfels den Koeffizienten -\- 2.^) ,-' ' " , 
Weiter sei die (nicht dargestellte) nicht-konvexe Varietät erwähnt, die , ' 
aus einem an den Ecken abgestumpften Hexaeder ebenso zu konstruieren 
ist, wie das Modell Fig. 2 Taf XTT aus dem an den Ecken abgestumpften 
Dodekaeder. Die sechseckigen Grenzflächen sind überschlagene Sechs- 
ecke zweiter Art; die an den Kanten des Würfels aufsitzenden tetra- 
edrischen Zellen besitzen den Koeffizienten — 1. Diese Varietät ent- 
steht aus der vorigen, wenn der absolute Wert von C < ist. End- 
lich sei noch die Varietät Fig. 104 angeführt. Die Sechsecke^) sind über- 
schlagene (zweiter Art). Färbt man den inneren oktaedrischen Kern 
aussen, so gehören die nicht zu färbenden äusseren Zeilen der Sechsecke "•-, ; , ' 
der Innenseite der pyramidenförmigen Zellen an, die auf den Ecken des ' ■ , _^ ' , ' 
Oktaeders aufsitzen. Es sind also diese ebenso wie die viereckigen -^^ j,,,, 
Grenzflächen aussen zu fai-ben. — Das zu dem besprochenen gleich- 
eckigen Polyeder polare gleichfläehige [6 (4)^ -{- 8 (6)3]-eckige 6 ■ 4 (3);^-Plach der fünften Art ist in einer 
Varietät in Fig. 20 Taf. S dargestellt. Der innere gleichfläehige Kern ist ein Tetrakishexaeder (Pyramidf 
Würfel). Die Ecken sind die eines Hexaeders und Oktaeders. — Die Fläche des gle ichflächigen Kugelnetz 
das Dreieck Ä^' C^ G^ in Fig. 14 Taf II, ist das Nebendreieck der Fläche A^ C^ C^ des Tetrakishexaedemetzes. 
11) Das [8(3)^ -f6(8)g]-/7«c%e H-Z{Z\-Eck der 7. Art ist nach seinen Flächen die Korn 
bination eines Oktaeders und Hexaeders, Die Ecken der konvexen Varietät Fig. 5 Taf. VIH sind die eines 
(6 -^- 8 + 12)-fiächigen 24-Eck8. Sind die Achtecke dritter Art regulär, so ist das Polyeder ein Archi- 
medeisches. ^) Die äussere Hülle der nicht -konvexen Varietät Fig. 33 Taf VIH ist ein (6 -|- 8)-fiäehiges 
8 . 3-Eck. Der innere Kern des in Fig. 18 Taf. X dai-gestellten polaren gleichflächigen Polyeders ist ein 
Triakisoktaeder. Die Grenzfiächen sind gleichschenklige Dreiecke, deren Basen die Kanten des Oktaeders sind. 




1) Behält man die erstgenannte Färbung des Polyeders bei, so hat die innerste Zelle den Koeffizienten ~\- 1 (da 
ein von aussen nacli innen wandernder Punkt von der gefärbten zur ungei&hten Seite übertritt, vergl, Nr, 61 und 63). Die 
an den Würfelkanten sitzenden Zellen haben die Koeffizienten — 1, die tetraedrischen Zellen an den Ecken des Würfels den 
Koeffizienten — 2, denn ei» aus einer Zelle der vorigen Art in sie übertretender Punkt geht von der ungeß,rbten zur ge- 
färbten Seite einer viereckigen Grenzfläche, der KoeffiBient ist also nach früheren Betrachtungen um eins zu erniedrigen. In 
Pig. 1 Taf XI sind diese Zellen hohl gelassen, was nicht korrekt ist, 

2) Die äusseren dreieckigen Zellen eines solchen Sechsecks sind in Fig. 104 punktiert. 

3) Vergl Mg. 2 Taf I bei Pitsch a. a, 0, 

24' 



y Google 



188 F. Die tesondereu Vielflache höherer Art. 

dessen Ecken in Verbindung mit denen eines Hexaeders die Ecken des Vielflaches bilden. Die Fläche des 
gleiehfläehigen Netzes ist das Dreieck C^ Ä^ Äg im ersten Hanptnetze Fig. 14 Taf. II, das Nebendreieck der 
F^che C^'Ä^Ä^ des Triakisoktaeda-netzes. 

Von hierher gehörigen diskontinuierlichen Vielflachen seien die folgenden erwähnt. Das in Fig. 28 
Taf. VII dargestellte System von drei sich kreuzenden (2 -(- 4)-flächigen Achtecken, dessen äiissere HiiUe ein 
(6 -f- 8)-flächiges 6 ■ 4-Eek ist. Das reziproke aus drei ebenrandigen (2 -f- 4)-eckigen Achtflachen bestehende 
gleichflächige Polyeder ist leicht zu erhalten. — Werden auch die rechteckigen Seiten^chen der (2 + 4)-flächigen 
Ächtecke zu Quadraten, so entsteht ein System von drei konzentrischen Hexaedern, Fig. 23 Taf. IX, dessen 
äussere HiÜle eine bestimmte Varietät eines (6 + 8)-flächigen 6 ■ 4-Eck8 ist. Das System der polar zu- 
geordneten drei Oktaeder zeigt Fig. 12 Taf. VIII. Die äussere HüUe des in Fig, 29 Taf VH dargesteUten 
gleieheckigen Körpers ist ein (6 -|- 8 + 12)-flächiges 24-Eck. Fassfc man das Vielflach als bestehend aus 
drei (2 -|- 4) - flächigen Achtecken auf, so ist es diskontinuierlich. Man kann es jedoch auch für ein 
[6 (8)g + 6 (4)j]-flächige8 24-Eck der dritten Art ansehen, wonach es als kontinuierliches Vielflach zu gelten 
hätte; die vier Kanten einer P^che des inneren hexaedrischen Kernes gehören dann den Kanten einer und 
derselben achteckigen Grenzfläche des Polyeders zu, das nach seinen Flächen die Kombination zweier kon- 
zentrischer parallel gestellter Hexaeder ist. — Konstruiert man in jedes der (2 + 4)-flächigen Achtecke, aus 
denen die angeführten Polyeder bestehen, die beiden tetragonalen Sphenoide, die in dem Falle der drei kon- 
zentrischen Hexaeder zu Tetraedern werden, so ergeben sich Gtruppierungen von je sechs tetragonalen Spheuoiden 
(bez. Tetraedern), deren äussere HüUen die betr. gleicheckigen Polyeder erster Art bleiben, die also selbst 
als gleicheckige Polyeder der sechsten Art zu gelten haben. In Fig. 10 Taf. VIII ^md diese sechs tetra- 
gonalen Sphenoide in dem ersten der vorher angeführten diskontinuierlichen Vielflache fur den speziellen Fall 
gezeichnet, in dem die Höhe jeder der drei quadratischen Säulen gleich der Diagonale der quadratischen Grenz- 
Mche wird. Das umhüllende Polyeder ist dann ein Kubooktaeder. In jeder Ecke desselben fallen zwei Ecken 
i zusammen. 



142. Die gieicheckigea und die gleiehfläehigen Polyeder dei- zweiten Oruppe der ersten Ordnung 
der zweiten Hanptklasse. Die drei von einer Ecke eines gleieheckigen Polyeders dieser Gruppe ausgehenden 
Kanten sind verschieden; die Flächen der gleichflächigen Polyeder sind demnach ungleiehkantige Dreiecke; 
dasselbe gilt für die Flächen der gleiehfläehigen Netze. Es sind zunächst folgende acht kontinuierliche gleich- 
eckige Polyeder mit ihren reziproken Vielflachen anzuführen.^) 

IS) Das [4 (6)i + 4 (6)^ + 6 (4\]-flächige 3i-Eck der .5. Art, Fig. 7 Taf. VIH entsteht m^ dem 
unter ff) angeführten Polyeder durch Abstumpfen der zwei Sechsecken zweiter Art gemeiniimen Kanten 
durch vierseitige Schnitte. Die dort erwähnte, nicht dargestellte Varietät jenes Polyedeia l&6st t,iuh lus 
Fig. 7 leicht erkennen. Die sechs abstumpfenden Fachen stehen senkrecht zu den Kaatenai.h5cn dei beiden 
Tetraeder, deren Kombinationsgestalt nach den Flächen das Polyeder 9) war, wonach das jetzt bespi chene 
durch Kombination zweier Tetraeder und eines Hexaeders entsteht. Das umhüllende Polyeder ist em gleich- 
eckiges (6 -|- 8)-flächiges 6 ■ 4-Eck. Das reziproke Vielflach wird aus Fig. 27 Taf VH erhalten, wenn min 
die gleichschenklig- drei eckigen Grenzflächen jenes Polyeders längs der punktierten Linie knickt, so dass die 
vier dreikantigen Ecken au sechskantigen erster Art werden, die Verbindungskanten je zweier leehikantigei 
Ecken zweiter Art aber m der Mitte eine vierkantige Ecke erhalten. 

13) Das [6 (8), -j- 8 (6)2 + 12 (4:\']-ßächige 2 - 24-Eat der 5. Art entsteht aus dem unter 10) 
angeführten Vielflache durch Abstumpfen der zwei Sechseeken zweiter Art gemeinsamen Kanten mittels 
vierseitiger (rechteckiger) Schnitte, ist also seinen Flächen nach die Kombination eines Hexaeders, Oktaeders 
und Rhombendodekaeders, Die Ecken sind die eines (6 -|- 8 -j- 12)-flächigen 2 ■ 24-Ecks erster Art. Dasselbe 
gilt für die nächsten vier angeführten gleicheckigen Polyeder höherer Art. — Das polare gleiehflächige 
Polyeder zeigt Fig, 14 Taf X. Es bedarf nach dem Gesagten keiner Erläuterung, Die Fläche A^ C^ B^ des 

1) HöKS II S. 456 (das Netz des Vielflauhes Nr. 12) feMt dort). 
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gleiciflächigen Netzes ist ein Nebendreieck der Fläche ^3' C^ B^ des Hexakis oktaedernetz es (des ersten 
Hauptnetzes). 

U) Bas [6 (8)3 + 8 {Q\ + 12 (4),}- flckhige 2 ■ 24-Eck der 7. Art. Fig. 23 und Pig, 8 Taf. VEI. 
Nach seinen Flächen ist es die Kombination derselben Polyeder wie das vorhergehende. Bei der in Fig. 23 
Taf, VIII dargestellten Varietät wenden die in den Ebenen der Flächen eines Oktaeders liegenden Sechs- 
ecke dem Mittelpunkte des Polyeders ihre Äaasenseite zu. Die nicht-konvexe Vai-ietät Pig. 8 Taf. VIII entsteht 
aus der Varietät Fig. 33 Taf. VTII des unter 11) beschriebenen Polyeders durch Abstumpfen der zwei Acht- 
ecken gemeinsamen Kanten mittels rechteckiger Schnitte, woraus sich sofort das Polyeder als Kombinations- 
gestalt der vorhin genannten ergiebt. Auch existiert eine Archimedeieche Varietät, bei welcher die Ächtecke 
gleichkantig sind, die ein eigentümliches Aussehen hat ^) — Das polare gleichflächige Polyeder zeigt Pig. 32 
Taf. X.^) Die Fläche des gleichflächigen Netzes, dds Dieieck Ä^ C^' B^, ist ein Nebendreieck der Fläche A^ C^B^ 
des Hexakisoktaedemetzes. 

15) Bas [6 (8)3 + 8 (6)^ + 12 {ii^l-flachge 2 24-Ecft der 11. Art, Fig. 2], Taf. VHI ist eheufalls 
nach seinen Mächen die Kombination eines Hexaedeis, Oktaeders und Ehombendodekaeders. Die viereckigen 
Grenzflächen wenden dem Mittelpunkte des Polyeders die Aussenseite zu. Der innere gleichfläehige Kern 
des polar-reziproken Vielflaches Pig. 2 Taf. X ist, wie bei den vorigen beiden gleichflächigen Polyedern, ein 
Hexakis Oktaeder, und die Ecken sind die eines Oktaeders (die achtkantigen), eines Hexaeders (die sechs- 
kantigen) und eines Kuhooktaeders (die vierkantigen). Die Verbindungskanten je einer acht- und sechskantigen 
Ecke bilden für sich das Kantensystem eines Rhombendodekaeders. Die Fläche des gleichflächigen Netzes, 
das Dreieck Ä^ C^ B^, bedeckt elf charakteristische Dreiecke des ersten Hauptnetzes und ist das Nebendreieek 
der Grenzfläche des unter 13) aufgeführten gleichflächigen Netzes fünfter Art.^) 

IG) Bas [6(8)3 + 8(6), + 8(6),] -/^acÄ^e 2-24:-Ech der 6. Art, Fig. 30 Taf. VIII ist nach 
seinen Pichen die Kombination zweier Oktaeder, von den beiden Arten von Sechsecken gebildet, und eines 
Hexaeders, dessen Ebenen die der Achtecke zweiter Art sind. Diese Achtecke sind diskontinuierlich, und 
bestehen aus je zwei sich kreuzenden Eechtecken. SämtUche Pichen dieses kontinuierlichen Polyeders 
wenden dem Mittelpunkte ihre Innenseite zu, so dass es also eine innerste Zelle mit dem Koeffizienten + 6 
besitzen muss; es ist diese Zelle ein von den Ebenen der Sechsecke erster Art gebildetes Oktaeder. Das 
polare gleichfläehige Polyeder, Fig. 33 Taf. S ist nach seinen Ecken die Kombination zweier Hexaeder, 
welche konzentrisch und parallel gestellt sind^), und eines Oktaeders, gebildet durch die diskontinuierlichen 
achtkantigen Ecken zweiter Art, Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck A^ Cl Cg, ein Neben- 
dreieck der Fläche A^C^Cg des Tetrakishexae lernetzes 

17) Bas [b (SJB + 6 (^'1 + ^ (6)1] ft(^^ ?'■ ^ ^^-Ecl der 4. Art, Pig. 12 Taf. XI ist die Kom- 
bination zweier parallel gestellte! Hexaeder mit einem Oktaeder. Da sämtliche Flächen dem Centrum die 
Innenseite zuwenden so hat die mneiste vdu len Ebenen der Ächtecke erster Art gebildete hexaedrisehe 
Zelle den Koefflzienten + 4 Das dargestellte P lyeder ist die Ärchimedeische Varietät. Das polare gleich- 
flächige Vielflack Fig 9 Tat \ besitzt die Ecken zweier konzentrischer parallel-gestellter Oktaeder (die das 
zweite Oktaeder billenden ichtkintigen Ecken diittei Art sind im Modell verdeckt) und eines Hexaeders, 
das mit beiden Oktaedern die Achsen gemem hat Die Fläche des gleichfläcbigen Netzes ist GsA^A^, ein 
Nebendreieck der Flache C^ -L i. des Tiiikisoktaedemetzes. 

Die gleichfl ich Igen Netze welche den ^leichecLigen zugeordnet sind, denen die bisher besprochenen 
Polyeder dieser Gruppe em der unibeschiieben smd sind solche mit direkt symmetrischen Kanten. Gleich- 



1; Yeigl Fig 7 Taf II bei Pitach a. a. 0. Wir zäiilen die Figuren jener beiden Tafeln in analoger Reihenfolge 
wif die der un^ngen 

ii) Die lOn den achtkantigen Ecken dritter Art nach, den aeohskantigen Ecken führenden Kanten sind an den zu- 
ei6t genannten Ecken innerhelb der Oberfläche gelegen, 

3) Übei die gleicheckigen Polyeder 13) 14) 15) vergl. Hesa, Über die möglichen Arten und Varietäten einiger Arehi- 
medeiachen liorpei Maibuiger Benchte. 187S. Kr. 5 (Juni). S. 87. 

4l DiP SPcliskantigen Ecken zweiter Art liegen danach in dem Modelle unter denen erster Art verborgen. 
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flächige feste Netze mit nur teilweise direkt-symmetrischen Kanten, welche Polametze zu einfachen Netzen 
sind, sind zwei anzuführen^), und den zugeordneten gleicheckigen Netzen sind die heigemerkteo Polyeder ein- 
uud unabeschrieben. Das Polardreieck des Hesakisoktaederdreieckes A^ C^ B^ ist Bg B^ A^ (Fig. 14 Taf. II), 
dessen Kanten A^B^ und B^A^ direkt- symmetrisch sind, da sie Hauptkreiaen des ersten Hanptnetzes an- 
gehören, während die Ebene der Kante B^B^ keine direkte Symmetrie ebene ist. Dem gleicheckigen Netze, 
welches dem diese Grrenzfläche besitzenden gleichflächJgen zugeordnet ist, ist 

18) das [6 (4 + 4)j, + 12 (4 + 2 -f 2\]-ßäeMse 2 ■ 24 (B\-Ech der 15. Art einzubeschreiben. Die 
48 Ecken dieses gleicheckigen Polyeders sind die eines (6 + 8 -f- 12 -flächigen 2 ■ 24r-Eck3. Die Acht- 
ecke dritter Ai-t mit abwechselnd gleichen Kanten liegen in den Ebenen eines Würfels, die Achtecke dritter 
Art mit je vier, je zwei und je zwei gleichlangen Kanten, in den Ebenen eines Ehombendodekaeders, während 
die Ecken des polaren gleiehflächigen Körpers die eines Oktaeders und Kubooktaeders sind. 

19) Das [6 (4 + 4)g + 12 (4 + 'i\]-fläcMge 2 ■ 24 (SX-Eck dm- 3. Art ist eine Kombination derselben 
Polyeder wie das vorige. Die Fläche B^ B^ A^ des gleichflächigen Netzes ist das Polardreieek der Fläche 
A^C^B^. Die Kanten A^Bf^ und B^A^ sind direkt-symmetrische, was von der dritten Kante B^^B^ 
nicht gilt. 

Von hierher gehörigen diskontinuierlichen Polyedern seien nur die folgenden erwähnt. Das in Fig. 30 
Taf VII dai^estellte System von drei sich kreuzenden (2 -f- 2 -j- 2)-fläehigen 2 ■ 4-Ecken, dessen Ecken die eines 
(6 + 2-44- 12)-flächigen 2 ■ 12-Ecks sind (vergl. das Polyeder 15) in Nr. 116). Das polare gleichflächige 
Polyeder ist ein System von drei vierseitigen Doppelpyramiden Über je rhombischer Basis. — - Das System von 
sechs sich kreuzenden (2 + 2 -f- 2)-flächigen 2 ■ 4-Ecken Fig. 22 Taf. VIII hat zum Umhüllui^spolyeder ein 
gleicheckiges (6 -j- 8 + 12)-flächiges 2 ■ 24-Eck. Man könnte dieses Vielfiach auch als begrenzt von dreimal 
sechs Achtecken zweiter Art betrachten, wonach es mit Rücksicht auf seine Flächen die Kombination dreier 
konzentrischer, parallelgestellter, doppelüberdeekter Würfel ist. Die Art dieses Vielfiaches ist wie der 
Koeffizient der innersten hesaedriaehen ZeUe gleich 6. Das zugehörige gleichflächige Polyeder ist leicht 
zu erhalten. Aus diesem, sowie aus dem vorher beschriebenen System von 2 ■ 4-Ecken lassen sich Gruppierungen 
von rhombischen Sphenoiden erhalten, im ersten Falle von sechs, im zweiten Falle von zwölf Sphenoiden, 
in analoger Weise wie dies bei den diskontinuierlichen Polyedern der vorigen Gruppe gezeigt war. — End- 
lich ist hier noch ein System von sechs kronrandigen (2 -(- 4)-eckigen 2 - 4-Plachen (Skalenoedem) zu nennen, 
die ein diskontinuierliches gleiehflächiges Polyeder bilden. In jeder Ecke desselben fallen zwei Skalenoeder- 
ecken zusammen, und zwar bilden die 6-4 Kronenrandecken die Ecken eines Kubooktaeders, und die End- 
punkte der Hauptachsen der Skalenoeder sind die sechs Ecken eines Oktaeders, das mit dem Kubookfcaeder 
koir^entrisch und koachsial ist. In jeder Ecke dieses Oktaeders liegen also die Ecken zweier Skalenoeder, von 
denen das eine gegen das andre um die gemeinsame Hauptachse um 90" gedreht ist. — Das reziproke 
kontinuierliche gleicheckige Polyeder besteht aus sechs unterhrochen-kronrandigen (2 -[- 2 ■ 2)-flächigen 2 ■ 4- 
Eeken. Die Ecken dieses Systems sind die eines (6 -f 8 + 12)-flächigen 2 ■ 24-Ecks (Fig. 4'' Taf VII). 
Man erhält zwei dieser 2 ■ 4-Ecke, wenn man in zwei gegenüber Hegenden achteckigen Grenzflächen des 
nannten gleieheckigen Polyeders je das diskontinuierliche Achteck aweiter Art konstruiert, das aus zwei ge- 
krenjzten Rechtecken besteht, und die Ecken je eines solchen Rechtecks mit den Ecken des in gekreuzter 
Lage beftndlichen "Rechtecks des gegenüberliegenden Achtecks zweiter Art durch Kanten verbindet. 

143- Die gleicheckigeu aud die gleichfiächigeu Polyeder der dritteii Gruppe der ersten Ordnung 
der zweiten Hauptklasse. Von den gleieheckigen Polyedern dieser Gruppe der Oktaeder- Hexaeder- Ordnung, 
welche vierkantige Ecken haben — die Flächen der polaren gleiehflächigen Polyeder sind also Vierecke — 
sind die folgenden vier kontinuierlich.^) 

20) Das [6 (4)i + 8 (3\ -j- 6 (S)^-fläcUge 24 {^\-Eck der 4. Art. Fig. 8 Taf IX. Die Ecken smd 
die eines (6 -{- 8)-flächigen 8 ■ 3-Eeks erster Art. Nach den Flächen ist das Polyeder die Kombination zweier 



1) Hess n S. 459 ff, 2) Tergl. über die Netae Hess H S. 467. 
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parallelgestellter konzentrisclier Würfel nad eines boaelisialen Oktaeders mit demselben Mittelpunkte. Das 
dargeetellte Modell zeigt die Ärchimedeiaclie Varietät. Die Oxenzfläehe des polaren Vielflaclies Fig, 1 Taf. X 
ist ein Deltoid. Die vier- und achtkantigen Ecken sind die zweier Oktaeder, die dreikantigen [die einea 
Würfels. Das innere gleichflächige Polyeder ist das Pyramidenoktaeder. Die Grenzfläehe des gleichflächigen 
Netzes ist Ä^Ä^C^A^ in Fig. 14 Taf. II. 

äl) Das [8 (6% + 12 (i\~}-fläc}dge 24 (4)j-£c^ äei- 2. Art, Fig. 9 Taf. VIII, dessen äussere Hülle 
ein (6 + 8)-flächiges 6 ■ 4-Bek ist, wird von acht Sechseeken zweiter Art begrenzt, die in den Ebenen eines 
Oktaeders liegen, und von vierzehn Vierecken, in den Ebenen einea ßhombendodekaeders. Das polare 
gleiehfläehige Polyeder, Fig. 8 und Fig. 13 Taf. X, dessen Grenzfläche ein Trapez ist, besitzt die Ecken eines 
Würfels und eines Xubooktaedera. Der gleiehfläehige Kern ist ein Pyramidenwürfei. Die Fläche des gleich- 
flächigen Netzes ist das Viereck B^ B^ C^ Cj im ersten Hauptnetae. 

32) Das [6 (8)3 -f 8 (6\}-fiik:hige 24 {i)^-Ech (kr 5. Art, Fig. 28 Taf. VUI hesitat als äussere Hülle 
ein (6 --|- 8 -J- 12)-flächiges 24-Eck, während der innere Kern bei der dargestellten Varietät ein Kubooktaeder 
ist; nach den Flächen ist ea eben die Kombination eines Würfels mit einem Oktaeder. Die Grenzfläche des 
polaren gleiehflächigen Polyeders Fig. 12 Taf. X ist ein Trapez, dessen parallele Kanten ihre Endpunkte in 
zwei Würfelecken, bez. zwei Oktaederecken haben, wie sieh aus der F^che des gleichflächigen Netzes A2 A^ G, G^ 
ablesen las st. 

33) Das [8 (6)3 + 8 (Q\]-flächige 24 (4)i-£cÄ der 4. Art, Fig. 11 Taf. VIII ist nach seinen Flächen 
die Kombination zweier parallelgestellter Oktaeder. Das Umhüllungspolyeder ist ein {6 -|- 8)-flächiges 6 - 4- 
Eek, die innerste Zelle ein Oktaeder. Das gleichflächige Netz besteht aus vier auf einander fallen den Hexaeder- 
netzen, so dass in jedem Eckpunkte C zwei (3 + 3)-flächige sphärische Ecken der zweiten Art vorhanden 
sind. Das zügehörige von Trapezen begrenzte gleiehfläehige Polyeder, dessen Ecken wie die zweier parallel- 
inein ander gestellt er konzentrischer Würfel liegen, ist leicht zu konstruieren.^) 

Ea existiert weiter eine grosse Anzahl hierher gehöriger nicht -konvexer Polyeder, von denen be- 
sonders diejenigen interessant sind, welche überschlagene vierkantige Ecken, d. h. vierkantige Ecken zweiter 
Art besitzen. Viele dieser Polyeder sind Möbinssche.^) Es seien hier nur die folgenden erwähnt. Fig. 1 Taf. VTH 
zeigt ein Polyeder, dessen Flachen durch die acht Dreiecke eines Knbooktaeders und die vier, auf den drei- 
zähligen Achsen (den Verbindungslinien der Mittelpunkte zweier gegenüberliegenden Dreiecke) senkrecht 
stehenden, sich im Centrum des Polyeders schneidenden Ebenen, welche Sechsecke erster Art sind, gebildet 
werden. Die zwölf Ecken sind die eines Kubooktaedera, Aus diesem läsat sich ein weiteres Möbiussches 
Polyeder konstruieren, wenn man die vier ebengenannten Sechsecke mit den sechs Quadraten des Knbo- 
oktaeders zusammenfügt. Auch dieses Polyeder^) besitzt zwölf Üb er Schimone vierkantige Ecken. — Die Ecken 
des in Fig. 36 Taf. VIII dargestellten Polyeders sind die eines (6 -|- 8 -f- 12)-flächigen 24-Ecks. Es besitzt 
sechs quadratische und acht gleichseitig-dreieckige Grenzflächen (die betr. Fläciien des Umhällungspolyedera) 
und sechs gleicheekige (4 -j- 4)-ecke erster Art. Ein zweites Polyeder mit üb erschlagenen vierkantigen Ecken 
lässt sich in dasselbe (6 -j- 8 -j- 12)-öächige 24-Eck konstruieren, wenn man zu den ebengenannten sechs 
Achtecken die zwölf (2 -|- 2)-ecke des TJmhüllungapolyeders fügt, welche in den Ebenen eines ßhomben- 
dodekaeders liegen.*) Man Überzeugt sich leicht von dem einseitigen Charakter dieses Vielflaches, wenn man 
die OberMche zu färben versucht, da man bald auf die Rückseite der Ausgangsfläche gelangt, diese also mit 
beiden Seiten als der äusseren Oberiläehe zugehörig erscheint. Dagegen ist das vorhei^enannte VieMach ein 
zweiseitiges; die tetraedrischen räumlichen Zellen Über den dreieckigen Flächen des Polyeders haben den 
Koeffizienten — 1, wenn der innerste Würfel den Koeffizienten -|- 2, die auf seinen Flächen aufsitzenden 
Zellen den Koeffizienten + 1 haben. — Das in Fig. 31 Taf. VII dargestellte gleicheckige Polyeder mit 

1) Ist ABCD eine Fl&oLe des äwseeren Wärfele, A'B'ÜU' die der entsprechenden Fläche des inneren Würfeb 
gegenüberliegende, wobei A'B' parallel und gleiohgericlitet mit Ä B sei, so ist ABB' AI eine Grenzfläche des gleiehflächigen 
Pulyedei? 2) Mehrere derselben sollen in Nr. 163 erat aur Sprache komraen. 

3) Vergl. Badoureau a. a. 0. S, 119. 4) Badoureau ii. a. 0. S. 133. 
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Tierundzwanzig üb erschlagenen vierkantigen Ecken, den Ecken eines (6 -f- 8)-fl.äeliigen 6 ■ 4-Ecka, liat zu 
Grenzflächen acht Sechsecke zweiter Art, die in den Ebenen eines Oktaeders liegen, \ind acht (!J -j" 3)-eckö 
erster Art^), die eine innerste oktaedi-ische Zelle einschiiessen. Dieses noch nicht beschriebene Polyeder ist 
ebenfalls ein einseitiges.^) 

144 Die gleicheckigen und die gleichflächigen Polyeder der vierten Gruppe der ersten Ordnung 
der zweiten Hauptklasse. Soweit die zugehörigen gleichfläehigen Netze feste Netze sind, sind die sämtlichen 
hierher gehörigen Polyeder mit fünfkantigen Ecken (und die gleichflächigen mit fünfeckigen Grenzflächen) 
nicht konvex. — Es waren nun in Nr. 120 als lerandsrliclw gleichfläcliige, der ersten Ordnung der zweiten 
Hauptklasse angehörende, Fünfecksnetze erster Art genannt: Das symmetrische und das tetraedri sehe Pent^on- 
dodekaedernetz nnd das Pentagonikositetraedernetz. Die zugeordneten gleicheckigen Netze sind Hemigonien 
von vollzähligen Netzen dieser ersten Ordnung, wie die gleicheckigen ihnen einbeschriebenen Polyeder (Fig. 7'', 
IS'', ö"" Taf. VII) Hemigonien vollzähliger gleieheckiger Polyeder sind. Zu jedem dieser drei gleichflächigen 
veränderliehen Netze giebt es nun ein konvexes höherer Art, bei welchem die Grenzflächen Sternfünfecke 
sind. Die beiden ersten dieser Netze stehen zu dem symmetrischen und tetraedrischen Pentagondodekaeder- 
netze in ähnlicher Beziehung wie das Netz des 20-eckigen Stem-12-Flaelies zu dem regulären Dodekaeder- 
netze.^) — Die Ecken der den polar zugeordneten gleicheekigen Netaen einbeschriebenen gleicheckigen 
Polyeder höherer Art liegen wie die Ecken der dem symmetrischen und tetraedrischen Pentagondodekaeder 
polar zugeordneten gleicheckigen Polyeder Fig. 7* und Fig. 12* Taf. VII, d. h. wie die Ecken eines 
(2 ■ 4 4- 12)-fläehigen 12-Ecks und eines (4 -j- 4 + 12)-flächigen 12-Eeks, die beide dem Ikosaeder isomorph 
sind. Es werden die beiden Polyeder höherer Art ebenso durch Einschreiben dreieckiger Grenzflächen in die 
genannten Polyeder erster Art erhalten, wie das 20-flächige Stern-12-Eck in Nr, 128 in das reguMre Ikosaeder 
konstruiert wurde. Es sind diese beiden Polyeder: 

äi) Bas [8 (3)i + 12 (2 + l\]-flächige 12 {6\-Eek der 7. Art, das acht gleichseitige Dreiecke und 
zwölf gleichschenklige Dreiecke zu Grenzflächen hat, und 

35) das [8 (B\ + 12 (1 + 1 + l\]-flächige 12 (b%-Eclc der 7. AH, dessen Flächen neben acht gleich- 
seitigen Dreiecken zwölf ungleichkantige sind. Die Archimedeische Varietät ist selbstverständlich das regu- 
läre 20-fläehige Stern-12-Eck. Die beiden polaren Körper, deren archimedeische Vaiietät das 20-eckige 
Stern -12 -Flach ist, sind nun leicht zu erhalten und ist die Beschaffenheit ihrer Ecken sofort aus der vorher- 
gehenden Bezeichnung abzulesen. Die Grenzflächen sind symmetrische bez. unsymmetrische Stemfünfeeke. 

36) Das [6 (4)^ + 8 (3)^ -|_ 24 (1 + 1 + l\]-flächige 24 {5\'Eck der 13. Art hat seine Ecken in 
denen eines (6 + 8 -|- 24)-flächigen 24-Ecks erster Art (Fig. 6"' Taf VII). Auch hier giebt es eine Archi- 
medeische Varietät, bei der sämtliche Dreiecke gleichkantig sind. Das gleiehfiächige veränderliehe Netz ist 
das dritte oben erwähnte, das als Pentagonikositetraedernetz höherer Art bezeicjmet werden könnte. — Hier- 
mit sind die Polyeder der ersten Ordnung der zweiten Hauptklasse, so weit sie nicht erst später zur Sprache 
kommen aollen, erledigt. 

145. Die gleicheekigen und die gleichfläehigen Polyeder der ersten Gruppe der zweiten Ordnung 
der zweiten Hauptklasse. Es war bereits bemerkt worden, dass die Bestimmung sämtlicher gleicheckigen 
Polyeder höherer Art und der ihnen polaren gleichfläehigen, soweit die entsprechenden gleichflächigen Netze 
nicht feste Netze sind, ein bis jetzt ungelöste Problem ist. Aber auch die Zahl der diskontinuierlichen und 
der nicht- konvexen Polyeder dieser zweiten Ordnung ist eine so ungeheuer grosse, dass nur wenige Typen 
solcher Polyeder im folgenden angeführt werden können. Im wesentlichen sind nur diejenigen Polyeder berück- 
sichtigt, für welche das gleiehfiächige Netz fest und kontinuierlich ist. Die Einteilung in Gruppen erfolgt 



1) Z. B. daa Sechseck aicdef dei' Figur. 

3) Einige weitere Polyeder mit üb erschlagenen vierkantigen Ecken, deren, äussere Hülle ein (6 -j- 8)-fläcliiges 
3-Eck (der an den Ecken abgestumpfte Würfel) ist, beschreibt Badourea« a, a. 0. S. 117. 
3) Vergi. Hess II S. 461. 
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wieder nach der Kantenzahl und BesehaffenliPii; dei .f'läche dieses gleichfiächigen Netzes oder, was dasselbe 
sagt, nach der Zahl der Eanten in einei Ecke des gleicheckigen Polyeders. Die erste Gruppe umfasst die- 
jenigen Vielflaehe, für welche die Flache des gleiehfläehigen Netzea ein gleichaeheukligea Dreieck ist. Es 
braucht kaum bemerkt zu werden, daas sich alle im weiteren zunächst angeführten Netze im zweiten Haupt- 
netze Fig. 15 Taf. II vorfinden, 

^7) Das [12 (5)ä + 12 (10)J-jtec%e 12 - 5 (3),-Ecit der 3. Art, Pig 2 Taf. IX. Das Umhülhmgs- 
polyeder ist ein (12 + 20)-flächiges 12 - 5-Eck (vergl. Nr. 118). Die Ebenen der beiderlei Grenzflächen sind 
die zweier parallelgestellten konzentrischen Dodekaeder, denn das Polyeder entsteht durch gerade Abstumpfung 
der Ecken eines regulären 12-fläehigen Stern-12-Ecks mittels der Ebenen eines Dodekaeders. Geht die Äb- 
stuzupfiing so weit, d^s der Rest der Kante des Stom-12-Ecks gleich der Kante des Fünfecks zweiter 
Art ist, so einlebt sich die Archimedeische Varietät.^) Die Ecken des polaren gleichflächigen Polyeders 
Fig. 30 Taf. X sind die zweier konzentrischen, parallel gelegenen Ikosaeder. Der innere gleichflächige Kern 
ist ein Pentakisdodekaeder.^) Eine gleichschenklige Grenzflä,che des Polyeders hat ihre Spitze in einer 
fünfkantigen Stemecke, die im Modell unter einer zehnkantigen Ecke verborgen liegt. Die Fläche des gleich- 
flächigen Netzes ist das Dreieck G-^G^G^, 

28) Das [12 (6\ + 12 {\0)^-fiäcUge 60 {i\-Ech der 3. Art, Fig. 6 Taf. VHI, besitzt die Ecken eines 
(12 + 20 + 30)-flächigen 60-Ecks. Diese Varietät entsteht durch gerade Abstumpfung der Ecken eines 
regulären 12-eckigen Stern- 12-Flachs mittels eines parallelgestellten Dodekaeders, wonach die Ebenen der 
Flächen des Polyeders die zweier Dodekaeder sind. Eine andre Varietät, deren Umhüllungapolyeder ein 
(12 + 20)-fläehiges 20 - 3-Eck ist, erhält man, wenn man nach der Angabe der Bemerkung zu dem 
anter 27) angeführten Polyeder die Abstumpfung der Ecken des 12-flächigen Stem-12-Ecks so weit fuhrt, 
daas die Ebenen des abstumpfenden Dodekaeders innerhalb jenes Polyeders zum Schnitt gelangen. Die Ecken 
des polaren gleiehfläehigen Polyeders sind die zweier konzentrischen, parallel gestellten Ikosaeder.^) Die 
Fläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck G^G^G^ des dreifach überdeckten Ikosaedemetzes. 

29) Das [12 {1Ö\ -f 12 {\Q)^-fläcMge 60 (Z\-Eck «fer 9. Art, Fig. l'3 Taf. 511, dessen äussere Hülle 
ein (12 -|- 20 + 30)-fiächigea 60-Eck ist, ist die Kombination eines 12-eekigen Stem-12-FIaeha mit den 
Ebenen eines konzentrischen, parallel gestellten Dodekaeders. Bei der in Fig. 23 dargestellten Archimedeisehen 
Varietät werden die Fünfecke erster Art von den Aussenseiten der Ebenen dieses Dodekaeders gebildet, d. h. 
sämtliche Flächen des Polyeders wenden seinem Centram die Innenseite zu. Wählt man diejenige Varietät 
des Zehnecks dritter Ali; Fig. 11 Taf. I zur Gi^enzfläche, bei welcher je drei Doppelpunkte in einen mehr- 
fachen Punkt zusammenfallen, und ateUfc dabei das von den Zellen mit den Koeffizienten 2 und 3 gebildete 
Fünfeck die innere ZeUe der Grenzfläche des 12-eckigen Stern- 12-Flachs dar, so fallen je zwei gegenüber- 
liegende PEchen des genannten Dodekaeders zusammen, d. h. die zwölf Ebenen gehen durch das Centrum 
des Polyeders. Lässt man den Abstand der Dodekaederebene vom Centrum negativ werden, so erhält man 
eine Varietät, deren fünfeckige Grenzflächen dem Centram die „gefärbte" Seite zuwenden und deren innerste 
Zelle also einen n^ativen Koeffizienten hat u. s. w. — Die Ecken des polaren gleichflächigen Polyedej^ 
Fig, 10 Taf X aind die zweier paraüol und konzentrisch gestellten Ikosaeder. Die gleichschenklige Grenz- 
fläche hat ihre Basisecken in zwei, hier unter den fünfkantigen Ecken. erster Art verborgenen, benachbarten 
zehnkantigen Ecken zweiter Art, welche Ecken des innem Ikosaeders sind, ihre Spitze in einer Ecke des 



1) Pitsoh, Taf. II Pig. 3, — Durcli Abstunipfung der Ecken dea i3-flachigen Sterii-I2-Ecks mittels Dodekaederflächea 
bis zur Mitte der Kauten des genannten regulären Stetnpolyeders entsteht das unter 56) Nr. 147 angeführte gleicheckige 
P 1 d mit VI kant g n E k n Pig, 13 Taf. IX. Diivck noch weitergehende Abstumpfung ergiebt sich eine Varietät des 
h ten luit 9 1 ng fu! t n Polyeders. 

) Im f 1 du t d Gestalt des inneren gleichfläcMgen Kernes eines gleichflilchigen Polyedera meist nicht an- 
ggbn,da ha d 1 Umhnllungspolyeders des gleicheckigon Vielflaehes direkt ablesen lässt, 

3) F r t X gt diesen Körper, wenn man sich die rhombischen Grenaflächen längs der kürzeren, hier ver- 

b g n Dg 1 g kn Lt 1 kt; man hat sich also die sichtbaren fünfkantigen Ecken etwas flacher vorzustellen. Die 
fönfkantigen Ecken zweiter Art sind nicht sichtbar. 
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änasereix Ikosaedera. Die Kanten des inneren Ikosaeders sind also zugieich Kanten des Vielflaches. Die 
FBtche dea gleicMäcliigen Netzes ist das Dreieck G^G^'G^'. 

30) Bas [12 (5), + 20 (6\]~flächige 12 ■ 5 (3\-Ech der 11. Art. Die äussere Hülle der in Fig. 7 
Taf. XI dargestelltön konvexen Varietät, ebenso wie der in Fig. 2 Taf. XII gezeichneten nicht -konvexen 
Varietät ist ein (12 + 20)-flächiges 12 ■ 5-Eck. Nach den Flächen ist das Polyeder die Kombination eines 
Dodekaeders mit einem Ikosaeder. Färbt man bei der konvexen Varietät die äusseren Seiten der konvexen 
Sechsecke zweiter Art, so ersieht man leicht nach der Fortsetzung der Färbung der Polyederoberfläche auf 
die Grenzfünfecke, dass diese dem Centrum des Polyeders ihre äussere Seite zuwenden. Bei der nicht kon- 
vexen Varietät Pig, 2 Taf. XII sind die auf den Kanten des (12 -|- 20)-fläehigen 20 - 3-eckigen Kernes auf- 
sitzenden tetraedriscben Zellen negativ. Die Ecken des gleichflächigen polaren Polyeders Fig. 3 Taf. X sind 
die eines Ikosaedera und Dodekaeders, wobei die Kanten des letzteren die Basisbanten der gleichschenkligen 
Gfrenzflächen sind, deren Spitzen in die Ikosaeder ecken fallen. Die Fläche des Netzes ist GJ3-^C^. 

31) Das [12(5)g + 20(6)J-/;äc%e m {Z\-Ech d&r 7. Art, Fig. 9 Taf IX, dessen äussere HüUe 
ein (12 -f- 20 + 30)-ßächiges 60-Eek ist, entsteht durch gerade Abstumpfung der Ecken eines regulären 
20-fläeliig6n 8tem-12-Ecks mittels der Ebenen eines Dodekaeders, ist also die Kombination eines solchen mit 
einem Ikosaeder. Es ist die Ärchimedeischo Varietät dargestellt. Die Ecken des reziproken Körpers Fig. 16 
Taf XI sind danach die eines Dodekaeders und eines konzentrischen koaehsialon Ikosaeders. ^1 Die Fläche 
des gleichflächigen Netzes ist Q^G^O^. 

32) Bas [12 (5)^ -f- 20 (e\]-fläcMge 60 (Z\~Ech der 17. Art besitzt die Ecken eines (12 + 20)- 
flächigen 12 ■ 5-Ecks. Nach seineu Flächen ist es die Kombination der Ebenen eines 12-eckigen Stem-12- 
Flaches mit denen eines konzentrischen 20-flächigen Stei-n-12-Ecks, deren gleichviel ählige Achsen gleichgerichtet 
sind. Das Modell dieses Vielilacbes ergiebt sieh aus Fig. 19 Taf XII, wenn mau die längeren Kanten der 
Zehnecke zweiter Art hier verlängert, wodurch diese in Fünfecke zweiter Art übergehen; die Vierecke dieses 
Polyeders fallen dann weg und je zwei Sechsecke zweiter Art erhalten eine Kante gemeinsam. Das reziproke 
gleichflächige Polyeder Pig. 11 Taf. X hat die fünfkantigen Ecken mit denen eines Ikosaeders, die sechs- 
kantigen mit denen eines Dodekaeders gemein. Die Fläche des Netzes ist G^C^C^. 

33) Bas [20 (3)^ + 12 {10\}-fläcMge 60 (S\-Eck der 19. Art. Von diesem Polyeder, das nach seinen 
Flächen die Kombination eines Ikosaeders und eines Dodekaeders ist, sind drei Varietäten dargestellt. Die 
äussere Hülle der konvexen Varietät Fig. 14 Taf. VIII ist ein (12 -f- 20 + 30)-fiächiges 60-Eek. Es erscheint 
das Vielflach als Kombination eines 12-eekigen Stem-12-Plachs mit den Ebenen eines 20-flächigen Stern-12- 
Ecks, wobei diese die äusseren Zellen jenes so weit reduzieren, dass an den Ecken des inneren Dodekaeders 
nur je drei kleine tetraedrische räumliche Zellen verbleiben. Fs ist diejenige Varietät gewählt, bei deren 
(5 -f- 5)-kantigen Grenzflächen (vergl. Fig. 15 Taf I) die äusseren Ecken der Zellen mit dem Koeffizienten 3 
auf die kürzeren Kanten des Vielecks fallen. Sämtliche dreieckigen Grenzflächen des Polyeders wenden dann 
dessen Centrum die äussere Seite zu. — Fig. 4 Taf IX steUte eine Varietät dar, deren äussere Hülle die- 
selbe wie die der vorigen ist. Die (5 -j- 5)-kantigen Grenzfiächen sind hier üb erschlagene Zehnecke vierter 
Art, von der Gestalt Fig. 16 Taf I. Färbt man die Aussenseite der dodekaedrischen Zelle des Polyeders, 
so ist die innere Zelle eines solchen Zehnecks positiv, also jede dreieckige Aussenzelle auf derselben Seite 
der Fläche negativ. Da ihre Rückseite, d. h. die am Polyeder sichtbare, dann pos tiv ist so kehien a h die 
dreieckigen Grenzflächen dem Centrum des Polyeders ihre Innenseite zu, sind also aiT^sen zu fi bei und die 
zwanzig räumlichen Zellen an den Ecken des Dodekaeders besitzen den Koeffizienten -|- 1 ^) 



1) Eückt man die fflnfkaatigen Eclten zweiter Art auf den fSnfzähligen Achsen de» Ikosaeders o we t vnn ieeee 
j ab,' dass je zwei länga einer Basiakante zuaammenstossende Grenzflächen dea Körpers m e ne Ebene fallen alao z 



Rhombus bilden, so erhält 
3) Eine analoge Varietät, 
erhaltende, esistiect auch für das Polyeder 9), wobei 
lere Eern ein Hexaeder ist. 



17 Taf. XI dargestellte, unter 5 n Ivr 147 besj ro hene Polyede 
meren Dodekaeder durch Ansetzen tetraedns her Zellen an len Ecken 
der innere Eern ein Tetraeder, und fui das Polyeder 11) wobei der 
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146. Die gleich eckigen und die gleicbfl ach igen Polyeder der zweiten Gruppe der zweiten Ordnung der zweiten Hauptklasse. 195 

Eine di-itte Varietät erhalt man, wenn täie Kanten der fünfeckigen Grenzflächen eines (12 + 20)- 
fiächigen 5 - 12-Eeks (Fig. 25 Taf. VI) derart verlängert werden, dass an Stelle dieser Fünfecke Übersehlagene 
(5 -|- 5)-eeke der vierten Art treten, von denen je zwei henachbarte je eine der kürzeren Kanton gemein 
haben. An Stelle der Sechsecke treten dann gleichseitige Dreiecke.^) Die äussere Hülle dieser Varietät ist 
im allgemeinen ein (12 -|- 20)-flächigos 20 ■ 3-Eck, Es lässt sich nun der innere Kern, das (12 + 20)-fläehige 
5 ■ 12-Eek, so wählen, dass die dreieckigen Grenzflächen der äusseren Hülle in einen Punkt zusammen- 
sehrumpfen, d. h. daas je drei Ecken benachbarter Zehnecke des Polyeders in einer Ecke der äusseren Hülle, 
die dann ein Dodekaeder ist, zusammenfallen. Diese Varietät zeigt Fig. 32 Taf VII. ^) — Das polare gleich- 
flächige Polyeder, Fig. 23 Taf. XI, dessen dreikantige Ecken die eines Dodekaeders, dessen (5 -f- 5)-kantige 
Ecken vierter Art die eines Ikosaeders sind, besitzt zu Grenzflächen gleich schenldige Dreiecke, deren Basen 
die Kanten des genannten Ikosaeders sind. Es ist die Varietät dargestellt, bei der die Schenkel der Grenz- 
fläche die Kanten des Ikosaeders schneiden- Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist C^G^G^. 

34) Bas [20 (3)^ -J- 12 (10)^']-flächige 60 (Z\-Ecli der 7. AH, Fig. 34 Taf. VIII entsteht durch gerade 
Abstumpfung der Ecken eines 20-eckigen Stem-12-Plachs durch ein Ikosaeder und hat als TJmhüliungs- 
polyeder ein (12 -[- 20 -J- 30)-flächiges 60-Eck. Die dreikantigen Ecken des reziproken gleichflächigen Poly- 
eders Fig. 26 Taf. X sind demnach die eines Dodekaeders, die zehnkantigen zweiter Art die eines Ikosaeders. 
Die Grenzfläche hat die Basisecken in zwei zehnkantigen Ecken, die Spitze in einer dreikantigen. Die Fläche 
des gleichflächigen Netzes ist das sphärische Dreieck Cj^G^G^. 

35) Das [20 (ß\ + 12 (10\}-flä(^ige 60 {3\-Ech der 13. Art, Fig. 21 Taf IX, dessen Ecken wie die 
des vorigen liegen, ist die Kombination eines 20-eckigen Stern-12-Flach9 und eines Ikosaeders. Es ist die 
Archimedeische Varietät dargestellt. Die zehnkantigen Ecken dritter Art des reziproken Körpers Fig. 4 Taf X 
sind die eines Ikosaeders, die dreikantigen die eines Dodekaeders. Das Dreieck 0^ Gg G^ des zweiten Haupt- 
netzes ist die Grenzfläche des gleichflächigen Netzes, 

146. Die gleicheekigen nud die gleieliüäcMgen Polyeder der zweiten Gruppe der zweiten Ordnung 
der zweiten Hauptklasse. Es sollen in dieser Gruppe die von Flächen dreierlei Kantenzahl begrenzten 
gleieheckigen Polyeder dieser Ordnung, deren dreikantige Ecken ungleichkantig sind, sowie die ihnen polaren 
gleichflächigen, deren Grenzfläche ein ungleichkantiges Dreieck ist, zusammengesteUt werden. Die Eckenzahl 
der elfteren, ebenso die Flächenzahl der letzteren ist stets 120. Die Ecken des gleicheckigen Polyeders sind 
immer die eines (12 -|- 20 -f- 30)-flächigen 2 ■ 60-Ecks, der innere Kern des polaren gleichflächigen Polyeders 
höherer Art ist das jenem Vieleck reziproke gleichflächige Polyeder erster Art. Die Eckpunkte der gleich- 
eckigen Netze, denen diese Polyeder höherer Art ein- bez. umbeschrieben sind, sind innerhalb der Fläche 
der festen gleichflächigen Netze, die im zweiten Hauptnetze enthalten sind, beweglich.') 

36) Bas [12 (lO)^ + 20 (6), + 30 (i)^}-flächige 120 {S\-Eck der 7. Art, Fig. 5 Taf IX, ist nach 
seinen Flächen, ebenso wie die folgenden sechs gleicheckigen Polyeder höherer Art, die Kombination eines 
Dodekaeders, Ikosaeders und ßhombentriakontaeders. Dieses Polyeder entsteht durch gerade Abstumpfung 
der Ecken des unter 57) im folgenden beschriebenen Polyeders ("Fig 1 Tif XI) durch die Ebenen des eben- 
!i,emimten Tiiakontielers Eine ande e konvexe "\ arietat entsteht iis dtm Polyeder Fig. 27 Taf VIII 
daduith las» mai die Ebei en der hci ckigcn Grei zfliLhen laiallel mit sich selbst um gleiche Abstände 
nach dem Centn m des Polyeders veifchiebt Die Ecken les polaren glciuhflachigen Polyeders Fig. 20 
Taf XI sml die eines Iko ledeis emes Dodekaedeis und eines (12 -|- 20) flachigei 30-Eeks. Dasselbe gilt, 
dem voi hergesagten entspiechend füi die nat-hsten sechs i,ifgef ihrtei gleichflächigen Polyeder. Die Grenz- 
fldche des g!e thflach gei Netzes ist d s Dieieck G^f B 

1) F^ laaat a üi beae Va etat aus dem Polyeder Fg 3 Tat XI wel he 1 h AI s ineiden der zwei Zehnecken 
gememsamen Kante jener Vanetiit m ttels eiliantger 'ic) n tte entiteM rekonatru eren 

") Die zohnkantigen C eczflachen am l «olche lie aus F g- 16 Taf I di t irch entstehen, dass die Punkte »' mit den 
Punkten n % eammentallen 3J Hess 11 S 464 
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19ß 5*. Die besonderen Vielflaohe höherer Art. 

37) Das [12 (10), + 20 (6)3 -f 30 {4\^-flädiige 120 {Z\-Ech der 11. Art entsteht aus dem gleich- 
eekigen Polyeder BO) der vorigen Gruppe durch Ahachneiden der zwei Sechsecken zweiter Art gemeinsamen 
Kanten durch Vierecke d. h. durch Kombination jenes Polyeders mit einem Triakontaeder erster Art, wo- 
durch man leicht zwei Varietäten erhalten kann. Das reziproke gleichflächige Polyeder stellt Fig. 23 Taf. X 
dar, und die Flache des gleichflächigen Netzes ist G^'C-^B^. 

38) Das [12 (10)3 + 20 {Q\ + 30 {AWfiäcUge 120 {%\'Ech äer 13. AH, Fig. 5 Taf. XI entsteht aus 
dem Polyeder 35) der vorigen Gruppe durch Abschneiden der awei Zehnecken dritter Art gemeinsamen. 
Kanten durch Vierecke. Es gieht eine Archimede^sche Varietät.^) Das polare gleichflächige Polyeder zeigt 
Fig. 22 Taf. 51. Die Fache des gleichfiächigen Netzes ist das Dreieck G^G^B^. 

39) Das [12 (lO)^ + 20 (6)3 + 30 {i);\- flächige 120 {%\'Eck der 17. Art, Fig. 19 Taf. XII entsteht 
aus dem Polyeder 33) der vorigen Gruppe durch Abschneiden der zwei Sechsecken zweiter Art gemeinsamen 
Kanten mittels Vierecke. Das^ reziproke Polyeder ist in Fig. 13 Taf. Taf. XI dargestellt. Die Fläche Aea 
gleichflächigen Netzes ist das Dreieck G^CgB^. 

40) Das [12 (10)4 -f 20 {6\ -]- 30 {■i\]-flächige 120 (ä\-Eck der 19. Art entsteht aus dem Polyeder 38) 
der vorigen Gruppe durch Abschneiden der zwei Zehnecken vierter Art gemeinsamen Kanten durch Vierecke. 
Die konvexe Varietät Fig. 4 Taf. XII entsteht aus einer konvexen Varietät jenes Polyeders.^) Die Varietät 
Fig. 3 Taf, XI entsteht aus der dritten dort besprochenen Varietät. Das reziproke gleichflächige Polyeder 
zeigt Fig. 19 Taf. XI. Die Fläche des gleichfläehigen Netzes ist G^G^B^. 

41) Das [12 {10)5 + 20 (6)3 + 30 (i\y flächige 120 (B)^-Eck äer 33. Art. Es ist nur das pohire 
gleichflächige Polyeder in Fig. 21 Taf XI dargestellt. Die Grenzf^cLe des gleichflächigen Netzes ist das 
Dreieck G^C^B^. 

43) Das [12 (10)^ + 20 (6)3 + 30 (4:\]-fläcMge 120 (3),-Zc/c der 29. Art, Fig, 3 Taf XII. Die vier- 
kantigen Grenzflächen wenden dem Centrum des Polyeders die Aussenseite zn. Die kürzesten Kanten der 
Grenzflächen des polaren gleichfläehigen Polyeders Fig. 16 Taf XI bilden ein Triakontaeder erster Art, dessen 
dreikantige Ecken mit den sechskantigen des Polyeders zusammenfallen, und dessen fünfkantige Ecken die 
zehnkantigen des Polyeders sind. — Die Grenzfläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck GyC^B-/, ein 
Nebendreieck der Fläche G^CiB^ des zweiten Hanptnetzes. ') 

43) Das [12 (10), + 12 (10)^ + 30 (i)^]- flächige 120 {B\-Eck der 3. AH, Fig, 24 Taf IX entsteht 
aus dem gleicheckigen Polyeder 37) der vorigen Grappe durch Abschneiden der den Zehneckon erster Ai-t 
gemeinsamen Kanten durch Vierecke, ist also die Kombination eines 12-fläehigen Stem-12-Ecka und eines 
Dodekaeders mit einem Triakontaeder. Eine andre konvexe Varietät erhält man aus dem Polyeder Fig. 14 Taf. XII, 
indem man die Ebenen der Fünfecke zweiter Art parallel mit sich selbst um gleiche Abstände nach dem 
Mittelpimkt dieses Polyeders verschiebt. Aus den Fünfecken zweiter Art werden dadurch Zehnecke zweiter 
Art, aus den Fünfecken erster Art Zehnecke derselben Art. Die zehnkantigen Ecken zweiter Art des rezi- 
proken Polyeders Fig, 15 Taf. X, die ebenso wie die zehnkantigen erster Art wie die eines Ikosaeders liegen, 
sind durch die letzteren im Modelle verdeckt. Die vierkantigen Ecken sind natürlich die eines (12 -\- 20)- 
flächigen 30-Ecks (Triakontagons), Die Fläche des gleichfläehigen Netzes ist das Dreieck G^G^B-^. 

1) Bei Pitsch a. a. 0. S. 82 unter Nr, XIII beschrieben, Ver^l, S, 8B ebenda, 

2) Es ist eine andre Varietät der Zehnecke vierter Art gewählt, wie bei jenem konvexen Polyeder Pig, 14 Taf, VIII, 
Die sechakantigön Grenzflächen kehren auch hi^r ihre Aussenseite dem Centrum des Polypdeis zu 

3) Die sieben gleicheckigen Polyeder 36)— iS) stiminen dai-in fiberein, dass ihre Grenzflächen Vierecke, Sechsecke und 
Zehnecke lind, und unterscheiden, sich nur durch die Art dieser Grenzflächen. Pügt man zu ihnen noch das (12 -j- 30 -|- 30)- 
flächige 120-Eck erster Art (vergl, Nr, 113) so sieht man leicht, da Zehnecke erster, zweiter, dritter, vierter Art, Sechsecke 
erste! und zweitei Art nnd Vierecke erster Art zur Bildung von Poljedem mit Flächen dieser Kantenzahl verfügbar sind, 
dais die acht angeführten Polyeder alle Kombinationen dieser möglichen Flächenarten erschöpfen. Es ist darauf hingewiesen 
woiden (Hess, Maib Ber, 1872, Janiheft S. 91), dass die Werte für die Artzahl A diesei Polyeder die Primzahlen zu 120 
(der Zahl der Ecken) von 1 bis 30 sind, und „es acheine hiernach ein analog>'s allgemein''^ Oi setz im Baume zu dem bereits 
bei den ebenen gloiohockigea Polygonen erkannten zu esistiecen". 
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140, Die gleictockigen u. die gleichflüthigen Polyeder der zweiten Gruppe der zweiten Ordnung der zweiten Haiiptklasse. 197 

44) Das [12 (10), + 12 (lO)^ + 30 (i\]-ßä€hige 120 {d\-Eck der 9. Art, Fig. 33 Taf. VII ist nach 
seinen Flächen die Kombination zweier parallelgestellten Dodekaeder und eines Triakontaeders, wobei die 
Zehneeke erster Art des einen Dodekaeders dem Centmm des Polyeders ihre Aussenseite zuwenden. Es giebt 
eine Ärchitnedeisciie Varietät.^) Das reziproke Polyeder Fig. 31 Taf. X besitzt die Ecken zweier koachsialer 
Ikosaeder (die zehnkantigen Ecken dritter Art sind daher im Modell unter denen erster Art verborgen) und 
eines (12 -{- 20)-fläohigen 30-Eeks. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G^'Q^B^, das Nebendreieck der 
Fläche des vorigen Netzes. 

45) Bas [12 (10)^ + 12 (10)^ + 30 {4:\'\- flächige 120 iZ)^-Eck der 21. AH, Fig. 9 Taf. XII ist nach 
seineu Flächen dieselbe Polyederkombination wie das vorige. Die Zehneeke zweiter Art kehren dem Centrnm 
des Polyeders die Aussenseite zu.^) Die Mäche des gleich^chigen Netzes ist das Dreieck Gj^G^'B^, ein 
Nebendreieck der Fläche des unter 43) angeführten Netaes höherer Art. 

46) Bas [12 (10)^ + 12 (10)3 + 30 (iX^-fläckige 120 (3\-Sc7c der 27. AH, Fig. 10 Taf. SI kann als 
Kombination zweier parallelgestellten 12-eckigen Stern- 12-Flache mit den Ebenen eines Triakontaeders auf- 
gefesst werden. — ■ Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G^G^^B^ , ebenfalla ein Nebendreieek der Fläche 
des unter 43) angeführten Netzes. 

47) Das [12 (10)i + 12 (10)^ + 20 {G\]-flächige 120 (S\-Ech der 4. Art, Fig. 19 Taf. IX. Die Zehn- 
ecke erster und dritter Art liegen in den Ebenen zweier parallelgestellten Dodekaeder, die Sechsecke in den 
Ebenen eines mit jenen koachsialen Ikosaedera. Es giebt eine Archimedeisehe Varietät.^) Ea sind danach 
die Ecken des gleichflächigen Polyeders Fig. 25 Taf. X die zweier Ikosaeder und eines Dodekaeders. Die 
Fläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck (?, G^ C^. 

4S) Bas [12 (10), -f 12 (10);, + 20 {Q\'\-fläcIiige 120 {^\'Eck der 8. Art ist nach seinen Flächen die 
Kombination derselben Polyeder wie das vorige. In Fig. 18 Taf. IX ist diejenige Varietät dargestellt, bei 
der die Ebenen des Dodekaeders, welche die Zehnecke erster Art tragen, sämtlich durch den Mittelpunkt des 
Polyeders gehen. Je zwei gegenüberliegende Zehnecke erster Art liegen also in einer Ebene, in gleichem 
Abstände zu zwei parallelen Ebenen zweier Zehnecke zweiter Art, zusammen gleichsam ein diskontinuier- 
Uches 20-Eck zweiter Art bildend. — Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G-^G^C^, das Nebendreicek 
der Fläche des vorigen Netzes. 

49) Das [12 (10)^ -f 12 (10)j -f 20 (Q)^']- flächige 120 (ä\-Eck der 32. AH ist nicht im Modell dar- 
gestellt. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck G-^G^G^, ein Nebendreieck der Fläche des 
imter 47) angeführten Netzes höherer Art. 

50) Bas [12 (10), -f 12 (10)^ + 20 (ßWfläcUge 120 (h\-Eck der 16. AH, Fig. 6 Taf XH ist nach 
seinen Flächen die Kombination zweier Dodekaeder, bez. zweier 12-eckiger Stem-12-Flache, mit den Ebenen 
eines Ikosaeders. Bei der dargestellten Varieiat kehren die in den Ebenen dieses Ikosaeders liegenden Sechs- 
ecke dem Centrum des Polyeders bereits ihre Aussenseite zu. — Die Fläche des gleichflächigen Netzes, G^ G^ C^, 
ist ein Nebendreieek der Fläche des unter 47") angeführten Netzes. 

51) Das [12 (10)i + 12 (10)^ + 20 (G)^]-flächige 120 (B)i-Eck der 10. AH, Fig. 34 Taf VII ist nach 
seinen Flächen ebenfalls die Kombination zweier Dodekaeder mit einem Ikosaeder. Die Zehnecke erster Art 
wenden dem Centrum des Polyeders ihre Aussenseite zu. Die Fläche des gleichfläehigen Netzes ist G-^G^O^, 
ein Nebendreieck der Fläche Q^G^Ci^ des Triakisikosaedemetzes. 

52) Das [12 (lO)^ + 12 (10)^ + 20 (&)^'}-fläckige 120 {B)^-Eck dm- 10. Art, Fig. 22 Taf XII ist die 
Kombination zweier 12-eckiger Stem-12-Flache mit einem Ikosaeder. Sämtliche Grenzflächen kehren dem 
Centrum des Polyeders die Innenseite zu. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G-^G^C-^f,. 

1) Bei Pitach a a Tig b Tat ü 

2) Es ist HelbstveiBtändhch liass sich ilie e Pr-mcikung in illen TurkcmmenlPn Fällo» auf dit im Modell dar 
gestellte Varietät Vezieht unl es bleibt unentSLhieden ob für das beti Polyedei "\ inetatpu esiitnri,n 1 ei dpnen Sdnitlithe 
Grenzflächen ihre Innen'-eite dem ( entrura zuwenden was auf die Beschaffenheit der Zellen des Polyedei". aif deiPn KcefS 
aienten und die Alt uni Zahl der Doppelpunkte von wesentlicliera Einflüsse ist 

3) Pitsck a a Eig 5 Taf H 
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198 F. Die besoncteren Vielflache höherer Art, 

53) Das [20 (6)^ + 20 (6)^ + 12 (10\]-ßiü:hige 120 (5\-Ec}c der 6. Art ist nach seinen Flächen die 
Kombinationsgeatalt aweier Ikoaaeder und eines Dodekaeders, wie das reziproke gleiehfläohige Polyeder Fig. 27 
Taf. S nach seinen Ecken die Kombination zweier koachaialen Dodekaeder und eines Ikosaeders ist. Die 
seehskantigen Ecken zweiter Art dieses gleicMächigen Polyeders liegen yerborgen unter den sechskantigen 
Ecken erster Art. Die Fläche des gleichilächigen Netzes ist C, Cg Q^. 

54) Das [20 (6)i + 20 (6)3 + 20 {10\]-flächiffe 120 (3\'Eck, der 18. Art, Fig. 22 Taf. IX. Die Zehn- 
ecke dritter Art liegen in den Ebenen eines Dodekaeders, die Sechsecke erster und zweiter Art in denen 
zweier, unter einander und mit dem Dodekaeder, koachsialen Ikosaeder, wobei die Sechsecke erster Art dem 
Centrum des Polyeders die Aussenseiie zukehren. Die Ecken des reziproken gleiehflächigen Polyeders Fig. 18 
Taf. SI sind die eines Ikosaedeis und zweier Dodekaeder. Die kürzesten Kanten der Grenzflächen, welche 
je eine zehnkantige Ecke (eine Ecke des Ikosaeders) mit einer unter den sechskantigen Ecken erster Art 
verborgenen sechskantigen Ecke zweitei Art verbinden, bilden für sich die Kanten eines Ehombon-Tria- 
kontaederB erster Art. — - Die Flache des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck G^C^G-^, ein Nebendreieek 
der Fläche O^O^G-^ des Pentü-kisdodekaedemetzes. 

55) Das [12 (lO)^ + 20 (l3), + 20 {6)^]-fiächige 120 (3\-Eck der 2. AH ist nach seinen Flächen die 
Kombination eines Dodekaeders und zweier mit diesem und zu einander koachsialen Ikosaeder. Es ergiebt 
sich das Modell dieses Körpers, wenn man in Fig. 13 Taf. XII die Ebenen der dreieckigen- Grenzflächen 
parallel mit sich selbst um gleiche Abstände nach dem Oentrum des Polyeders verschiebt. Aus den Fünf- 
ecken zweiter Art werden dadurch Zehnecke derselben Art, die Dreiecke werden zu Sechsecken erster Art, 
von denen dann das Polyeder zwei Gruppen aufweist. — Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist das Dreieck 
GjC^Cg des Pentakisdodekaedernetzes, welches zweifach zu überdecken ist.^) 

147. Die gleicheckigen mid die gleicMächigen Polyeder der dritten Gruppe der zweiten Ordnung 
der zweiten Hauptklasse. Die gleicheck^en Polyeder höherer Art mit vierkantigen Ecken, und die gleieh- 
flächigen mit viereckigen Grenzflächen, bilden, wenn die gleichflächigen Syrametrienefcze feste Netze sind, 
zwei Gfruppen, je nachdem alle vier Kanten einer Ecke des gleicheckigen Polyeders untereinander gleich sind, 
oder die Ecke zwei Paare unter sich gleiche Kanten besitzt. Im ersten Falle, der hier zunächst zu 
berücksichtigen ist, ist die Mäche des gleichfläehigen Polyeders ein Ehombus, ebenso die spluLrische Fläche 
des gleichflächigen Netzes. Nicht nm' dieses, sondern auch das zugeordnete gleicheckige Symmetrienetz ist 
ein festes; die hierher gehörigen Polyeder sind an und für sich Ar ch i me deische. Es existieren zwei solche 
gleiehfläehige Rhombentriakontaeder höherer Art, die nebst ihren 'polaren gleicheckigen Polyedern im folgen- 
den besehrieben sind.^) 

56) Das [12 {5)^ + 12 (b\Yfläehige 30 {i\-Eck d&r 3. Art, Fig. 13 Taf IX, dessen Ecken die eines 
(12 -|- 20)-fläehigen 30-Ecks sind, ist die Kombination zweier Dodekaeder und entsteht, wenn die Ecken 
eines regulären 12 -flächigen Stern-12-Ecka dritter Art durch die Flächen eines Dodekaeders bis zum Ver- 
schwinden der Kaoiten abgestumpft werden. Die innerste ZeUe mit dem Koeffizienten 3 ist das Dodekaeder, 
aus welchem durch Verlängerung seiner Ebenen das reguläre Stern-12-Eck hervorgeht. Die Ecken des 
reziproken Polyeders Fig. 28 Taf. X sind die zweier Ikosaeder; man kann auch sagen: Man erhält die Ecken 
des Polyeders, wenn man die eines 12-eekigen Stern-12-Flaehs so mit den Ecken eines Ikosaeders kombiniert, 
dass die Grenzflächen durch die Kanten jenes Polyeders senkrecht zu den Kantenachsen gelegt werden. Der 
innere gleichflächige Kern ist das Rhombentriakontaeder erster Art. Die Fläche des gleichflächigen Netzes 
ist der sphärische Rhombus G^G^G^G^. 

57) Das [12 (5)^ -j- 20 {3)j]-flädiige 30 (i\-Eck der 7. AH, Fig. 9 Taf. XI, dessen Ecken ebonfeUa 
die eines (12 -j- 20)-ffichigen 30-Ecks sind, ist nach seinen Flächen die Kombination eines Dodekaeders mit 
einem Ikosaeder, und entsteht, wenn die Ecken eines 20-fiächigen Stern-12-Ecks siebenter Art durch die 
Flächen eines Dodekaeder bis zum Verschwinden der Kanten abgestumpft werden. Die innerste Zelle des 

1) Hess n fuhrt dieses Neta nicht an. 

2) Yergl. Hess, Über vier Ai-chime deische Polyeder höherer Art. Kassel 1878. 
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147. Die gleioheckigen U.B.W. Polyeder d. 3. Giiipped.a.Ordng.d.B.HanptklasBe. U8. Die gleicheekigeim.B.-w. Polyedern. s.w. 199 

Koeffizienten 7 iat das innerste Ikosaeder dieses regulären Vielflaches. Die Ecken des reziproken Körpers 
Fig. 17 Taf. XI sind die eines Ikosaeders und eines Dodekaeders; doeb kann man das Polyeder direkt da- 
durcli erzeugen, dass man die Ecken eines 20-eckigen Stem-12-F)aches so mit den Ecken eines Ikosaeders 
kombiniert, dass die Grenzfläehen des entstehenden Polyeders durcli die Kanten des Sfcern-12-Flaciies senk- 
recht zu den Kantenachsen gehen. Der innerste gleichflächige Kern ist auch hier das ßhombentriakontaeder 
erster Art. Die Fläche des gleicMäehigen Netzes ist der sphärische Rhombus G^C^G^C^S) 

148) Die gleielieckigen und die gleichfläehigen Polyeder der vierten Gruppe der zweiten Ordnung 
der zweiten Eiiuptklasse. In dieser Gruppe seien, wie vorher erwähnt, diejenigen gleieheekigen Polyeder 
Tereinigt, deren Ecken zwei Paar unter sich gleiche und von den andern verschiedene Kanten besitzen, der- 
art, dass je zwei gleiche Kanten beaachbaj-t sind. Die Fläche des polaren gleichflächigen Polyeders ist 
ebenso wie die des sphärischeu gleichflächigen Netzes ein symmetrisches Viereck, d. h. ein Deltoid. Die 
Eckpunkte des gleieheekigen Netzes sind nur auf dem Symmetriehauptkreise des sphärischen Deltoides 
beweglich.^) 

58) Bas [12 (5),- + 20 (3)^ + 30 (4\]-flächige 60 (4\-EcJc der 7. Art, Fig. 27 Taf. VIH, dessen Um- 
hüllungspolyeder ein (12 -f- 20)-flächiges 20 ■ 3-Eck ist, ist nach seinen Flächen die Kombination eines 
Dodekaeders, Ikosaeders und Triakontaeders. Für die Archimedeische Varietät wird das Viereck, weiches im 
allgemeinen Falle ein ilechteck ist, zu einem Quadrate. Diese Archimedeische Varietät, welche leichter als 
aus der in Fig. 27 dargestellten Varietät aus einer andern nicht gezeichneten sich ableiten lässt, zeigt Fig. 15 
Taf IX, Es tritt hier der eigentümHche Umstand ein, dass die Eeehtecke des allgemeinen Polyeders erst 
zu Quadi-aten werden, wenn bei dem UmbüUungspolyeder die zwanzig dreieckigen Grenzflächen in Punkte 
zusammenschrumpfen, so dass jenes zum Dodekaeder wird.^) In jeder Ecke dieses Dodekaeders fallen dann 
drei Ecken des 60-Ecks siebenter Art zusammen und auch jede in Fig. 15 sichtbare Kante ist doppelt zu 
rechnen, nämlich als gemeinsame Kante des Fünfecks zweiter Art und des daran grenzenden Quadrates und 
zweitens als gemeinsame Kante des durch sie gehenden Dreiecks und eines andern Quadrates. Es hüden 
diese 60 = 5 ■ 12 Kanten die Kanten der filnf dem Umhüllungsdodekaeder einbeschriebenen Würfe!.*) — 
Das polare gleichflächige Polyeder Fig. 7 Taf. S ist nach seinen Ecken die Kombination eines Ikosaeders 
(diese flinfkantigen Ecken sind im Modelt nicht sichtbar: sie liegen auf den Achsen der von je fünf längeren 
gemeinsamen Kanten je zweier Grenzflächen gebildeten mehrfachen Punkte^) des Polyeders, durch die je 
zehn seiner Ebenen gehen, verborgen), eines Dodekaeders (die dreikantigen Ecken) und eines Triakontagons. 
Die Fläche des gleiehflächigen Netzes ist das symmetrische Viereck G^B^C^Sg.^) 

59) Bas [12 {6\ + 12 (5)^ -f 30 {^WfiäcUge 60 {^)^-Eck der 3. Art, Fig. 14 Taf. 511 hat die Ecken 
eines (12 + 20)-flächigeu 12 ■ 5-Ecks. Die Flächen liegen in den Ebenen zweier parallelgestellten Dodekaeder 
und in den Ebenen eines Triakontaeders. Es ist die Archimedeische Varietät dargestellt. Das gleiehflächige 
Polyeder Fig. 24 Taf. X, von dessen vierkantiger Grenzfläche die beiden in der Symmetrieliaie liegenden 
Ecken zwei verschiedenen Ikosaedem angehören, während die andern, den vierkantigen Ecken des Polyeders 
angehörenden Ecken die eines Triakontagons sind, hat zum innem Kern ein Pentakisdodekaeder, dessen zwölf 



1) Wir tommeii auf dieee Triakontaeder kölieter Art in Nr. 156 kurz aurHck. 

2) Über die Wetae vergl. Heaa H S. 466. 3) Vergl. Pitscli a. a. 0. S. 79. 
4) Eine andre Auffaesung der Tig, 15 Taf. IX kommt in Nr. 160 zur Spracbe. 

B) Diese im Modell deuüick aichtliaren Punkte sind also keine Ecken des Polyedern sie liegen wie die Ecken eines 
Ikosaeders. 

6) Den eben erwähnten mehrfaolien Punkten, die die Ecken eines IkosaederB büden, ent><piPohen auf dieser GiPnz 
fläche die Punkte (?, und O^. — Der Bogen G^C^ des Syaiiaetrieliauptkreises der Flächf teilt diese in awei Symmetrie rhe 
ungleichkantige Dreiecke, von denen jedes eiae Fläche des unter 36) angeführten gleiehflächigen Netzes holiprer Art ist Die 
Grenafläcken einer grossen Zahl von gleiehflächigen Netzen, die in Nr. 146 angeführt sind, lassen «ich m entspieehendei 
Weise aus den symmetrisch-viereckigen Elächen der im folgenden benannten Netze ableiten wie auch die entspreLhenden 
Polyeder beider Gruppen sich teilweise leicht auseinander konstruieren lassen. In Nr. 146 ist an mehreren 'stellen davon 
Gebrauch gemacht worden, weshalb von weiteren Hinweisen abgesehen wird. 
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sechskantige Ecken die am Modell deutlich sichtbaren mehrfachen Punkte sind. Dieselben entsprechen den 
Punkten Cj und C^ auf den Kanten der Fläche Gj^B^G^S^ des sphärischen gleichflächigen Netzes. 

60) Das [12 (d\ i- 12 (6\ -\- 20 (6)^]- ßäch'lge GO (4\-Ec]c der 8. AH, Fig. 1 Taf. IX. Das Uni- 
hüUungepoIyeder ist ein (12 + 20 + 30)-flächiges 60-Eck. Die sechskantigen Grenzflächen liegen in den 
Ebenen eines Ikosaeders. Von den beiden Dodekaedern, deren Ebenen die Fünfecke beiderlei Axt enthalten, 
ist das eine in der dargestellten Varietät in einen Punkt ausgeartet, d. h. sämtliche Ebenen der Fünfecke 
erster Art gehen hier durch das Centrum des Polyeders.^) Die Fläche des gleiehfläehigen Netzes ist 

61) Das [12 (6), + 20 (3)^ + 12 (iO\]- flächige 60 {iyEck d&r 4. Art, Fig. 15 Taf. Sil, Für die 
dargestellte Ärchimedeische Varietät ist die äussere Hülle ein (12 -j- 20)-flächiges 20 ■ 3-Eck. Nach den 
Grenzflächen ist das Polyeder, wie die drei folgenden gleieheckigen höherer Art, die Kombination zweier 
Dodekaeder und eines Ikosaeders. Das gleichflächige Polyeder, Fig. 6 Taf. X, lägst das Vorhandensein der 
zehnkantigen Ecken dritter Art, die unter den fünfkantigen verborgen sind, nur durch die Enden der von 
jenen ausgehenden, nach den abwechselnden benachbarten drei- und fünfkantigen Ecken fülirenden Kanten 
erkennen. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G-yG^C^^G-^. 

63) Das [12 (6\ + 20 (3)i + 12 {10)^]-fläcMffe 60 (i\-Ec]c der 10. Art, Fig. 14 Taf. IX mit dem- 
selben Urahüllungspolyeder wie das vorige, wendet die Ausaenseiten seiner Fünfecke erster Art dem Centrum 
zu. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G^G^C^'G^. 

63) Das [12 (5)^ + 20 (3), + 12 (lO^^-flächige 60 {A\-Ech der 10. Art ist in Fig. 18 Taf. XII in 
seiner Archimedeisclien Varietät dai^esfcellt, deren Ecken die eines (12 -f 20)-flächig6n 12 ■ 5-Ecks sind. Es 
lässt sich, wie das Polyeder 52) der zweiten Gruppe dieser Ordnung, auch als Kombination zweier 
12-eckigen Stem-lS-FIache mit einem Ikosaeder auffassen. Die Fläche des gleiehfläehigen Netzes ist das 
Viereck G^G^C^^G^. 

64) Das [12 (ö)^ + 20 (3)i + 12 (10\]-flächige 60 {A\-Eck der 16. Art, Fig. 2 Taf. XI hat dasselbe 
Hüllpolyeder wie das vorige. Im übrigen gilt für die Lage der Ebenen der Grenzflächen das bei dem 
Polyeder 50) bemerkte. Die Fläche des gleiehfläehigen Netzes ist Gj^G^C,,'G^. 

.65) Das [12 (5)g + 20 (3)j + 20 (6\~}-flächige 60 {4:)j-Eck der 3. AH, Fig. 13 Taf, XII. Die äussere 
Hülle der dargestellten Archimedeischen Varietät ist ein (12 -(- 20 -(- 30)-flächiges 60-Eck; der innere Kern, 
ein (12 -\- 20)-fiächiges 5 ■ 12-Eck, hat zu fünfecltigen Grenzflächen die inneren Zellen der Fünfecke zweiter 
Art, welche Flächen des Polyeders sind. Ausser diesem Kerne besitzt das Polyeder nur Zeilen des Koeffizienten 
-(- 1, die auf den Sechsecken jenes Kernes aufsitzenden abgestumpften dreiseitigen Pyramiden, deren obere 
Deckflächen die dreieckigen Grenzflächen des Polyeders sind. Die Fläche des gleiehfläehigen Netzes ist das 
Viereck G,G,C^C^. 

66) Das [12 (5)i -f 20 (3)i + 20 (G)^]- flächige 60 (■iyUck der 6. Art. In Fig. 19 Taf X ist das 
gleiehflächige reziproke Polyeder dargestellt. Die Ecken an der Symmefcrielinie der viereckigen Grenzfläche 
sind die eines Dodekaeders (die dreikantigen Ecken) und eines Ikosaeders (die fiinfkantjgen Ecken). Die 
sechskantigen Ecken zweiter Art, hier verdeckt durch die dreikantigen, sind die Ecken eines zweiten mit 
jenem koaehsialen Dodekaeders. Die Fläche des gleiehfläehigen Netzes ist das sphärische Viereck GiC^CgC^. 

Es existieren nun noch zahlreiche gleieheckige Polyeder dieser Ordnung mit nicht -konvexen vier- 
kantigen Ecken, und gleichflächige deren Grenzflächen nicht - konvexe Vierecke sind. Viele von diesen 
Polyedern erweisen sich als einseitig. Es seien nur einige Typen gleicheckiger Polyeder mit vierkantigen 
überschlageneu Ecken direkt aus ihrem UmhäUungspolyeder konstruiert. Fügt man zu den zwanzig Drei- 
ecken eines Triakontagons die sechs von deren Kanten gebildeten Zehnecke erster Art, die sieh im Mittel- 
punkte des Vielflaches schneiden, so ergiebt sich das in Fig. 35 Taf, VII dargestellte Polyeder mit dreissig 
Ecken der angezeigten Art. Setzt man die fünfkantigen Grenzflächen desselben Vielflaches erster Art mit den 



1} Vergl. das Polyeder ¥ig. 18 Taf, 12 imd das unter 4S) darüber Gesagte. 
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genannten durch den Mittelpunkt gehenden sechs Zehnecken erster Art zusammen, so ergieht sich ein Polyeder, 
das sieh im äusseren Aussehen nur dadurch tou dem Torigen unterscheidet, daas an Stelle der iunfkantigen 
trichterförmigen, bis zum Mittelpunkt reichenden Höhlungen dreikantige treten. Diese beiden Polyeder sind 
einseitige. Ein andres, ebenfalls einseitiges Polyeder zeigt Fig. 1 Taf. XII. Die über ach lagenen vierkantigen 
Ecken sind wieder die eines Triakontagons. Die Grenzflächen sind die zwölf, in die Fünfecke erster Art jenes 
einschreibbaren Fünfecke zweiter Art, und zehn durch den Mittelpunkt des Polyeders gehende Sechsecke erster Art. 
— Die sechzig üb erschlagenen vierkantigen Ecken des in Fig. 5 Taf. XII dargestellten einseitigen Polyeders 
sind die eines (12 + 20 + 30)-flächigen GO-Ecks. Von den Flächen des TJmhüUimgspolyeders sind die 
dreissig Vierecke erhalten; ausserdem besitzt das Polyeder noch zwölf Zehnecke erster Art zu Grenzflächen. 
Kombiniert man aber diese Zehnecke mit den Vierecken und Dreiecken der Oberfläche des UmhüUur^s- 
polyeders, so entsteht ein zweiseitiges Vielflach mit übers chlagenen vierkantigen Ecken. ^) 

149. Die gleicheckigen nnd die gleichflächigen Polyeder der ffinften Gruppe der aweitea Ordnung 
dep zweiten Htiuptklasse. Es sollen in dieser Gruppe die gleicheckigen Polyeder mit fünfkantigen Ecken 
erster oder zweiter Art und die ihnen polaren gleichflächigen, deren Grenzflächen Fünfecke erster oder 
zweiter Art sind, vereinigt werden, wobei hier nur die konvexen, kontinuierlichen Gebilde berücksichtigt 
werden. Geht man von den gleichfiUchigen i^etzen aus, so sind deren zwei Klassen zu unterscheiden, nämlich 
feste Netze (mit direkt-symmetrischen Kanten) und veränderliche Ketze. Feste Ketze sind sechs anzuführen^), 
deren Grenzflächen symmetrische Fünfecke erster oder zweiter Art sind. Die Eckpunkte der gleicheckigen Netze, 
denen die zugehörigen Polyeder ein- und umbeschrieben sind, sind auf den Symmetriehauptkreiabogen der 
symmetrischen Fünfecke jener Netze beweglich. Die betr. Polyeder, von denen nur ein geringer Teil im 
Modell dargestellt wurde, sind die folgenden. 

67) Das [12 (ö)^ + 30 (4)^ + 20 (G%]- flächige 60 (h\-Ech der 2. Art, Fig. 32 Taf. VIU ist nach 
seinen Flächen die Kombination eines Dodekaeders, ßhombentriakontaeders und Ikosaeders; die äussere Hülle 
ist ein (12 -|- 20)-flächiges 5' 12-Eck. Das polare gleichfläehige Polyeder, Fig. 29 Taf. X besitzt dem- 
entsprechend die Ecken eines Ikosaeders, Triakontagons und Dodekaeders, und das innere gleichflächige 
Polyeder erster Art ist ein Pentakisdodekaeder, dessen sechskantige Ecken die gleichvielkantigen zweiter Art des 
Polyeders und dessen fimfkantige Ecken die ebensovielkantigen zweiter Art des Polyeders sind. Von den fünf 
Kanten einer Grenzfläche sind vier ihrer ganzen Eretreckung nach im Modell sichtbar, die letzte, zwei be- 
nachbarte sechskantige Ecken verbindende, ist die verborgene Kante jenes Dodekaeders, aus dem durch 
Aufsetzen niedriger fünfseitiger Pyramiden das erwähnte Pentakisdodekaeder zu konstruieren ist. Die Gestalt 
der Fläche liest man übrigens leicht aus der des Netzes G^H^G-^C^B^ ab, das im zweiten Hauptnetz ent- 
halten ist. 

68) Bas [12 (5)s + 20 (6)^ + 12 {l%yflächige 60 (p\-Eck der 5. Art, Fig. 25 Taf VHI, dessen 
äussere Hülle ein (12 -[- 20 + 30)-flächigeB 60-Bek ist, erscheint nach seinen Flächen als Kombination zweier 
Dodekaeder und eines Ikosaeders. Das reziproke gleichflächige Polyeder, Pig, 22 Taf. X besitzt die Ecken 
zweier Ikosaeder (von denen das eine, dessen Ecken die fünf kantigen Ecken zweiter Art des Polyeders sind, ver- 
borgen liegt) und eines Dodekaeders (die sechskantigen Ecken zweiter Art des Polyeders). Die Gestalt der 
Grenzfläche des Modells findet man leicht bei Beachtung der Fläche G^C^G^G^C^ des gleichflächigen Netzes. 

69) Das [12 (5)5, -f 12 (10), -\- 30 (4=)J-ftächige 60 {5\-JEc]c der 6. Art, Fig. 8 Taf XI hat zum Um- 
hüllungspolyeder ebenfaUa ein (12 -f- 20 -j- 30)-flächiges 60-Eck, und ist nach seinen Flächen die Kombination 
zweier Dodekaeder (an Stelle des einen kann man auch das 12-ecMge Stern-12-Eck setzen) und eines Tria- 
kontaeders. Die Fläche des gleichflächigen Netzes ist G^B^G^G^S^. 

i) Badoureau gieht noch eine grosse Anzahl von Vielflachen mit solchen E kpn an (a a '' I2S, 133, 134, 
164 ff.), ohne zu entscheiden, ob ea Möbiussehe Polyeder sind oder nicht — Die zu dnn angeführten leaiproten Vielflache 
siad, wenn gewisse Grenzflächen jener sich im Centrum des Polyeders schneiden, nur konntniierbar, nachdem man an Stelle 
der beschriebenen Polyeder collinear verwandte gesetzt hat, damit die polaren das Unendlichweite nicht enthalten. (Wie 
dies In einem entsprechenden Falle in Sr. 67 geactah.) 2) Hess II a. a. 0. S. 468. 
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70) Das [12 (5)^ + 20 (6)i + 12 {1.0\y flächige 60 {&\-Eck der 7. Art ist eteiiso wie die beiden 
folgenden nicht dargestellt. Die Polyeder, deren Kombination nach den Flachen es iat, lassen sich aus der 
Zahl der Gfrenzflächen verschiedener Kantenzahl leicht ablesen. Von diesem und dem nächsten giebt es eine 
Arehimedeische Varietät. Die Fläche des gleichflUchigen Netzes ist das Stemffinfeck G^G^Q-^G^Ci- 

71) Das [12 (5)i + 30 (4); + 20 (6\]-ßä^ige 60 (b)^'i:ck der 16. Art. Die Fläche des gleich- 
flächigen Netzes ist hier das Stemfünfeck G^B^C^a_^B^. 

72) Das [20 (5\ -\- 12 (10)^ + 20 {G^yfJachgf 60 (6),-ß7 der 17. Art. Das gleichilächige Netz hat 
als Fläche das Stemfönfeck C^G^C^C^G^. 

Dem einzigen veränderlichen gleichflachigen Ket^e ei-iter Art der zweiten Ordnung der zweiten 
Hauptklasse, dem Pentagonhexekontaedemetz, dessen zugeordnetes gieicheckiges Netz die gyroidische Hemigonie 
des vollzähligen Netzes ist, dem sich das (12 -f- 20 + 3U) -flächige 2 ■ 60-Bck einsehreiben lässt^), können 
fiinf gleichflächige veränderliche Netze höherer Art zugefügt werden, deren Grenzflächen Fünfecke erster 
(zwei Netze), bez. zweiter A.rt sind (drei Netze). Sie können entweder direkt bestimmt werden, indem man 
die Endpunkte der charakteristischen Achsen mit den Eckpunkten des gleicheckigen Netzes, dem das 
(12 -f- 20 + 60)-flächige 60-Eck einbeschrieben ist, verbindet oder sie sind aus den gleicheckigen Netzen 
höherer Art abzuleiten, welche man erhält, wean man die vollständige, durch das ebengenannte gleicheckige 
Netz erster Art gebildete Figm- untersucht. Von den sämtlichen, den fünf konvexen gleicheekigeu Netzen 
höherer Art einschreibbaren gleicheckigen Polyedern giebt es Arehimedeische Varietäten.^ 

150. Die gleicheekigeu und die gleieliflächigeii Polyeder der sedisten Gruppe der zweiten Ordnung 
der zweiten HaHptklasse. Der letzten Gruppe aus der zweiten Ordnung dieser Hauptklasse ist nur eiu ein- 
ziges gleicheckiges Polyeder zuzuweisen, dessen Ecken sechskantige erster Art sind. Es ist 

73) das [12 (5)s -f 20 (p);\- flächige 20 ((>\-Eck der 3. Art, Fig. 15 Taf. IX. Dieses Polyeder, nach 
seinen Fachen die Kombination eines Dodekaeders und Ikoaaeders, besitzt die Ecken des Dodekaeders und 
ist an und für sieb ein Arehimedeische^), von regulären Vielecken begrenztes. Der innere Kern ist das 
(12 + 20)-flächige 5 ■ 12-Eck. Das reziproke gleichfläehige Polyeder Fig. 2 Taf VIII besitzt zu Grenzflächen 
gleichkantige Sechsecke mit abwechselnd gleichen Winkeln. Der innere gleichüächige Kern ist das Ikosaeder; 
nach den Ecken ist das Polyeder die Kombination von Ikosaeder und Dodekaeder. Die Fläche des gleich- 
flächigen Netzes ist das Sechseck G^C^G^G^G^G^. 

Damit sind auch die festen gleichflächigen Netze der zweiten Ordnung der zweiten Hauptklasse mit 
direkt- symmetrischen Kanten erledigt. Die festen gleiehflächigen Netze mit nur teilweise direkt- symmetrischen 
Kanten, so weit sie kontinuierUch und konvex sind, sind zugleich gleicheckig.*) Die zugeordneten Symmetrie- 
netze sind ebenfalls zugleich gleicheckige und gleichflächige, von Neunecken und ZwÖlfecten höherer Art 
gebildete. Die allen diesen Netzen zugehörigen konvexen Polyeder sollen später direkt nach der früher 
skizzierten Methode aus ihren gleichflächigen Kernen konstruiert werden, nachdem im folgenden die geschicht- 
lichen Bemerkungen zu Ende geführt sind. 



151. öescliichtliche Bemerkungen (Badoureau, Pitscli, Hess). Die Lehre von den glenheckigen und 

den gleichfläcbigea Polyedern, eingeschlossen deren Arehimedeische Varietäten gehört dei neuesten Zeit an, und ist 
unabhängig von einander von den drei in der Überschrift genannten Äutoien in Angriff genoromen woiden, wobei 
bemerkt werden mnss, dass dem Zeitpunkt der Veröffentlichung nach, ebenso wie in dei Allgemeinheit der Auffassung, 
Hess die Priorität gebührt, wenngleich in seiner ersten Schrift vom Jahre 187J nm wenige Beispiele zu der auf 
gestellten Theorie hinzugefügt sind. 



1) Ihm selbst ist das (13 + 20-1- 60)-fläcMge eO-Eck [25 in JSTr. 118] einbeschneben 

2) Die Modelle dieser Polyeder sind nicht von uns dargestellt, weshalb von der Einzelanfillii mg im Teit ^.batdiid 
genommen wurde. Über die betr. Netze vergl. Hess 11 S. 474fi'. 

3) Danach existieren, abgesehen von den Prismen und Antiprismen, siKbenimdzw maig Arehimedeische Varietäten 
gleieheckiger Polyeder oder halbregulärer Stempoljeder, von denen fünf der ersten Ordnung die ülngcn zweiund zwanzig 
der zweiten Ordnung der zweiten Hauptklasse angehören. 4) Hess II a a S 467 — 473 
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Es ist gelegentlich bemerkt worden, wie nahe bereits Kepler der Entdeckung halbregu^rer Sternpolyeder ge- 
wesen sei '■), indem er die achteckigen Grenzflächen dritter Art des [8 (3)^ + 6 (8)8]-flächigen 8 ■ 3 (3)j-Ecks der siebenten Art 
(vergl. il) ia Nr. 141) und die zehneckigeu Grenzflächen dritter Art des [12 (5\ + 12 (lO)^]- flächigen 60-(3)i-Ecks 
der neunten Art (vergl. ^9) in Nr. 145) in der zur Erzeugung dieser Vielflache dienlichen Anordnung aneinanderfügt, 
ohne zu beobachten, dass sich im ersten Falle das Gebilde durch Dreiecke, im aweiten Falle durch i'üiifecke zum 
geschlossenen Polyeder ergänzen lässt.^) Er besehreibt beide als „halbgescldoBsene" Körper, deren Ecken keine yiel- 
kante, sondern gleichsam „Ohren" seien (non angulatae, sed aurieulatae figurae). "Wir wenden uns nun nach Er- 
wälmung dieser immerhin nicht uninteressanten Stelle bei Kepler zur Besprechung der vorher angezeigten Arbeiten, 
zimäohst der von Badoureau und Pitsch. Badoureau behandelt in der schon wiederholt zitierten Schrift vom 
Jahre 1878 nur die Architnedeisehen gleicheckigen Polyeder höherer .Art, aber durchaus nicht vollständig. Die Ab- 
leitung erfolgt auf Grund des Satzes, dass jedes „polyedre isoseele etoüe" seine Ecken mit denen eines der ersten 
Art gemein habe, durch Einzeichnung von Sternvielecken ia die Grenzflächen dieser letzteren und Verbindung der 
Kanten durch weitere Vielecke, bez. durch Zusammenfassen der in einerlei Ebene liegenden Ecken des Vielflaehes 
erster Art zu Vielecken erster und höherer Art und Schliessung des Gebildes durch weitere Flächen, wobei die ent- 
stehenden Ecken häufig auch überschlagen sind. Obgleich er im ersten TeUe seiner Schrift nur die Arohimedeischen 
Varietäten der gleicheckigen Polyeder erster Art abgeleitet hat, bemerkt er nun ausdrücklich^), dass zur Konstruktion 
der Stempolyeder auch solche gleicheokige (isoscMes) erster Art gebraucht werden können, welche dieselben 
Symmetrieachsen wie die früher besprochenen (Archimedeischen) besitaen, bei denen aber nur die zu einer Symmetrie- 
achse senkrechten Flächen, deren Kantenzahl mit der Zähligkeit der Symmetrieachse übereinstimmt, regulär sind. Er 
erhält durch seine Methode der Konstruktion einen Teil der (konvexen) Archimedeischen Varietäten der gleieheckigen 
Polyeder höherer Art und eine grosse Zahl nicht konveser, unter denen sich, wie schon bemerkt, auch Möbiussche 
Vielflache nachweisen lassen. Zum Schlüsse*) beschreibt er eine Eeihe von Figuren, als „assemblages isoscfeles 
etoiles" bezeichnet, die als Grenziälle von Sternpolyedern gelten sollen, wie die in ITr. 122 besprochenen Teüungeu 
der Ebene in Polygone mehrerlei Kantenzahl in der That als Grenzfäüe der gleicheckigen (Archimedeischen) Polyeder 
erster Art zu betrachten waren. Diese Figuren sind aber wertlos, da nicht, wie es sein müsste, die gesamte Ebene 
durch sie lückenlos und mehrfach überdeckt wird. 

In der Abhandlung von Pitsch, deren Erscheinen (1881) das sämtlicher Arbeiten von Hess, mit Aus- 
nahme des Buches über KugelteÜung aber vorangeht, handelt es sich ausgesprochenerm aasen nur um die Ableitung 
der halbregulären (gleicheckigen) Sternpolyeder, denn von den polar zugeordneten gleichflächigen sind nur die beiden 
Triakontaeder höherer Art berücksichtigt, deren ausführliche Beschreibung Hess bereits 1878 gegeben hatte. Nach- 
dem J. Pitsch gezeigt hat, welche Vielflaehe durch Kombination zweier polar zugeordneter regulärer Polyeder erster 
Art entstehen, welche die die Kanten berührende Kugel gemein haben, führt er dieselbe Konstruktion an den polar 
zugeordneten regulären Polyedern höherer Art aus und erhält durch Kombination des 20-flächigen Stem-12-Ecks mit 
dem 20-eckigen Stem-12-Flach das [20 (3)^ -f- 12 (5)3]-flächige 30-Eck der siebenten Art, und durch Kombination des 
12-fläcliigen Stem-12-Eck9 mit dem 12-eckigen Stern-12-FIach das [12 (5\ -\- 12 (5)J-flächige 60-Bck der dritten Art, 
Hier werden nun auch die polaren Körper, welche an und für sich Archimedeische sind, angeführt. Die Konstruktion 
aller übrigen halbregulärea Stempolyeder gründet sich auf deu Sata*): „Fasst man die Ecken irgend eines halb- 
regulären Stempolyeders au einem konvexen Polyeder zusammen, so bekommt man immer ein Archunedeisches 
Polyeder^), bei welchem jedoch die regulären Begrenzungspolygone von gerader Seitenanzahl durch symmetrische 
Polygone derselben Seitenanzahl ersetat sein können."'') Um also die Archimedeischen Sternkörper in ähnlicher Weise 
aus den Archimedeischen Polyedern herzuleiten, wie die regulären Stempolyeder aus den Platonischen, ist es nötig 
„die einerlei Kantenzabl besitzenden Grenzflachen der Archimedeischen Polyeder (erster Art), ohne ihren Zusammenhang 
mit den übrigen Flächen zu ändern, parallel mit sich selbst zu verschieben, während man sie gleichzeitig so ver- 
grössert oder verkleinert, dass ihre Eckpunkte immer auf der dem Polyeder umbe schrieb enen Kugel bleiben und die 
Polygone sich selbst jederzeit geometrisch ähnlich sind",^) Übrigens bemerkt der Verfasser der Abhandlung mit Recht, 
dass das umgekehi-te Verfahren, erst aus den Archimedeischen Polyedern überhaupt Stempolyeder abzuleiten und 
daan deren iia allgemeinen nur symmetrischen Polygone durch Parallelverschiebung regulär zu machen, es sei, das zur 
Auffindung der gewünschten halbregulären Stempolyeder führt. Es gelingt so, im ganzen 21 solche Polyeder ab- 
zuleiten, einschliesslich der Prismen und Antiprismen^) und der beiden Triakontaeder höherer Art. Die Vermutung, 
dass bei dieser Konstruktionsmethode Typen unberücksichtigt geblieben seien, ist bekanntlich gefertigt. Zum ersten 
Male findet man in der Schrift von Pitsch auch Abbildungen von Archimedeischen Stempolyedern. 



1) Kooh, Über reguläre u. halbrogul&re Sternpolyeder s.. a. 0. S. 21. 

2) Kepler, Gea, Werke ed. Frisch. Bd. V. S. 122, Propositio SXVI, 3) a. a, 0, S. 07, 

4) a, a. 0. S, 163, 5) a, a, 0, S, 74. 6) In dem früheren Sinne, nämlich erster Art, 

7) In der That ist ja die äussere Hülle eines Archimedeischen Polyeders höherer Art im allgemeinen nur ein gieich- 
Bckiges Polyeder erster Art, aber kein Ärchimedeiaches. 8) a, a, Ü. S, 76, 9) Jedes dieser als ein Typus gerechnet, 
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204 ^. Die besonderen Vielflaote tülierer Art, 

Die grosse ßeihe der Arbeiten von Hess, teils kurze in den SitKuagsberichten der Gesellsohaft bux Be- 
förderung der gesamten Naturwissensobaften zu Marburg erschienene Artikel, teils grössere Monograpliien, seien hier 
a.Ile chronologiscli angeführt, wiewohl ein Teil der darin enthaltenen Resultate erst in den weiteren Nummern unsrea 
Buches zur Besprechung kommt. Eine an verschiedenen Stellen jener Artikel versprochene Zusammenfassimg und 
weitere Ausführung der darin enthaltenen Theorien ist noch nicht erschienen. Schon die erste Abhandlung von 
Hess; Üher die möglichen Arten imd Varietäten einiger Archimedeiscken Körper^) behandelt ganz allgemein die gleich- 
eckigen und die gleichfiächigen Polyeder höherer Art, nicht nur, wie der Titel anzudeuten scheint, deren Arehi- 
medeisehe Varietäten in dem, später auch von dem Verfasser selbst angenommenen Sinne. Die Schrift zerfällt in 
Ewei Teile. Im ersten Teile findet sich eine kurze Darstellung der ebenen (m -|- w)-seitigen gleicheckigen 2m-ecke 
und der reziproken (« -j- «)-eckigen 2w-seits^), von denen zwar die erster Art schon an den von Hessel früher 
besehriebeEen einfachen gleicheckigen Polyedern auftreten, während die höherer Art sonst noch nirgends Berücksichtigung 
gefunden hatten. (Die ausführliche Darstellung dieser Theorie gab Hess dann in der von uns vielfach zitierten und 
benutffiten Schrift vom Jahre 1874.) Im zweiten Teile der Abhandlung mrd das enteprechende räumliche Problem 
in Angriff genommen. An Stelle der Polygone erster Art treten als Grenzflächen der neuen Polyeder die vorher 
besprochenen gleioheckigen Polygone höherer Art auf, wonach sich einem gleieheckigen Polyeder erster Art, dessen 
Grenzflächen a. B. (m -\- wi)-ecke, (n -{- w)-ecke, (ß -{- p)-ecke erster Art sind, so viel neue Polyeder höherer Art zur 
Seite stellen lassen, als sich die weiteren möglichen Werte der Ärtzahlen o dieser Polygone mit einander kombinieren 
lassen, wobei nicht alle a gleich 1 sind. Als Beispiele werden das [6 (8) -j-[8 (6) + 12 (4)]-fläohige 2 ■ 24-Eek und das 
[12 (10) -f- 20 (6) + 30 (4)]-aächige 2 ■ 60-Eck angeführt. Jenem Polyeder erster Art sind drei, diesem sieben Polyeder 
höherer Art anzureihen.^ Diejenigen gleicheokigen Polyeder höherer Art, denen mit ßücksictt auf die übereinstimmende 
Kantenzahl der Grenzfl.ächen keine Analoga unter den gleicheckigen Polyedern erster Art zukommen, sind hier noch nicht 
erwälmt. Es wird aber die Entstehung der Polyeder höherer Art durch Kombination der Flächen von bestimmten gleich- 
flächigen, bes. regulären einfachen Polyedern, also die wiederholt angewandte Konstruktionsmethode, auch zur Erzeugung 
verschiedener Varietäten, hinreichend erläutert. Von einer Zusammenstellung der nur gleichockigen oder gleichfiächigen 
Polyeder hat Hess abgesehen, es finden sich in den weiteren Schriften nur einzelne besonders interessante Typen 
als Beispiele der allgemeinen Theorien behandelt. An Stelle der Beschreibung der Vielflache tritt dann in dem 
Werke über Kugelteilung die der zugehörigen Netze, womit bis zu einem gewissen Grade wenigstens jene Aufgabe 
gelöst ist, wenngleich die faktische Darstellung der Polyeder nicht immer so leicht sein dürfte, als es auf den ersten 
Bück nnd nach den Angaben des Verf. erscheinen könnte. — Einem neuen Problem wendet sich nun die Abhandlung 
zu: Über ewei Erweitenmgen des Begriffs der regelmässigen Körper.^) Die erste Erweiterung besieht darin, dass den 
kontinuierlichen regulären Körpern höherer Art auch die diskontinuierlichen zugefügt werden. Es ist nötig zu be- 
merken, daas ältere Autoren, wie z. B. Wiener, nicht, wie es im. obigen Teste geschehen, die diskontinuierlichen 
Vielflacte als gleichberechtigt neben den kontinuierlichen gelten lassen. Fügt man aber, schon wegen der Über- 
einstimmung in dem grössten Teile ihrer Eigenschaften, den kontinuierlichen Polygonen die diskontinuierlichen als 
konzentrische Kombinationen jener zu, wobei aber sämtliche Ecken für sich ein reguläres Polygon erster Art bilden 
müssen, ebenso wie die innerste Elächenzelle ein solches ist, so liegt es nahe, denselben Schritt für die räumlichen 
Gebilde zu thun. Danach bezeichnet Hess solche konzentrische Anordnungen Platonischer Körper als reguläre 
Polyeder im weiteren Sinne des Wortes, bei denen einmal die sämtlichen Ecken so auf einer Kugel liegen, dass 
sie, durch Ebenen verbunden, eins der Platonischen Polyeder bilden, und bei denen zweitens die Grenzflächen als 
innerste räumliche Zelle gleichfalls ein Platonisches Polyeder einschliessen. In der hier genannten Schrift wird also 
das Problem für den Fall erledigt, dass die zu kombinierenden Polyeder die Platonischen (erster Art) sind, in der 
späteren Abhandlung: Über siwe» honzentrisdi-regelmässiffe Awyrdmmgm jjob Kepler-PoinsotsfAen Polyedern^') tritt 
dann noch die durch den Titel genügend gekennzeichnete weitere Verallgemeinerung ein.^ Der zweite Teil der 
vorher genannten Schrift vom Jahre 1675 fügt nun den regulären Vielfiachen, die von regelmässigen Vielecken be- 
grenzt sind, die gleicheckigen und zugleich gleichflächigen hinzu, die mit jenen das gemeinsam haben, dass sie eben- 
falls nur kongruente Flächen und Ecken einerlei Kantenaahl besitzen, ohne dass aber diese Flächen und Ecken regulär 
zu sein brauchen. Danach erscheinen die regulären Polyeder als spezielle Fälle dieser jetzt definierten, von denen in 
dieser vorläufigen Anzeige zunächst neben denen erster Art (den Sphenoiden) vier konvexe höherer Art beschrieben 
werden. Die ausführliche und erschöpfende Darstellung findet sich dann in der schon zitierten, kurz nachher er- 
schienenen grösseren Abhandlung'), die den Betrachtungen der Nr. 153 bis 158 unsres Textes zu Grunde gelegt ist, 
weshalb wir auf Angabe ihres Inhaltes hier verzichten. In der ihrem Erscheinen nach nächsten Abhandlung: Über 



1) Die gen. Marburger Berichte Nr, 5, Juni 1873, 2) Hier noch so bezeichnet, 

3) Es sind die Polyeder 13, 14, 15 in Nr. 142 und 36 bis iS in JS"r, 146 der Aufzählung unsres Testes, 

4) Marburger Berichte 1875 Nr, 1 und 2, 5) Marburger Berichte 1878 Nr, 2. 

6) Wir behandeln diese Probleme in der folgenden Nr. 159. 

7) Über die zugleich gleicheckigea und gleichflächigen Polyeder. Kassel 1876, Auch weiterhin als Hess 
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152. Die gleicheckigen und zugleich gleich fläcliigeu Polyeder höherer Art. 205 

einige merkviürdige tiicld 'konvexe Polyeder^) werden zum ersten Male aUgemeine Untersuchungen über nicht-konTexe 
Vielflacte angestellt, die über das von früheren Autoren Geleistete -wesentlich hinausgehen. Neben der Wieder- 
anführung der für solche Vielflache gültigen erweiterten Eulersehen Formel, die im Teste als Hesssche hiemach 
bezeichnet wurde und sich schon in der Schrift vom Jahre 1876 findet, erhält man hier eine Klassifikation der nicht- 
konvexen Polyeder nach dem Werte der ÄrtaaH A imd eine Beschreibimg einer Reihe solcher gieicheckigen und zu- 
gleich gleichflächigen Polyeder höherer Art, unter denen besonders die sog. Stephanoide von Ijiteresse sind. Wir 
kommen auf diese Schrift in den Betrachtungen der Kr. 160 — -162 unsres Textes zurück, ebenso auf die 1879 er- 
schienene desselben Verfassers: tiher einige einfacke Poh/eder nüf emseitiger Oberfläche^) in Nr. 163. Übrigens findet 
sich auch eine grosse Zahl MSbiusscher Polyeder an yerschiedenen Stellen der firüheren Abhandlungen von Hess 
angeführt oder besehrieben, auf die wir ebenfalls noch hinzuweisen haben. In zwei weiteren kleineren Aufsätzen 
kommt derselbe Autor nochmals auf die früher gelösten Probleme zu sprechen. Sehr ausführlich werden die beiden 
Triakontaeder höherer Art als Beispiele der Ableitung gleichflächiger Vielflache höherer Art ans ihrem innern gleich- 
flächigen Kerne in der Schrift: über vier Ärchimedmche Polyeder höherer Art^) untersucht, nebst den ihnen polar 
zugeordneten gieicheckigen Vielflachen. Der ia den Marburger Berichten vom Jahre 1879 (JSr. 9) erschienene Auf- 
satz: Üher KomhmaüonsgestaUen höherer Art knüpft wieder aa die erste Veröffentlichung von 1872 an, wobei be- 
sonders auf diejenigen gleicheckigen Polyeder höherer Axt hingevriesen wird, die nach der Zahl der Kanten ihrer 
Grenzflächen keine Analoga unter den Polyedern erster Art besitzen. Das abschliessende Werk, EMäMmg in die 
L^re von der Kugelteihmg, fasst endlich die Resultate aller vorhergehenden Untersuchungen gewissermassen zusammen, 
wenngleich der Standpunkt, den der Verfasser den Problemen gegenüber einnimmt, ein etwas veränderter ist, da in 
erster Linie nicht die Polyeder, sondern die Kugelnetze der Betrachtung unterworfen werden. Es hat dieses Buch 
den Ausgangspunkt für alle weiteren Forscliimgen auf dem Gebiete spezieller Polyeder höherer Art zu bilden. Wir 
sind mit den angeführten Bemerkungen über die im Texte behandelten Materien bereits hinausgeschritten, um schon 
hier zum Abschlüsse zu gelangen, da weitere Abhandlungen anderer Autoren über Untersuchungen auf diesem Ge- 
biete mathematischer Wissenschaft uns nicht bekannt geworden sind. Denn das Werk von Fedorow*) scheiat über 
gleicheckige und gleichflächige Polyeder höherer Art nichts Bemerkenswertes zu enthalten. Von Vorgängern wird nur 
Badoureau erwähnt; auch giebt Fedorow auf den Tafeln von hier zu erwartenden Figuren nur solche, die sieh 
schon in der Abhandlung des eben genannten französischen Schriftstellers finden. — Das bisher durch die Titel der 
angeführten Quellen nur Angedeutete ist nun in den folgenden Wummern noch ausführlicher au besprechen. 

152. Die gieicheckigen imd zngleicli gleichfläcliigeii Polyeder höherer Art Wären sämtliclie gleich- 
eckigen Tind sämtliche gleichflächigen Polyeder höherer Art abgeleitet, so könnte man diejenigen Gebilde, 
denen beide Eigenschaften gleichzeitig zukommen, wie dies bei den entsprechenden ei^ter Art thatsachlich 
geschieht, als solche, die beiden Klassen von Polyedern gemeinsam angehören, sofort angeben. Derartige 
zuglöicii gleieheckige und gleichflächige Vielflaehe sind aber unter den bisher beaehriebenen polar zugeord- 
neten Polyedern der beiden Klassen nicht vorhanden, da, wie bereits bemerkt, ihre zugeordneten gleich- 
flächigen Netze sich nicht unter denen mit direkt-symmetrischen Kanten der beiden Hanptnetze befinden. Man 
muss daher diese Polyedei- auf Grund der im folgenden genannten Haupteigenschaft direkt bestimmen, und 
zwar soll es sich zunächst um die kontinuierlichen, konvexen, zugleich gleicheckigen und gleichflächigen 
Polyeder handeln. Auf die sich gleichzeitig dabei mit ergebenden diskontinuierlichen und nicht -konvexen 
Polyeder sei, da sie später nochmala berücksichtigt werden, dabei nur kurz hingewiesen. 

Die zu den gewünschten Konstruktionen hinführende, schon früher erwähnte Haupteigenachaft ist in 
dem Satze ausgesprochen, dass der innere Kern jedes gieicheckigen und zugleich gleichflächigen Polyeders 
ein gleichflächiges Polyeder erster Art ist, während die Ecken die eines gleicheckigen Polyeders erster Art 
sind. Danach besteht die eine hierauf beruhende Konstruktionsmethode darin, dass man die Grenzflächen der 
gleichflächigen Polyeder der ersten Art erweitert und diejenigen Schnittpunkte dieser Ebenen aufsucht, welche 
auf einer Kugel so wie die Ecken eines gieicheckigen Polyeders erster Art liegen. Die zweite, ebenso be- 
rechtigte Methode besteht darin, dass man durch die Eckpunkte der gleicheckigen Polyeder erster Art 
Diagonalebenen legt und diejenigen Flächen beachtet, welche, indem sie eine Kugel berühren, eiu gleich- 
flächiges Polyeder der ersten Art bilden. Beide Verfahren müssen, auf alle verfügbaren betr. Polyeder erster 
Art angewandt, aämtüche zugleich gleicheckigen und gleichflächigen Polyeder höherer Art liefern. Doch kann 

a) Marburger Berichte 1879 Nr. 1. 3) Kassel 1878. 
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F. Die besonderea Vielflaehe höherer Art, 



man auf Grund folgender Betrachtungen noeli eine bedeutende Vereinfachung, wenigstens in der Dai-atellung 



Polyeder ist ein e 
ist die äussere Hülle (das gleich- 



! Gefundenen, erzielen. Jedem der zugleich gleicheckigen und gleie 
i polar-reziprok.^) Sind P und P' zwei solche polare Polyeder, so 
eckige Polyeder erster Art) Ton P polar zu dem innem Kern (dem gleichflaehigen Polyeder erster Art) von 
P' und die äussere Hülle von P' ebenso polar-reziprok zu dem innem Kern von P, Es ist also vorteilhaft, 
ein zugleich gleicheckiges und gleichfläcliigea Polyeder P nach der ersten oder zweiten Methode, aus dem 
innern Kern oder der äusseren Umhüllung abzuleiten, je nachdem das erste gleichflächige oder das letztere gleich- 
eckige Polyeder von einfacherer Natur ist. In der That genügt es für die folgende Darstellung, die erste 
Methode nur auf zwei gleiehflächige Polyeder erster Art (die einfach zu behandeln sind) anzuwenden, um 
vier zugleich gleichecMge und gleichfläehige Polyeder höherer Art abzuleiten, deren polar -reziproke Körper 
sich dann leicht durch Anwendung der zweiten Methode auf die zu jenen gleichflächigen polaren gleicheckigen 
Polyeder ergeben. Es sind diese beiden gleichflächigen Polyeder das Ikosaeder und das Hhomientrmkontaeder. 
Die aus der vollständigen Figur der Ebenen eines Dodekaeders (Fig. 16 Taf. 11) ableitbaren zugleich gleich- 
eckigen und gleiehflächigen Polyeder sind die bereits besprochenen zugleich regulären; sie können daher 
jetzt bei Seite gelassen werden. Dass aber keine weiteren Polyeder der verlangten Eigenschaft möglich sind, 
als sich im folgenden aus dem Ikosaeder und Triakontaeder ergeben [nebst den ihnen polaren], ist durch 
die Untersuchung der vollatändigen Figuren aller gleichflächigen Polyeder erster Art nachgewiesen worden.^ 

153. Die vollständige Pignr der Ebenen des Ikosaeders.*) Bringt man die Ebene einer Fläche des 
Ikosaeders mit den Ebenen aller übrigen zum Schnitt, so entsteht die schon früher betrachtete Fig. 17 Taf. II. 
Dabei ist die Bezeichnung der einzelnen Flächen des Ikosaeders die durch Fig. 102 des Textes (vergl. Nr. 129) 
angedeutete. Die Zeichenebene ist die Ebene der F^che 1, die Ebene 20 sehneidet die Zeicheuebene in der 
unendlichweiten Geraden. Die auf demselben konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt der FMche 1 
liegenden Punkte tragen dieselbe Ziffer als Bezeichnung. Es seien hier, wie auch späterhin, um Weitläufig- 
keit zu vermeiden, nur diejenigen dieser Punkte beachtet, welche durch ihre Verbindung überhaupt die 
F^che irgend eines anzuführenden Polyeders bestimmen. Die Punkte 1 sind die Ecken der Fläche des 
Ikosaeders selbst. Die Punkte 3 büden durch ihi-e Verbindungslinien ein diskontinuierliches Sechseck zweiter 
Art, das aus zwei sich kreuzenden gleichkantigen Dreiecken besteht. Diese Figur ist die Grenzfläche eines 
zugleich gleicheckigen und gleiehflächigen, aber diskontinuierlichen Polyeders, nämlich eines Systems von 
fünf konzentrischen Oktaedern, Fig. 6 Taf. IX. Die dreissig kongruenten vierkantigen Ecken hegen auf der 
umbesehriebenen Kugel wie die Ecken eines (12 -j- 20)-flächigen 30-Ecks (eines Triakontagons). Man kann 
das Polyeder auch als 20 (6)g-flächiges 30 (4)^-Eek bezeichnen. Auf das ebenfalls diskontinuierliche reziproke 
Polyeder, die Kombination von fünf konzentrischen Würfeln, dessen inna-er Kern ein Triakontaeder sein 
muss, sei später hingewiesen. — Die Punkte 4 büden durch ihre Verbindung s strecken ein Neuneck zweiter 
Art, mit sechs Kanten und drei Kanten je gleicher Länge, also ein (3 -)- 2-3)2-eck. Diese Figur ist die 
Grenzfläche eines zugleich gleicheck^en und gleiehflächigen konvexen Polyeders, das nebst seinem polaren in 
Nr. 154 ausführlicher beschrieben werden soll. Die Punkte 6 bilden wieder zwei gekreuzte gleichkantige 
Dreiecke, Jedes dieser beiden Dreiecke ist die Grenzfläche eines zugleich gleicheckigen und gleiehflächigen 
diskontinuierlichen Polyeders, nämlich eines Systems von fünf Tetraedern. Die äussere Hülle ist ein 
Dodekaeder. Diese beiden Systeme, von denen das eine in Fig. 11 Taf. IX daj-gesteUt ist, die sich zu ein- 
ander wie rechts und links verhalten, bilden in ihrer Vereinigung das aus zehn Tetraedern bestehende dis- 
kontiuuierhche Polyeder Fig. 3 Taf. IX. Da sowohl der innere Kern als das Hüllpolyeder regulär sind, so 
sind diese Polyeder den regulären zuzuzählen (vergl. Nr. 128). Man kann das System der fünf Tetraeder 
auch als 20 (3)i-flächiges 20 (3)i-Eck oder 20 (3)i-eckiges 20 (3)i-Flach, das System der zehn Tetraeder als 

1) Eb möge Her bemerkt werden, dass keius der konveien und kontinuierlichen augleick gleicheckigen und gleich- 
flächigen Polyeder sich selbst reziprok (autopolar) ist; doch giebt es solche Gebilde unter den nicht-konvesen und dia- 
kontinuierljcheß Polyedern, 

2) Hess m S, 18. 3) Hess HI S. 36. 
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153. Die Tollständ. Figur d. Ebenen d, llosaeders. 154. Das 20 (3 + 2 • 3)g-fläoh. 60 (3\ -Eck d. 5. Art n. d. ihm polare Polyeder, 207 

20 {6)2-fläc]iiges 20 (6\~Eck oder 20 (6)a-eckiges 20 (6}2-Placli bezeichnen, wonach beide Polyeder autopolar 
sind. Es lassen sich min weiter die sechs Punkte 6 auch zu einem kontinuierlichen Sechseck zweiter Art 
verbinden, von dessen Kanten drei dem Mittelpunkt die Innenseite, drei ihm die Äussenseite zukehren. Die 
innere Zelle dieses Sechsecks ist die Ikosaederfl'äche, jede der drei äusseren Zellen tat zu Eckpunkten eine 
Ecke 1 jener Fläche und zwei Punkte 6 auf einer Geraden 7,7. Dieses Sechseck ist die Grenzfläche eines 
zugleich gleicheckigen und gieichflächigen nicht-konvexen Polyeders, Fig. 26 Taf. VIII, das in Nr. 161 
nochmals erwähnt wird. Die drei Punkte 7 geben die Grenzfläche des bereits besprochenen 20-flächigen 
Stem-12-Ecks. Die neun Punkte 8 endlich bilden durch ihre Verbindungsstrecken ein geschlossenes konvexes 
Neuneck vierter Art, das die Grenzfläche eines konvexen zugleich gleicheckigen und gieichflächigen Polyeders 
ist, welches in Nr. 155 nebst dem ihm polaren Polyeder besprochen werden soU. — Verbindet man verschieden 
bezifferte Punkte der vollständigen Figur (Fig. 17 Taf II) durch einen kontinuierlichen Zug, so erhält man, 
wenn die übrigen hierzu nötigen Bedingungen erfüllt sind, nach den früheren Erläuterungen die Grenzflächen 
nur glejchflächiger Polyeder. So ergeben die Punkte 1 und 2 zusammen ein (3 -|- 3)-eckiges gleichkantiges 
Sechakant, die Grenzfläche des in Nr. 150 beschriebeneoi, in Fig. 2 Taf. VIII dargestellten gleichflächigen 
[12 (5)g + 20 (3)J-eckigen 20 (6)i-Flaches der zweiten Art. Es lässt sieh aber anch ein bisher hoch nicht 
beschriebenes gleichflächiges Polyeder höherer Art aus dieser vollständigen Ikosaederfigur ableiten. Verbindet 
man nämlich jeden der drei Punkte 7 mit den auf der gegenüberHegenden Eante des Dreiecks 7,7,7 liegen- 
den beiden Punkten 6, und zieht zwischen den Punkten 6 noch alle diejenigen Strecken, welche parallel den 
Kanten jenes Dreiecks sind, so entsteht ein (6 -f- 3)-eck der 4. Art^), das auch sechs Winkel einer und drei 
Winkel anderer Grösse besitzt. Dieses Neuneck ist die Grenzfläche des in Fig. 20 Taf. IS dargestellten 
gleichflächigen Polyeders, des [12 (5)^ + 20 (3 + 3)J-eckigen 20 (6 + 3)^-Flaches der 11. Art. Die zwölf 
reguMren fünfltantigen Ecken erster Art des Polyeders (die Punkte 7 in Fig. 17 Taf. II) sind die eines 
Ikosaeders, die zwanzig sechskantigen Ecken (die Punkte 6 derselben Figur), deren abwechselnde Flächen- 
winkel nur gleich sind, sind die Ecken eines Dodekaeders. Je zwei PBichen des Polyeders liegen in paral- 
lelen Ebenen, denen des inneren ikosaedrischen Kernes. Der Wert von A ergiebt sich aus der Hess- 
sehen Formel. 

154. Das 20{3 + 2.3)a-fläehige 60 (3), -Eck der 5. Art und das ihm polare Polyeder.^ Die in 

voriger Nummer angeführte von den Punkten 4 gebildete Grenzfläche des ersten Polyeders ist, wie die 
einfache Betrachtung zeigt, ein (3 -{- 2 ■ 3)-kantiges und (2 ■ 3 + 3)-eckiges Vieleck der zweiten Art mit drei 
Doppelpunkten. Die Konstruktion dieser Mäche ist die folgende: Man verlängere jede der drei Kanten des 
Ikosaederdreiecka nach beiden Seiten um den grossem Abschnitt, der durch Teilung derselben nach dem 
goldnen Schnitt erhalten wird, verlängere sodann jede der drei Höhen des Ikosaederdreiecks über ihren 
Fusspunkt hinaus um sich selbst und verbinde jeden dieser drei Endpunkte mit den beiden benachbarten 
Endpunkten der verlängerten Ikosaederkante.^) Das von solchen Füchen begrenzte Polyeder ist in Fig. 17 
Taf. IX dargestellt. Seine sechzig kongruenten dreikantigen Ecken, deren Kanten je zwei kurze imd 
eine längere der Grenzfläche sind, und die zwei unter sich gleiche und von dem dritten verschiedene Flächen- 
winkel haben, sind die der Archimedeischen Varietät eines (12 -|- 20 + 30)-flächigen 60-Ecks. Da das 
Polyeder neunzig Kanten besitzt, so folgt aus der Hessschen Formel für Ä der Wert 5. In derselben 

1 Auf diese Vielecke h herei Art wie aie ituch bei den weiter zu 1 e= hreil enden PolyedHrn huJiPier Art a iftrpteu 
ist «Lhon m Ni S'^ lungewiesen worden 

2) Vergl Hess HI % 40 und S 52 auch Marburger Berichte 1875 Nr 1 S l^ 

d) Die auafihrliLhe Beschreibung den PolVoOas a Hess IH S 40ff Man kann wenn es aich um seine Zen,hnung 
Bill Herateilung des Polyedeis handelt auch \ on dem Dreieck der P mkte " ausgehen und auf dessen Kumten die 
Punkte 6 durch Teilung dei Kante nach dem goldnen Schnitt erhalten wonach sieh dirch ^erlindung der Punkte 6 unter 
emandpr die gesucht* Grenzfl che mit ergieht Ihre in Tig 17 Taf 11 schrafherten Teile >!ind die welche an dem Polyeder 
aisaerlich sichtbar hleihen Die gleicht; Bemerkung gilt fir die Allildungen der Grenzflächen der weiterhm beschnebenen 
Pclyedei 
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Weise, wie dies früher bei den regulären Polyedern höherer Art geschehen, lassen sich aus Fig. 17 Taf. II, 
unter gleichzeitiger Betrachtung des Gesamtpolyeders, seine Doppelelemente leicht bestimmen.') 

Es ist nun das polare, ebenfalls gleicheckige und zugleich gleichflächige Polyeder abzuleiten. Die 
neunkantigen Ecken sind selbstredend die eines Dodekaeders, der innere gleiehfläehige Kern ist die Archi- 
medeische Varietät des (12 + 20 -j- 30)-eckigen GO-FIaches, des Delfcoidhexekontaeders. ^) Die gleichschenklige 
dreieckige Grenzfläche, deren Basis eine Dodekaederkante ist, wird er- 
halten, wenn man die Endpunkte dieser Dodekaederkante mit dem freien 
Ende der Scheitelkante verbindet, welche in dem Fünfecke, dem jene 
Dodekaederkante angehört, von der dieser Kante gegenüberhegenden Ecke 
ausgeht. Da jede Dodekaederkante zwei Fünfecken angehört, so gehen 
auch durch jede zwei Grenzflächen des Polyeders. Von jeder Ecke des 
Dodekaeders gehen neun Kanten des Polyeders aus, Ton denen drei (die 
Kanten des Dodekaeders) Basiskanten, .die übrigen sechs Schenkel der 
die betr. Ecke bildenden Grenzflächen sind. Die Reihenfolge, in welcher 
durch diese neun Kanten die Grenzfiächen zu legen sind, zeigt Fig. 105.^) 
Da der innere Kern des Polyeders die Ärchimedeische Varietät des 
Deltoidhesekontaeders ist, so kann man natürlich seine Grenzfläche auch 
'^ erhalten, wenn man die vollständige Figur der Ebenen jenes gleiehflächigen 

Polyeders erster Art bildet, ein Verfahren, welches hier schon ziemlich koiapliziert ist.*) 

155. Das 20(3 + 2.3)4-fiächige 60(3)j-Eek der 25. Art und das ihm polare Polyeder.^) Die 
Grenzfläche des zu besprechenden gleicheckigen und zugleich gleichflächigen Polyeders höherer Art, das von 
den Punkten 8 in Fig. 17 Taf. II gebildete (3 + 2 ■ 3)-kantige und zugleich (2-3 + 3)-ecklge Neuneck 4. Art 
mit 27 Doppelpunkten ist durch die Punkte 7 und 6 bestimmt.^) Die 
innerste sechseckige, von drei Punkten 5 und drei Punkten 4 gebildete 
Zelle') besitzt den Koeffizienten -|- 4. Es sind 27 Doppelpunkte zu rechnen, 
da die Punkte 6 dreifach zu zählen sind. — Das in Fig. 14 Taf. XI dar- 
gestellte Polyeder besitzt sechzig dreikantige, gleichschenklige Ecken, die 
Ecken einer bestimmten Varietät des (12 -f- 20)-flächigen 12-5-Ecks, die 
von zwölf regelmässigen Fünfecken und 20 (3 -f- 3)-kantigen gleicheck^en 
Sechsecken begrenzt wird. Ist die Kante eines solchen Fünfecks gleich 2«, 
so sind die Kanten des Sechsecks abwechselnd gleich 2« und a (]/5 — l).*) 
Die Art des Polyeders ist nach der Hessschen Formel, da die Zahl der 
Kanten 90 ist, Ä = 25. Von den Doppelelementen seien nur die Punkte 
6 und 7 der Grenzfläche erwähnt, da sie auf dem sichtbaren Teile der 
Oberfläche des Modelles des Polyeders liegen. Durch jeden der zwölf 
Punkte 7 gehen fünf, durch jeden der zwanzig Punkte 6 sechs Flächen des Polyeders; erstere zählen also 

1) Wir verweisen für diese Untersuchungen auf die Originalechrift von Hess. 2) Vergl. Nr. 121, 

3) Das Polyeder seihst ist hier nicht dargeßtellt, da sich seine Flächen derart überdecken, dass der Gesamteindruck 
nur etwa der von Fig. 26 Taf. VIII würde. Es sind nämlich die Mngeren von jeder Ecke ausgehenden Eanten verborgen; 
z, B, Hegt die Kante S1 in Fig. 105 unter der Elikhe S32, die Kante S2 unter der Fläche S67, Die genannten beiden 
Flächen achneiden sich etwa längs der feinpunktierten Linie. Um dies einausehen, zeichne man sich zu der Grenzfläche des 
vorigen Folyedera die polare, welche (sphärisch) den Querachnitt einer Ecke des jetzigen darstellt. — Für die aus der äusseren 
Hülle konstruierten Polyeder sind Fadenmodelle (der Kanten) empfehlenswert und auch leicht herzustellen. 

4) Vergl, Hess III Fig. 6 der ersten Tafel. Die Fläche des inneren Kernes ist dort das Viereck Ci.Bia-RiBi*. 

5) Hess m S, 46 und S, 59, Aach Marh. Ber. 1876 Wr. 1, 8. 15. 

6) Es ist übrigens die Strecke 7,8 gleich dem grösseren Teile 6,7 der nach dem goldenen Schnitte geteilten Kante 7,7 
des 20-flächigen Stem-12-Ecks, 7) Man beachte in Fig. 17 Taf. D nur die neun Kanten der Grenzfläche, 




) Für diese Varietät des (12 -|- 20)- 



12 -ö-Ecks ist ( - 



s = 1 nach d, Bestimmungen in Nr. 121. 
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j =: 120, letztere für 20 - (gl ^ 400 Doppelpunkte.^) Da der innerste von den Grenz- 
gebildete Kern das Itosaeder ist, so laufen je zwei dieser Grenzfläciien parallel. 



insgesamt für 12 ■ ('. 
flächen des Polyedei 

Das polar-reziproke 20 (3 -f- 2 ■ 3)^-eckige 60 (3)j-Flach der 25. Art ist in den beiden Figuren 10 nnd 16 d 
Tafel Sil in etwas von einander abweiclienden Aufnahmen dargestellt. Es besitzt sechzig gleichschenklig- 
dreieckige Grenzfiächen und zwanzig neimkantige Ecken der vierten Art, die wie die Ecken eines Dodekaeders 
liegen, während der innerste Kern eine bestimmte Varietät des (12 -}- 20)-eckigen 12 ■ ö-Flßcha, des Pentakis- 
dodekaeders ist.^) Man erhält eine der gleichschenkligen Grenzflächen, deren Basiskante zugleich die Kante 
des 20-eckigen 8tem-12-Flaches ist, das eich in das Dodekaeder einschreiben läsat, wenn man zwischen zwei 
Eckpunkten des Dodekaeders, die auf zwei benachbarten fünfeckigen Flächen üu-er gemeinsamen Kante 
gegenüberhegen, die Gerade zieht (Baeiskante h) und deren ebengenaunte Endpunkte mit einer der Ecken 
verbindet, welche den Endpunkten jener gemeinsamen Kaute im Dodekaeder diametral geg 
(Schenkelkante s). Fig. 106 (s. Seite 208) zeigt die neun von einer Ecke des Dodekaeders i 
Kanten, die eine Ecke des Polyeders bilden, und giebt zugleich durch die an die andern Enden ges 
Ziffern die Reihenfolge an, in der sie durch Ebenen zu vei-binden sind. — Die Fläche desselben Polyeders 
läast sich auch konstruieren, wenn man die vollständige Figur der Ebenen eines Pyramidendodekaeders 
zeichnet, und zwar die der genannten speziellen Varietät. Die koraphzierte Figur findet sich als Fig. 6 auf der 
zweiten Tafel der Hessschen Schrift. Es lassen sich die äusseren am Modelle des Polyeders noch sichtbaren 
Teile der Grenzfläche dort direkt abnehmen. Nur beiläufig sei bemerkt, dass das Polyeder 25940 eigentliche 
Doppelpunkte zweiter Klasse besitzt.*) 

156. Die vollstäHdige Figur der Ebenen des Triakontaeders.*) Bringt man die Ebmen sämtlicher 
Grenzflächen eines Rhombentriakontaeders (erster Art) zum Schnitt mit der Ebene einer Fläche, die als erste und 
zugleich als Zeichenebene zu betrachten ist, so entsteht die in Fig. 18 Taf. II dargestellte vollsfändige Figur. 
Die Flächen des Triakontaeders sind, wie es Fig. 107 angiebt, bezeichnet und die 
Spuren ihrer Ebenen, d. h. ihre Schnittgeraden mit der Ebene der Flache 1, tragen 
in Fig. 18 Tai. II dieselben Ziffern (in Klammer) wie die Grenzflächen des Polyeders 
in Fig. 107. Die Fläche 30, welche der Fläche 1 gegenüberliegt, schneidet, da 
sie ihr parallel Ruft, deren Ebene in der unendlich weiten Geraden. Von den 
Schnittpunkten der Spuren untereinander sind die auf einerlei Kreis (alle diese 
Kreiae sind konzentrisch) von innen nach aussen mit steigender Ziffer markiert; 
doch sollen im folgenden der Kürze wegen nur diejenigen Punkte genannt worden, 
die sich zu einem Polygon verbinden lassen. Der von den Punkten 1 und 2 
gebildete Rhombus ist selbatredend die Fläche des Triakontaeders erster Art. 
Die Punkte 5 geben unter einander verbunden ein Achteck der dritten Art mit 
vier einspringenden und vier ausspringenden Winkeln, von dessen acht Kanten 
zwei dem Mittelpunkte des Polygons die andre Seite zuwenden, wie die sechs 
übrigen. Das Polygon besitzt die Punkte 4 zu Doppelpunkten und ist die Grenz- 
fläche eines Mobiusschen Polyeders. — Die Punkte 7 bilden ein Quadrat, die 

Fläche eines Würfels. Die übrigen Flächen dieses Würfels, zu denen auch die Fläche 30 gehöi-t, sind in 
Fig. 107 durch Schraffierung kenntlich gemacht. Da je sechs weitere Ebenen des Triakontaeders e 
Hexaeder bilden, so ist daa genannte Quadrat die Grenzfläche eines diskontinuierlichen, zugleich gleic 
und gleichflächigen, aus fünf konzentrischen Würfeln bestehenden Polyeders, welches polar zu dem i 




.n Nr. 153 



angeführten System von fünf konzentrischen Oktaedern ist. Die 



Hülle dieses in Fig. 24 Taf. XII 



1) Diese Punkte 7 und 6 liegen nach Früherem wie die Ecken eines Ikosaeders und eines koaehsialen Dodekaeders. 
Bei Herstellung des Pappmodells des Körpers kann man das von den Punkten 6 als Ecken gebildete Dodekaeder als Kern 
2) Für diese Varietät ist r -^ 6 (Vö — 2), ö = I. 
3) Vergl, hierüber Hess HI 8. 63 S. i) Hesa HI S. 63 S. 
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dargesteUteii schon früher besproclienen Systems von fitnf Hexaedern ist ein Dodekaeder. ^ Die Punkte 10 
ergeben durch ihre (in der Figur stärker ausgezogenen) Verb indungsstr ecken ein kontiniuer liehe s ZwÖlfeek 
dritter Art, die Grenzfläche eines konvexen zugleich gleicheckigen und gleichflächigen Polyeders, das nebst 
seinem polaren in Nr. 157 genauer zu beeprechen ist. — Die Punkte 12, 13, 16 und 17 ergeben Polygone, 
■welche Grenzflächen Möbiusscher Polyeder sind. Die von den je acht Punkten 12 und 17 gebildeten 
Figuren sind diskontinuierliche Achtecke vierter Art, die aus je zwei überschlagenen Vierecken bestehen. Es 
hat im Falle der Punkte 12 jedes dieser Vierecke mit dem andern acht Punkte (Doppelpunkte) gemein; im 
Falle der Punkte 17 liegen die beiden überschlagenen Vierecke getrennt. Die beiden zugehörigen Möbins- 
schen Polyeder sind diskontinuierlich. — Das von den acht Punkten 13 gebildete Achteck dritter Art hat 
zwar nur spitze Innenwinkel, doch wenden auch hier zwei (bez. sechs) Kanten dem Mittelpunkte des Polygons 
ibre Aussenscite zu. Das von den Punkten 16 gebildete Zwölfeck der dritten Art endlich mit vier (oder 
acht, je nach Schraffierung des Perimeters) ausspringenden Winkehi und acht (oder vier) Kanten, die dem 
Mittelpunkt die Aussenseite zuwenden, ist ebenfalls die Grenzfläche eines einseitigen Vielflaches. — Die 
zwölf Punkte 19 ei^eben durch ihre Verbindung s geraden ein System von vier sich kreuzenden Dreiecken 
oder ein diskontinuierliches Zwölfeck der vierten Art. Das Polyeder, das von dreissig solchen Flächen be- 
gi-enzfc ist und 120 dreikantige Ecken hat, ist ein System von dreissig sieh kreuzenden rhombischen 
Sphenoiden (sägerandigen Tetraedern), bei welchem also je vier Sphenoidflächen in eine Ebene fallen. Es 
ist ein zugleich gleicheckiges und gleichflächiges, konvexes, diskontinuierliches Polyeder. — ■ Die Punkte 20 
geben durch ihre Verbindungskanten ein Achteck von derselben Gestalt wie die Punkte 13, das ebenfalls 
die Grenzfläche eines einseitigen Vielflaches ist. Es kommen nim nur noch die äussersten Punkte 23 in 
Frage. Diese bilden ein konvexes, kontinuierhehes Zwölfeck, das die Grenzfläche des in Nr. 158 zu be- 
schreibenden gleicheckigen und zugleich gleichflächigen Polyeders darstellt. Auch das ihm polar zugeordnete 
Polyeder soll dort zur Sprache kommen. Es möge hier nur noch kurz auf die nur gleichflächigen konvexen 
Vielflache hingewiesen werden, deren Grenzflächen ebenfalls in der vollständigen B'igur des Triakontaeders 
auftreten, deren innerer Kern also das genannte Polyeder ist. Es sind dies die früher beschriebenen beiden 
Triakontaeder höherer Art; das der dritten Art besitzt zur Fläche den von den Punkten 2 und 8 in Fig. 18 
Taf. II gebildeten Rhombus, das der siebenten Ai-t den Rhombus, der sich durch Verbindung der Punkte 8 
und 14 in derselben Figur ergiebt 

157. Das 30 (4 -(- 4 + it%-Uchige 2 ■ 60 (3)i-Eck der 15. Art und das ihm polare Polyeder. Das von 

den Punkten 10 in Fig. 18 Taf. II gebildete konvexe Vieleck ist ein (4 + 4 + 4)-kantiges und zugleich 
(4 -|- 4 -j- 4)-eckiges Zwölfeck der dritten Art mit sechzehn Doppelpunkten. Dreissig solche Flächen begrenzen 
das in Pig. 4 Taf. XI und nochmals in Fig. 7 Taf. XII dargestellte, zugleich gleicheckige und gleichflächige, 
konvexe, kontinuierliche Polyeder, das 2 • 60 ungleichseitige, dreikantige Ecken hat, von denen je sechzig, rechte und 
linke, unter sich kongruent sind. Diese Ecken hegen wie die einer bestimmten Varietät eines (12 -(- 20 + 30)- 
flächigen 2 ■ ßO-Ecks.^) Je zwölf Ecken dieser Varietät, die von zwölf (5 + 5)-kantigen Zehnecken, zwanzig (3 -|- 3)- 
kantigen Sechsecken und von dreissig (2 + 2)-kantigen Vierecken begrenzt wird, liegen auf einer Ebene, die 
auf einer zweigliedrigen Achse senkrecht steht. Dreissig solche Ebenen sind eben die Flächen dos inneren 
Triakontaeders, bez. des dem (12 -|- 20 + 30)-flächigen 2 ■ 60-Ecks einbeschriebenen gleicheckigen und gleich- 
flächigen Polyeders. Durch die Punkte, in denen die zweigliedrigen Achsen die Oberfläche des Polyeders 
treffen, gehen vier von dessen Grenzflächen, ohne dass die Punkte Ecken des Polyeders wären; durch die 
Punkte, in denen die dreigliedrigen Achsen die Oberfläche des Polyeders treffen, gehen, ohne dass sie Eck- 
punkte sind, sechs Grenzflächen hindurch. Die zuerst genannten Punkte sind in Fig. 18 Taf II die Punkte 9, 
die an zweiter Stelle genannten die Punkte 7. Die Art des Polyeders ist aus der Hessschen Formel 
gleich 15 zu berechnen. — Das polare ebenfalls gleicheckige und zugleich gleichflächige Polyeder ist in 
den Figuren 11 und 17 der Taf XII dai^estellt. Die äussere Hülle ist das dem Triakontaeder polare 



1) Für diese Varietät i; 



11 — sYb' ys ('2 1/6 — l)" 
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157. Das30(44-4 + 4)a-fläcMge2.60(3),-Eokd. IS.Artu.s. w. 158. Das 30(4-j-4 + 4)5-fläciiige2- 60(3),-Eckd. 45. Artii.s, w, 211 

Triakontagon d. h. das (12 -f- 20)-flächige 30-Eck, ein Archimedeisches Polyeder mit zwölf regulären fünf- 
feantigen uad zwanzig regulären dreikantigen Mächen. Jede der dreissig Kcken dieses Polyeders ist zugleich 
eine der (4 -|- 4 -|- 4)-kanfcigen Ecken diitter Art des einzuschreibenden Polyeders, das hier zu besprechen 
ist. Seine Flächen sind 2 - 60 ungleichkantige Dreiecke, sechzig rechte und sechzig linke. Fig. 108 zeigt 
die zwölf Kanten einer Ecke 8 und die m der Reihenfolge der angesetzten Ziffern durch sie zu legenden 
Ebenen. Bezeielinet man die drei veischiedenen Kanten einer Grenzfläche nach steigender Grösse geordnet 
mit ^,^,/Cs, so gehen, wie aus Pig lO'^ zu ersehen ist, von 8 je 
vier solche Kanten aus. Eine Kante ?c^ geht yon S zur übernächsten 
Ecke eines Zehnecks, dessen Kanten sämtlich solche des Triakontagons 
sind und in dessen Ebene 8 und das Centrum des Polyeders liegen. 
Eine Kante \ verbindet die beiden am weitesten von einander ent- 
feimten Ecken eines benachbarten Drei- und Fünfecks des Tria- 
kontagons. Die Endpunkte der von 8 ausgehenden längsten Kanten k^ 
sind solche Ecken der Fünfecke, welche den an 8 grenzenden Fünf- 
ecken diametral gegenüberliegen, die nicht Nachbarpunkte der S 
gegenüberliegenden Ecke des Triakontagons sind.^) Die innerste 
Zelle des Polyeders ist eine bestimmte Varietät^) des gleichflächigen 
(12 4- 20 -f- 30)-eckigen 2 ■ 60-FIachea (Dyakishexekonfcaeders) und 
man kann seine Grenzfläche daher wieder erhalten, indem man die 
vollständige Figur der Ebenen dieses innersten Kernes zeichnet.') 

158. Das 30 (4 + 4 + 4)ji-fläcliige 2 ■ 60 (3),-Ect der 45. Art 
und das ihm polare Polyeder. Das letzte zu beschreibende gleicheekige und zugleich gleichflächige konvexe 
kontinuierliche Polyeder, dessen Grenzfläche das in der vollständigen Figur des Triakontaeders enthaltene 
(4-^ 4 ^ 4)-kantige und (4 -)- 4 + 4)-eckige, von den Punkten 23 in Fig. 18 Taf. II gebüdete Zwolfeck 
fünfter Art ist, findet sich in den Figuren 8 und 2U auf Tafel XII dai^esteUt. Die Grenzfläche hat hier 
die für ihre Art « = 5 charakteristische Maximalzahl von 48 Doppelpunkten. [(5 — 1) ■ 12 = 48.] Es lasst sidi 
daher der Wert der Zahl A für dieses Polyeder mit 120 dreikantigen Ecken erster Art und 180 Kanten 
ausser ans der Hessschen Formel auch aus der in Nr. 136 abgeleiteten berechnen; aus -j^=^2A — 
(120 -(-30 — 180) folgt Ä = 45, Die sechzig rechten und sechzig linken Ecken, jede von drei verschieden 
langen Kanten gebildet, sind die eines (12 -j- 20 -f- 30)-flächigen 2-60-Ecks und zwar derjenigen Varietät, 
für welche je zwölf Ecken auf einer Ebene liegen, die auf einer zweigliedrigen Achse senkrecht steht.*) Die 
betr. zwölf Ecken sind eben die einer Grenzfläche des Polyeders 45. Art. Die Punkte 8 in der Ebene einer 
seiner Flächen (Fig. 18 Taf. II) sind Knotenpunkte auf der Oberfläche des Polyeders, durch welche fünf 
seiner Ebenen gehen^); durch die Knotenpunkte 14 gehen drei Flächen"), durch die Knotenpunkte 15 aber 
vier Flächen des Polyeders.') Die genannten Punkte gehören zu den Doppelpunkten zweiter Klasse des Viel- 
ts ; solche der ersten Klasse sind an dem Modell, soweit sie in der sichtbaren Oberfläche hegen (wie die Punkte 
, 17, 18, 19, 21 und gewisse Punkte 22), bei gleichzeitiger Benutzung der Zeichnung der Grenzfläche leicht 
Die Gesamtzahl D, der Doppelpunkte erster Klasse ist übrigens 1720, die zweiter Klasse 




1) In Fig. 108 erscheinen diese Kanten verkürzt. 

2) Für diese VarieiÄt sind e und t die reziproken 

3) Vergl. Fig. 10 der aweiten Tafel in Hess III. 



Werte der vorher angeführten s und (. 



He. 



I HI a. a. 0. S. S2. 



4) Für diese Varietät ist s 

5) In Fig. 20 Taf. XII ist einer dieser Punkte ala Spitze des nact innen gellenden fünfkantigen 

6) Die innersten Punkte der dreikantigen trichterförmigen öfFuungeii in Fig. 20 Taf. Sil. 

7) In Fig. 8 Taf. XU ist ein solcter Punkt die innere Spitze der gerade dem Beschauer zugewandten vierkantigen 
trichterförmigen OfEnimg, 
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F. Die besonderen Vielflaohe höherei' Art. 




J5j = 1240. Die Bestimmung dieser und anderer Doppelelemente laset sieh auch hier durch Untersuchung 
der Tollständigen Fig. 18 Taf. II in Verbindung mit der Betrachtung des ModeUs unschwer durchführen. 

Daa dem beschriebenen polare zugleich gleicheckige und gleichfläeh^e 30 (4 --]- 4 + 4)5-eckige 
2-60(3),"Flach der 45. Art ist in den Figuren 12 und 21 auf Tafel XII dargestellt. Seine Grenzflächen 
sind sechzig rechte und sechzig linke ungleichkantige Dreiecke, die dreissig zwöl&antigen Ecken fünfter Art 
die eines Triakontagons. Die zwölf Ton einer Ecke S dieses Polyeders ausgehenden Kanten des ihm ein- 
beschriebenen Vielflaches 45. Art zeigt Fig. 109, und durch die Ziffern an den Enden der Kanten findet man 
die Beihönfülge, in welcher die die Ecke bildenden Ebenen durch 
sie zu legen sind, ki'Z\<. Jc^ sind die drei Kanten einer Fläche, 
von denen je vier von der Ecke S auegehen. 7% ist identisch mit 
der Kante Tc^ des in Nr. 157 an zweiter Stelle beschriebenen Poly- 
eders; die jetzt mit ^ bezeichnete Kante ist identisch mit der Kante 
kg jenes Polyeders. Die vier von S ausgehenden Kanten k^ in 
Fig. 109 sind die nach den vier Ecken, welche der S diametral 
gegenüberliegenden Ecke benachbart sind. Durch die Punkte, in 
denen die fünfzähligen Achsen des Triakontagons die Oberfläche des 
Polyeders treffen, gehen zehn von dessen Ebenen, durch die End- 
punkte der dreizähligen Achsen in der Oberfläche gehen sechs Ebenen; 
die Ecken des Polyeders aber mit ihren zwölf Ebenen sind die 
Endpunkte der zweizahligen Achsen. Die innerste Zelle ^&s Poly- 
eders ist eine bestimmte Varietät des (12 -f- 20 + 30) -eckigen 
Pj ,(,g 2-60-Plachs.^) Konstruiert man zu einer Fläche desselben die voll- 

ständige Figur, so kann man aus ihr die Grenzfläche des Polyeders, 
deren aussen am Modell sichtbaren Teile, die Doppelpunkte u, s. w. wieder ablesen,^) — Rechnet man die 
vier regulären Polyeder höherer Art, die Kepler-PoinsotBchen Körper, mit unter die zugleich gleicheckigen 
und gleichflächigen konvexen kontinuierlichen Polyeder, so haben sich deren im ganzen zwölf ergeben, 
nämlich sechs Paare polar-zugeordnete, und es ist nachgewiesen worden, dass dies in der That die einzig 
möglichen sind.^) 

159. Über diskonfiiinierliclie Polyeder, welche konzentrische Anordnungen regulärer Polyeder erster 
oder hölierer Art sind. Konzentrische Anordnungen Platonischer Polyeder stellen ein gleicheckiges und zu- 
gleich gleiehflächiges (diskontinuierhches) Vielflach dar, wenn die innerste räumliche Zelle ein gleichflächiges, 
die äussere Hülle ein gleicheckiges Polyeder erster Art ist, ein reguläres Polyeder höherer Art. aber nur 
dann, wenn sowohl innerste Zelle als äusseres HüUpoiyeder regulär sind. In diesem Sinne haben als regel- 
mässige diskontinuierUehe VieHache höherer Art nur die bereits beschriebenen Systeme von zwei, fünf und 
zehn Tetraedern zu gelten, während die Systeme von fünf Hexaedern und fünf Oktaedern nur als gleicheckige 
und zugleich gleichfläehige Polyeder höherer Art zu betrachten sind.*) Konzentrische Anordnungen von 
Dodekaedern und Ikosaedem, die hier anzuführen wären, scheinen nicht zu existieren. Denn das System von 
zwei Dodekaedern, Fig. 31 Taf. VIEL, das sich aus den + und — Flächen des Pyramidenwürfels ergiebt (vergl. 
Nr. 105 und Fig. 89 daselbst), ist kein zugleich gleieheckiges und gleiehflächiges Polyeder höherer Art in 
dem genannten Sinne, da wohl der innere Kern ein gleiehflächiges Polyeder, eben das Tetrakishesaeder, ist, 
die äussere Hülle aber kein gleicheckiges Polyeder darstellt. Das Entsprechende gilt natürlich für das polare 
System zweier Ikosaeder. Hier ist die äussere Hülle ein (6 + 8)-flächiges 6'4-Eck, und von den Flächen 



1 T ergeben sich aus den vorigen fi 
! und Pig, 11 auf Taf. II daaelbst. 



1) Die Werte von o und t ergeben sich aus den vorigen für s und (. 

2) Vergl. HeaB 

3) Vergl. die I 

4) Eine Iteihe gleicheckiger und zugleich gleichflächiger diskontinuierlicher Polyeder höherer Art ergiebt sich auch 
durch Kombination von Sphanoiden. Marburger Berichte 1878. Nr, 2. 
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159, Über diskoatinuierl. Polyeder, welche kon^eiitr. Anordnungen u, s.w. 160. Eiiitailungd. nictt-konvexen Polyeder u, s.w. 213 

des euLPii Ikosaedeis hegen acht mit «olchen des andern in einer Ebene. Je zwei soldie Dreiecke beider 
Iknsaedei bildtn Pin diakontuiuieiliches Sechseck zweiter Art, dessen innere Zelle ein gleichkantiges Sechseck 
erstei Art mit abwechselnd gleichen Winkeln ist. Die acht Ebenen sind die eines regulären Oktaeders. Die 
iimeie Polyedeizelle ist jedoch nicht gleichfläehig. — Es existieren aber nun noch konzentrische Anordnungen 
von tegularpn Polyedern hohetn Art, welche diskontinuierliche zugleich gleicheckige und gleiehfläehige 
Polyedei diastellen Zu ihiei Ableitung gehe man von dem zweiten Hauptnetze (Fig. 15 Taf. II) aus. 
Konstruiert man zu den sechs Punkten ff und den zehn Punkten C die Äquatoren (Polaren) g und c, deren 
Ebenen paiallel den fiienzfld,chen eines Dodekaeders, bez. Ikosaeders liegen', so ergiebt sich in Verbindung 
mit den fünfzehn Hauptkieisen ( dei zweiten Hauptnetzes, die die Äquatoren zu den Ecken S sind, und 
deren Ebenen paiallel den PLichen eines Tiiakontaeders laufen, ein toü 6 + 10 -j- 15 Hauptkreisen (g, e und c) 
gebildetes, Net/. Zu den Ecken C, G und B — nur durch die Ecken B gehen auch noch je zwei neu ein- 
gezeichnete Hauptkreise g und C — kommen folgende neue Schnittpunkte. Sechzig Punkte D, in denen 
sich je zwei Hauptkreise e und ein Kreis c schneiden, sechzig Punkte E als Schnittpunkte eines Kreises c 
mit einem Kreise c und sechzig Punkte F, gebildet Ton je einem Kreise c und g (vergl. die Fig. 29 Taf XV 
und Fig. 30 Taf. SVI in Hess' Kugelteiiung). Die sechzig Punkte E liegen wie die Ecken eines gewissen 
(12 + 20)-flächigen 12 ■ 5-Ecks, die sechzig Punkte F wie die Ecken eines (12 + 20 + 30)-flächigen ßO-Ecks. 
Es bilden nun die sechzig Punkte E, im Verein mit den zwanzig Punkten C die Eckpunkte eines Systems 
von fünf konzentrischen Dodekaedern, die sieh dem Netz einschreiben lassen, wobei in jedem Punkte C zwei 
Ecken von Dodekaedern zusammenfallen. Jedes der fünf Dodekaeder hat zwölf Ecken E und acht Ecken C, 
während das durch die zwanzig Ecken selbst bestimmte Dodekaeder nicht dem System angehört. Der 
innerste Kern dieses Systems ist eine bestimmte Varietät eines Deltoidhesekontaeders, dessen Flächen parallel 
den Äquatoren der Punkte F sind. Konstruiert man nun durch Verlängerung sämtlicher Ebenen der fünf 
Dodekaeder aus jedem das 12-eckige Stern-12-Flaoh, so ist dann dieses System von fünf regulären Polyedern 
dritter Art ein zugleich gleicheckiges und gleichflächiges diskontinuierliches Polyeder fünfzehnter Art, denn 
an dem innersten gleichflächigen Kerne wird dabei nichts geändert, die sechzig Ecken aber liegen wie die 
Punkte F, d. h. wie die Ecken des oben genannten gleieheckigen Polyeders erster Art. — Diesem dis- 
kontinuierlichen Polyeder aus fünf 12-eckigen Stern- 12-Flaehen, dessen innerer Kern übrigens polar der 
äusseren HäUe ist, ist reziprok ein System von fünf konzentrischen 12-flächigen Stern-12-Ecken zugeordnet, 
das aus dem System von Ikosaedem, die den obigen fünf Dodekaedern polar entsprechen, in bekannter Weise 
zu erhalten ist. Innerer Kern und äussere Hülle, aus denen des vorigen Systems sofort ablesbar, sind dann 
auch hier polar-reziprok. 

160. Einteilung der nicht -konvexen Polyeder in zwei AMeilnngen nach dem Werte von A, Ea 

sollen im folgenden noch einige merkwürdige, nicht-konvexe, zugleich gleicheckige und gleiehfläehige Polyeder 
kurz beschrieben werden.'-) Zuvor seien ein^e allgemeinere Betrachtungen über nicht - konvexe Polyeder 
überhaupt eingefügt. Vertauscht man bei einem Polygon in der Ebene Innen- und Aussenseite, indem man 
das andre Ufer des Perimeters schraffiert (vergl. Nr. 4), so ist die neue Art a' die Ergänzung der vorigen a 
zu n, ä. h. der Zahl der Kanten des Polygons. Ein analoger Satz gilt für Polyeder. Es soU also unter- 
sucht werden, welcher Wert sich für die Art Ä' eines solchen ergiebt, nachdem man die Innenseite mit der 
Aussenseite vertauscht hat^), d. h. die der vorigen abgewendete Seite gefärbt hat. Ebenso wie bei den 
Polygonen der betr. Satz nur von Wesenheit für die sogenannten üb erschlagenen Figuren war, da nur bei 
diesen von einer Art Gleichberechtigung der beiden Perimeterseiten gesprochen werden konnte, so ist auch 
der entsprechende Polyedersatz wesentlich nur von Interesse für die nicht -konvexen Vielflaehe (d. h. solche 
mit überstumpfen Flächenwinkeln), deren Grenzflächen^) aus Zellen mit teils positiven, teüs negativen 
Koeffizienten bestehen, deren Oberfläche also zum Teil durch die Innenseite, zum Teil durch die Aussenseite 
der Grenzflächen gebildet wird. Es gut nun für die Art Ä eines nicht -konvexen Polyeders die Hesssche 



1) Vergl. hierzu Hess, llarburger BmcMe 1877. Nr. 1. 

9) Es handelt sich also nur um zweiseitige Vielflaehe, 3) Wenigstens einige derselben. 



y Google 



214 F- Die beaonderen Vielflache höherer Art. 

Formel: 2Ä ^ 21k + -^ff — ^ — ^^; i^orm auch die auf der rechten Seite stehenden Grössen die frühere 
Bedeutung haben. Vertauscht man jetzt die beiden Seiten des Polyeders, so ist die Art Ä', die Art einer 
Ecke«', die einer Fläche «'und die Zahl der überstumpfen ebenen Winkel 2h', a\so:2 Ä' = Ha ^ 2a' — K — £¥. 
Die Addition dieser und der vorigen Gleichung giebt: 2(A-^Ä') = S(G-\-tt') + 2(a'j-a') — '2K— 2(h-\'lf). 
Es ist aber (vergl. Nr. 4) 2 (a -\- a') = 2n (wenn « die Kantenzahl der Fläche bedeutet) = 2K, da jede 
Polyederkaote zweimal auftritt. 2 (k -\- k') = Sn = 2X; denn durch Vertauschung der beiden Seiten jeder 
Fläche oder, was auf dasselbe hinauakonunt, durch die Schraffierung des andern Perimeterufera werden die 
einspringenden mit den ausspringenden Winkeln vertauscht. Endlich ist Sia -\- «') =^ 22m = AK (unter 
tn die Kantonzahl der Ecke verstanden), denn bei Vertausehnng der Innen- mit der Aussenseite des Polyeders 
werden sowohl dio Fläehenwinkel als auch die Kantenwinkel jeder Ecke durch ihre Ergänzung zu 2% ersetzt. 
Danach wird die obige Gleichung zu 2 ( J. -|- Ä') = SE' d. h. J.' = ^T — A. Es folgt aus dieser Eelation, 
dass man die Bestimmung von Innen- und Aussenseite des Polyeders (die betr. Färbung der Oberfläche) 
immer so treffen kann, dass die Art A den kleiaeren der möglichen Werte erhält. Wie also für ein ebenes 
Polygon stets a ^ -- gewählt werden kann, so für ein Polyeder A^—. Für solche Polyeder, die durch 
Vertauschung der beiden Seiten der Oberfläche gewissermassen in sieh selbst übergehen, indem zu jeder 
Plächenzelle des Koeffizienten -)- fp jeder Grenzfläche eine ihr (absolut genommen) kongruente mit dem 
Koeffizienten — qi existiert, ist demnach .4 = --.^) Aus der eben beschriebenen Beschaffenheit der Gfrenz- 
flächen folgt aber, dass die gesamte Oberfläche eines solchen Polyeders NuU ist. Dann ist aber auch sein 
Inhalt Null. Nichtsdestoweniger sind solche Polyeder zweiseitig, erfüllen also das Möbiussche Kantengesetz. 
Es sollen nun die noch zu beschreibenden zugleich gleicheckigen und gleichflächigen nicht-konvexen Polyeder 
in zwei Abteilungen geordnet werden. Für die der ersten Abteilung sei J. < — , für die der zweiten Ab- 
teilung, deren Oberfläche und Inhalt Null ist, A =^ -■-. 

161. Nicht -konvexe zugleich gleicheckige Hud, gleichflSchige Polyed<>p der ersten Abteilung. Die 

Methode der Bestimmung nicht konvexer zugleich gleicheckiger und gleicIifläcLigpr Vielflache ist ihrem 
Wesen nach dieselbe wie die zur Bestimmung der konvexen Vielflache dieser Beschaffenheit von Ecken und 
Flächen dienende. Der innere Kern eines solchen nicht-konvexen Polyeders ist wiederum ein gleichflächiges, 
die äussere HüUe ein gleicheckigcs Polyeder erster Art. Danach ergeben sich die beiden Konstruktionen: 
entweder aus der äusseren Hülle oder dem inneren Kerne, d. h. durch Betrachtung der voUatändigen Figuren 
der Ebenen der gleichflächigen Polyeder erster Art. Die auf einerlei Kreise um den Mittelpunkt der Zeichen- 
ebene liegenden Punkte, die durch ihre Verbindungslinien, d. b. Spuren der übrigen Ebenen, ein kontinuier- 
liches Polygon ergeben, dessen Kanten nicht sämtlich dem Mittelpunkt ihre Aussenseite zukehren, bilden die 
Ecken der Grenzfläche eiues der verlangten nicht-konvexen Polyeder. Häufig, aber nicht notwendig, ist ein 
Teil der Innenwinkel der Grenzfläche überstumpf Durch Betrachtung der vollständigen Figuren der gleich- 
flächigen Polyeder erster Art haben sich vier solche nicbt-konvejre Polyeder höherer Art ergeben, für welche 
A < -- ist^); die beiden ersten gehören der ersten Ordnung, die übrigen der zweiten Ordnung der aweiten 
Hauptklasse an. 

1) Das 8-d-echige 34'Flach der 18. Art, Fig. 11 Taf. XI. Das innere gleichflächige Polyeder erster 
Art ist die Archimedeische Varietät des (6 -|- 8 -f- 12)-eckigen 24-Flache8 (des Deltoidikositetraeders), die äussere 
gleicheckige Hülle die Archimedeische Varietät des (6 -\- 8)-flächigen 8 . 3-Ecks. Die 24 kongruenten Grenz- 
flächen sind symmetrische konvexe Fünfecke der zweiten Art, von deren 2 + 2 -j- 1 Kanten die senkrecht 

t) Dio ebenen Poljgone die ihnen entsprechen sind eolche, die durcli Schraffierung des andern Perimeterufers mit 
sich seihst identisch bleihen, wie z. B das üb erschlagene Viereck oder das Sechseck VI^ „ Taf. I mit 7 Doppelpunkten. 

2) Hess, Marbnrger Berichte 1877 Ni-, 1. 
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161. Kieht-konvexe zugleieli gleiclieckige a. gleicLflächige Polyeder der 1. Abteilung und 162, der 2. Abteilung, 215 

zur Symmetrielinie der Flächen Hegende Kante dem Mittelpunkt des Polygons ikre Aussenseite zuwendet.^) 
Die unter sieh kongruenten Ecken sind symmetrisch fünfflächig der zweiten Art mit 2 + 2+1 ebenen und 
2 + 2+1 Flächenwinkeln, von denen der letzte, der am der fünften eben erwähnten Kante der Grenzfläche 
liegt, üherstumpf ist. 

3) Das 24'ecMge 8 - B-Flack der 18. Art ist polar zu dem Torigen, wonach sich innerer Kern und 
äussere Hülle ergieht. Die Grenzfläehe ist ein symmetrisches, nicht-honyexes Fünfeck der zweiten Ärt^) mit 
zwei überstumpfen Winkeln und einer dem Mittelpunkte des Polygons die Aussenseite zuwendenden Kante. 
Die positive Zelle des Fünfecks ist ein Deltoid, die negative Zelle ein gleichschenkliges Dreieck. Die vier- 
undzwanzig kongruenten fünfflächigen Ecken besitzen 2 + 2+1 ebene Winkel, von denen 2 + 2 aus- 
springend, und 2 + 2 + 1 PMchenwinkel, von denen 2 + 1 ausapringend, dagegen zwei einspringend sind. 
Die Art a dieser Ecken ist 4. 

3) Das 12-eckige 12-FlacJt der 18. Art. Dieses autopolare Vielflach zeigt Pig. 7 Taf. 15.") Die 
äussere HüUe ist das Ikosaeder, der innere Kern das Dodekaeder. Die vollständige Figur der Ebenen des 
Dodekaeders Pig. 16 Taf. U zeigt die Grenzfläche dieses Polyeders, die aus sämtlichen die Punkte 2 unter 
einander verbindenden Kanten gebildet wird. Es ist ein (5 + 5)-kantiges gleicheckiges Zehneck der vierten 
Art, in welchem je zwei Ecken zusammenfallen.*) Die innerste Zelle hat den Koeffizienten — 1, die an sie 
grenzenden dreieckigen Zellen den Koeffizienten Null (sind also Löcher in der Pläche), die äusseren drei- 
eckigen Zellen den Koeffizienten + 1. Von den zehn Kanten wenden die fünf, für sich ein Sternfünfeck 
bildenden, dem Mittelpunkte die Aussenseite zu. Aus der Beschaffenheit der Grenzfläche ergieht sich, dass der 
innere dodekaedrische Kern des Polyeders seinem Centrum die Aussenseite zukehrt. Die zwölf Ecken sind 
(5 + 5)-kantige der vierten Art, deren zehn ebene Winkel gleich sind. Die F^chenwinkel sind abwechselnd 
ein- imd ausspringend. Je zwei Flächen einer Ecke liegen in einer Ebene.*) Die auf den Seitenflächen des 
inneren Dodekaeders aufsitzenden regulär -fünf seifigen Pyramiden haben den Koeffizienten Null, sind also 
Höhlungen des Gesamtpolyeders. 

4) Das 20-ediige äO-Flach d&r 10. Art, Pig. 26 Taf. VIII, ist ebenfalls autopolar. Der innerste Kern 
dieses bereits in Nr. 153 angeführten Polyeders ist das Ikosaeder, die äussere HüUe das Dodekaeder. Von 
den vier Zellen der (3 + 3)-kantigen Grenzfläche zweiter Art sind die drei äusseren positiv, die innere 
negativ, so dass das Ikosaeder seinem Centrum die Aussenseite zuwendet. Die Ecken sind (3 + 3)-kantig 
der zweiten Art; die sechs ebenen Winkel sind gleich, die Flächenwinkel abwechselnd ein- und ausspringend. 
Auch hier haben die dreiseitigen auf den Flächen des Ikosaeders aufsitzenden Pyramiden, deren Spitzen in den 
Ecken des Polyeders liegen, den Koeffizienten NuU. 

162. Kicht-konvexe zngleieh gleieheckige and gleicMäcliige Polyeder der zweiten Abteilung. Diese 
in Nr. 160 im allgemeinen charakterisierten Vielflache gehören teüs der ersten Haupt- 
klasse nach der früheren Bezeichnung an (die Stephanoide), teüs den beiden Ordnungen ^ ^^.-—"' ~'~^^^ 

der zweiten Hauptklasse. — Verbindet man je zwei aufeinanderfolgende Ecken einer %"•■- ''^t^ 

der beiden Deokfläehen eines geraden w-seitigen Prismas mit den beiden, den senk- ||\l ' / ¥\ 

recht über ihnen in der andern Deckfläche liegenden benachbarten Ecken, wie es i | \ jT / i 

Pig. 110 andeutet, so entstehen 2w überschlagene Vierecke der zweiten Art mit je | I |\ ' /\ / \ 

zwei (absolut genommen) kongruenten dreikantigen Zellen der Koefflzienten + 1 und i \\^^^_Ji l I 

— 1. Von den vier Kanten eines solchen Vierecks kehren zwei (z. B. DC und CD \ l| / \ |l \ 

in Pig. 110) dem Mittelpunkte die Aussenseite zu. Die 2« Vierecke bilden die zu- '-^^ Si-''' 

sammenhäugende Oberfläche eines nicht- konvexen Polyeders, dessen 2n Ecken über- -^ ^ 

sehlagene vierkantige der vierten Art sind. Von den 2 + 2 ebenen, wie von den *' 

1) Der Mittelpunkt dieses Stemfünfecks liegt alao in einer der fünf äusseren dreikantigen Zellen. 

2) Isoraorpli mit der ersten Figur V, , g auf Taf. I. 

3) Es ist also nach aeiueta äusseren Ansehen identisch mit dem 12-flächigen Steni-I2-Eck. 

4) Aus Fig. 16 Taf. I durch. ZusammenfaUen der Punkte 1 und 1', 3 und 2' u. s. w. au erhalten. 

5) Der Ephärische Schnitt der Ecke iat ein Sternfünfeok ohne die fünf den innem Eem hegrenzenden Strecken. 



y Google 



216 F. Die liesonderen Vielflache höherer Art, 

2 -J~ 2 Fläclienwinteln sind je zwei aus-, je zwei einspringend. Die äussere Hülle dieses zugleich gleicli- 
eckigen und gleichflächigen autopolaren Polyeders ist das w-soitige Prisma, aus dem es konstruiert wurde; 
der innerste Kern ist eine gerade Doppelpyramide über 2n-ec]ciger regulärer Basis, deren Koeffizient, 
wie der mehrerer auliegenden Zellen NuU ist, so dass im Innern des Polyeders eine Höhlung erseheint, wo- 
durch das gesamte Gebilde eine fcronenförmige Gestalt erhält. Diese Gruppe Ton Polyedern, für m = Ö, 6 , 

wurde danach als die der Stephanoide der ersten Orämmg bezeichnet. Flg. 24 Taf. VIII zeigt ein solches 

Stephanoid für m = 5.*) Die Stephanoide der zweiten Ordnimg werden in ähnlicher Weise aus den kron- 

randigen (2 -|- 2w)-flächigen 2«-Eeken als äusseren Hüllen konstruiert, wie die erste Ordnung aus den Prismen. 

Verbindet mau je zwei Ecken der beiden Deckflächen eines solchen tronrandigen 2^^-Ecks^ wie es Fig. 111 

andeutet (zwei benachbarte Ecken einer Deckfläche mit zwei durch eine Ecke ge- 

,• -.^ trennten Ecken der andern), zu einem üb erschlagenen Viereck, so bilden die 2w Vier- 

-®£^ , ^ , '^r^ ecke die zusammenhängende Oberfläche eines zugleich gleicheckigen und gleich- 

]^, -^-f"' -f i\ flächigen nicht- konyesen Polyeders (m = 4, 5, 6 . . , .), dessen Ecken ebensolche wie 

1 1 >v 't^''^ I' '^^e ^^^ Polyeder der vorigen Gruppe sind. Der innerste Kern, ein (2 -j- 2«)-eckiges 

' \ ^w* ' -i l i 2«-Flacb, besitzt den Koeffizienten Null, fäUt also heraus. Fig. 4 Taf. VIII zeigt 

' I /^?V ^ I ,' fi^ *i ^= 5 ein solches Stephanoid der zweiten Ordnung. Die es bildenden raum- 

'\\^ \^ h'' liehen Zellen sind zehn tetraedrische, deren längste Kanten die Kronenkanten des 

'^ -3* äusseren Hüüpolyeders sind, und Ton denen jede mit der Torhergehenden und 

Fig. 111, folgenden nur ^ngs einer Strecke zusammenstösst. Diese zehn Zellen haben ab- 

wechselnd die Koeffizienten -)- 1 und — 1, und erscheinen, wenn man das Modell 
auf einer Seite färbt, aussen abwechselnd gefärht und nicht gefärbt. Es ergiebt sich auch hierdurch sofort, 
dass das Polyeder den Inhalt Null hat. Die Art jedes Stephanoides eines bestimmten n bestimmt sich nach 
der Hessschen Formel zu A^Ä' = 2n. — Aus der ersten Ordnung der zweiten Hauptklasse sind zwei nicht- 
konvexe Polyeder, der zweiten Abteilung zugehörig, anzuführen, die zu denen unter 1) und 2) in voriger 
Nummer besprochenen in gewisser Beziehung stehen. Das 8 ■ S-eckige 34-Flack der 36. Art besitzt dieselben 
Ecken, nämlich die eines (6 -)- 8)-fiächigen 8 - 3-Ecks, und die Ebenen derselben Flächen eines Deltoid- 
ikositetraeders, wie jenes unter t) beschriebene Polyeder. Die Grenzfläche ist aber ein Sechseck dritter 
Art, von dessen 2 -j- 2 -{- 2 Ecken zwei in einem Punkte zusammenfallen, so dass die fünf Punkte genau 
mit den fünf Eckpunkten der Grenzfläche des Körpers tj voriger Nummer übereinstimmen.^) Von den 
2 -]- 2 ■^- 2 Kanten kehren drei (je eine jeder Grösse) dem Mittelpunkt die Aussenseite zu. Es besitzt die 
innere Zelle, die ein Deltoid ist, den Koefflzienten Null. Von den vier dreieckigen Zellen sind je zwei ent- 
gegengesetzt gleich, ao dass die Oberfläche des ganzen Polygons Null ist. Auch die innerste Zelle des Polyeders 
besitzt diesen Koefflzienten, ist also eine Höhlung desselben. Die 8 ■ 3 kongruenten Ecken sind sechsflächig 
der sechsten Art; zwei von den 2 -J- 2 -|- 2 ebenen Winkeln liegen in einer Ebene und es sind, ebenso 
wie bei den 3 -|- 3 Flächen winkeln, je drei aus- und je drei einspringend. — Das diesem Körper polare 
Polyeder besitzt die Ecken und die Ebenen der Flächen des Polyeders 2) der vorigen Abteilung, und seine 
Grenzflächen und Ecken sind von derselben Gestaltung und Art wie die des eben beschriebenen Polyeders. 
— Aus der zweiten Ordnung der zweiten Hauptklasse sind fünf zugleich gleicheckige und gleiehflächige nicht- 
konvexe Polyeder der zweiten Abteilung beschrieben worden^), sämtlich von der Art A=' A' = 90, von denen 
sich je zwei polar entsprechen, wahrend das fünfte autopolar ist. Die Grenzflächen dieser Körper sind 
nicht-konvexe Sechsecke der dritten Art mit sieben Doppelpunkten. (Die letzte Fig. Vla,^ Taf. I) Über diese 
eigentümlichen Gebilde vergleiche man die Originalabhandlung von Hess. 

1) Das Modell ist umgelegt, Vergl. über die Stephanoide (die von Hess gefunden und mit diesem Namen bezeichnet 
wurden) ausser den Marb. Beriehten 1677 Nr, 1 S. 9 ancli Hess K S, 454, 

■2) Die Gestalt eines solclien Seohseoks dritter Art ergiebt sich aus der zweiten mit VIj,j bezeichneten Figur Taf, I 
(mit drei Doppelpunkten), wenn man die Ecken a und J? zum Zusammenfallen bringt. Diese Bete (a, b) enispricit dejjenigen 
Ecke der fünfeckigen Grenaflilche des Körpers 1) in, Nr. 161), die den kleinsten Innenwinkel hat, und an der körperlichen 
Ecke des Vielflaches der Kante mit dem uberstumpfen Elächenwinkel gegenüberliegt, 3) Marb, Berichte 1877 Nr, 1 S, 11 fF, 
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163. Ül)ep eine TtesoEdere ßrnppe eiuseitigep, gleicteckiger niid gleicliflächigep Polyeder. Es ist 

in den letzten Numniern an verschiedenen Stellen anf zugleich gleichectige «nd gleiehflächige einseitige 
Polyeder hingewiesen worden, deren ansführüehe Beschreihung und Darstellung im Modell ihrer Kompliziert- 
heit wegen unterblieben ist, Um aber noch einige Beispiele solcher Möbiusseher Polyeder, besonders polar 
zugeordneter, den in Nr. 55 und 67 besprochenen hinzuzufügen, seien drei gleicheckige und die ihnen rezi- 
proken gleichflächigen Polyeder, die sich leicht veranschaulichen lassen und überdies in interessantem Zu- 
sammenhange mit den beiden Hauptnetzen (und dem Netze des Hexakistetraeders) stehen, im folgenden 
genauer betrachtet, a) Man lege durch jede Kante einer dreieckigen Grenzfläche eines (4 -|- 4)-fläehigen 
4 ■ 3-Ecks (eines an den Ecken gerade abgestumpften Tetraeders) und die ihr parallele einer benachbarten 
dreieckigen Grenzfläche eine Ebene. Dies sehneidet zwei der Sechsecke in Geraden, welche mit jenen 
beiden Parallelkanten ein Eecbteck ergeben. Auf den Sechsecken erster Art des (4 -|- 4)-flächigen 4 . 3-Ecks 
werden dadurch überschlagene Sechsecke zweiter Art mit einer inneren und drei äusseren dreieckigen Zellen 
erzeugt, die im Verein mit jenen sechs Rechtecken (ohne die vier dreieckigen Grenzflächen des ursprüng- 
lichen Polyeders) die Oberfläche eines Polyeders bilden, das zwölf Überschlagene vierkantige Ecken, die wie 
die des (4 + 4)-flächigen 4-3-EckB liegen, besitzt und einseitig ist. Fig. 16 Taf. X stellt dieses Polyeder 
dar. Es ist gleicheckig, wegen der geschilderten Lage seiner Ecken. Nach seinen Flächen ist es die Kom- 
binationsgestalt eines Tetraeders [die (3 -j- 3)-ecke] und eines Hexaeders [die sechs Rechtecke], Von den 
F^chenwinkeln jeder Ecke sind je zwei, einander gleiche, auaspringend und je zwei, einander gleiche und die 
ersteren zu 2« ergänzende, einspringend. Von der Einseitigkeit des Gebildes Überzeugt man sich leicht, 
wenn man die Oberfläche zu färben, versucht. — - Das polare, natürlich ebenfalls einseitige Polyeder, wird er- 
halten, wenn man die zwölf gleichen Grenzflächen eines Triakistetraeders (Pyramidentetraeders) so erweitert, 
dass je vier in Beziehung auf eine der sechs Tetraederkanten gleichartig hegende Flächen, die aber dui-ch 
die beiden in diesen Tetraeder kanten sich seitenden Dreiecke von einander getrennt sind, sich in einem Punkte 
schneiden. Diese Punkte, die wie die Ecken eines Oktaeders liegen, sind vierkantige Ecken erster Art des 
entstehenden Polyeders; an Stelle der sechskantigen Ecken erster Art des Triakistetraeders treten sechskantige 
Ecken zweiter Art des neuen Polyeders mit abwechselnd ein- und ansspringenden Flächenwinkeln. Die zwölf 
gleichen Grenzflächen sind kongniente, überschlagene Vierecke. Die Doppelpunkte je drei dieser Vierecke 
fallen in den dreikantigen Ecken des ursprünglichen Triakistetraeders zusammen, die keine Ecken, sondern 
Knotenpunkte des erhaltenen Vielflaches sind^), 6) Aus dem (6 + 8)-flächigen 8 , 3-Eck (dem an den Ecken 
gerade abgestumpften Hexaeder) konstruiert man auf analoge Weise wie vorhin aus dem (4 + 4)-fläehigen 
4 ■ 3-Eck das in Fig. 10 Taf. IX dargestellte einseitige Polyeder, Seine äussere HüUe ist das ebengenannte 
gleicheckige Polyeder; nach den Flächen ist es die Kombinationsgestalt eines Hexaeders (diesem geboren 
die sechs (4 -f- 4)-kantigen Achtecke an) und eines Ehombendodekaeders (dem die zwölf rechteckigen Grenz- 
flächen des Polyeders zugehören). ^) Die Ecken sind von derselben Beschaffenheit wie die des zuerstbeschriebenen 
einseitigen Vielflaches. Das reziproke Polyeder zeigt Fig. 29 Taf. VIII. Man erhält es durch derartige Er- 
weiterung der vierundzwanzig Flächen eines Triakisoktaeders, dass je vier in Beziehung auf eine der zwölf 
Oktaederkanten gleichartig hegende Flächen sich in einem Punkte schneiden. Die Ecken des Polyeders sind 
die so entstehenden zwölf Punkte, die Ecken eines Kubooktaedei^ und sechs (4 -j- 4)-kantige, mit abwechselnd 
aus- und einspringenden Flächenwinkeln, die wie solche eines Oktaeders liegen. Die Grenzflächen sind 8 ■ 3 
überschlagene Vierecke; je drei solche haben ihren Doppelpunkt gemeinsam in einer dreikantigen Ecke 
des ursprünglichen Triakisoktaeders, die aber nur Knotenpunkt des Polyeders ist. c) Die den Konstruktionen 
in a) und fe) entsprechenden sind nun schliesslich an dem (12 -j- 20)-flächigen 20.3-Eck und dem ihm 
polaren Triakisikosaeder zu wiederholen. Das durch die erste Konstruktion zu erhaltende einseitige gleich- 
eckige Polyeder ist nach seinen Flächen die Kombination eines Dodekaeders und Khombentriatontaeders; die 

1) Die Anordnung tou drei solchen Vierecken ist dieselbe wie die der drei überschlagenen Vierecke in Fig. 54 des Textes 
(in Nr, 67) um den PunM M herum. 

2) Die dreieckigen Grenzfiächen des Hüllpolyeders sind auch hier zu tilgen. 
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Ecken des zweiten, gleichfiächigen Polyeders sind die eines Ikosaeders und Triakontagons, während die von 
den gemeinsamen Doppelpankten dreier üb erschlagenen Vierecke gebildeten Knotenpunkte wie die dreikantigen 
Ecken des ursprünglichen Triakisikoaaeders liegen. Projiziert man die gleicliflächigen Polyeder i) und c) auf 
eine um ihren Mittelpunkt beschriebene Kugel, so bilden die Projektionen der Kanten gerade das erste und 
zweite Hauptnetz. ^) Ea sei nur die Projektion des Polyeders i) mit RUcksickt auf Fig. 14 Taf II weiter 
betrachtet. Die Punkte A entsprechen den (4 -f" 4)-kantigen, die Punkte H den vierkantigen Ecken des 
Polyeders, Die Punkte C sind die Projektionen der lüiotenpunkte, durch die je drei Flächen des Polyeders 
gehen. Um den Punkt C^ z. B. liegen die drei üb erschlagenen Vierecke Äj^S^A^S^, 'B^A^S^A^ und A^B^Aj^B,^. 
Färbt man von diesen drei Vierecken die Zellen A^^B^C^, B^A^C^ und A^B^G^ auf der Oberseite der 
Zeichnung, so sind die drei übrigen ZeUen auf der Unterseite zu färben, und es findet längs der Kante A^B^ 
ein Zusammenhang der Aussenseite und Innenseite des Netzes und des Polyeders statt. Das Grleiche würde für 
jede der beiden andern durch C^ gehenden Kanten gelten, wenn man mit den drei auf demselben Ufer be- 
findlichen dreieckigen ZeUen die Färbung begönne. Man gelangt also, wenn man um den Punkt C^ herum- 
geht und die zusammenhängende Aussenseite des Polyeders färbt, dazu, sämtliche dreieckige Zellen beiderseits 
zu färben, was eben anzeigt, dass ein einseitiges Polyeder vorliegt.^) Es sei schliesslich noch darauf hin- 
gewiesen, dass die drei beschriebenen gleicheckigen Polyeder in einer gewissen Beziehung zu dem. in Nr. 55 
erläuterten, aus dem Oktaeder konstruierten, stehen. Legt man z. B. durch drei benachbarte Doppel- 
punkte von drei sechseckigen Grenzflächen des ersten dieser Polyeder eine Ebene, so schneidet diese (wenn 
man die dreikantige Schnittfläche zufügt) von dem Polyeder gerade das Vielflach Fig. 46 (in Nr. 53) ab. Es 
erscheint also umgekehrt das jetzt besprochene Polyeder, wenn man auf die vier, den Ebenen desselben 
Tetraeders zugehörenden, dreieckigen Grenzflächen eines (4 + 4 -(- 6)-flächigen Zwölfecks je eines dieser ein- 
seitigen Polyeder Fig. 46 mit einem, jenem kongruenten, Dreiecke aufsetzt und dieses Dreieck dann getilgt 
denkt. Ebenso iässt sich das gleicheokige Polyeder h) aus dem (6 + 8 + 12)-flächigen Vierundzwanzigeck 
durch Ansetzen von acht jenem Polyeder Fig. 46 isomorphen erhalten u. s. w.') 



Anhang I. C. Jordans Eint«ilnng der Eukrschen Polyeder nach ikrer Symmetrie. Es sollen hier, 

wie in der Anmerkung 2 S. 161 au Nr. 122 angezeigt ist, die neun Klassen, in welche C. Jordan die Polyeder 
nach ihrer Symmetrie teilt, "kurz zusaromengestellt werden, nachdem noch einige Definitionen vorausgeschickt sind. 
Einem in dem Eudpirnkt M einer Kante MN eines Polyeders auf seiner Aussenfläche stehenden Beobachter bietet 
die Oberfläche des Vielflaclies eine bestimmte Anordnung der Flächen, Kanten und Ecken dar, die von Jordan 
als eine Ansicht (aspect) des Polyeders bezeichnet wird.*) Die kurze Bezeichnung hierfür ist: Ansicht ilf, MJV. Ist 
ft die Anzahl der Kanten, so hat also das Polyeder im allgemeinen 2k verschiedene solche Ansichten (aspeets direets); 
hat es gleiche Ansichten, von denen die imter einander ühereiastiromenden je nur für eine gezählt werden, so ist 



1) Die Projektion des gleichflächigen Polyeders a) ergieht das Hexakistetraedemetz. 

2) Die beiden unter o) beschriebenen Polyeder giebt Hess an, Marb. Berichte 1879 Nr. 1. Diesen fügt C. Reinhardt 
die Polyeder h) und c) hinzu, in dem Aulsatze „Zu Möbius' Polyedertheorie". Ber. der math. phys. Klasse der Kgl. sächs. 
Gesellsch. d. Wissenach, 1885, S. 106, wo sich die ausführlichere Betrachtung dieser und noch einiger anderer einseitiger 
Polyeder findet. Eine Eusammenhängende Theorie der einseitigen Yielflache im Anschluaae und ala Weiterbildung von 
Möbius' Polyederlehre giebt das Progr. desselben Verfassers (Meissen 1890); „Einleitung in die Theorie der Polyeder". Hier 
finden sich auch weitere Beispiele einseitiger Polyeder, Das zu dem dort beschriebenen Polyeder 6) S, 15 reziproke ist in 
Fig. 38 unsrer Taf. I dargestellt. Es besitzt zu Grenzflächen drei überschlagene Vierecke (deren gegenüberliegende parallele 
Kanten die drei Seitenkanten eines dreiseitigen Prismas sind) und drei nicht-konvexe Vierecke zweiter Art. Von den sieben 
Ecken sind je drei, die wie die Ecken einer Deckfläche jenes Prismas liegen, drei- bez. vierkantig; die siebente (in dem um- 
gekippten Modell in der Mitte sichtbare) besitzt drei Kanten, Ton denen je zwei die den einspringenden Winkel eines nichU 
konvesen Vierecks bildenden sind. Jedes dieser Vierecke wird Ton den beiden andern in einer Geraden geschnitten, die 
durch diese Ecke und einen Doppelpunkt eines der drei üb erschlagenen Vierecke geht, aber keine Kante des Polyeders ist. 

3) VergJ. Reinhardt a, a. 0. 8, 121. 

i) L'aspect du polyödre relativement ä l'arSte MN et au sommei M. 
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dann die Zahl der noch versehiedenen Ansichten ein Divisor von 2Ä.^) Es ergehen sich 3fc entgegengesetzte Ansichten 
(aspects retrogrades), wenn der Beohachter auf der Innenseite des Polyeders stehend angenommen wird. Sind ge- 
wisse der 4it Ansichten identisch, so spricht man von ^mmdrie des Polyeders („welche verschieden ist von dem, 
was gewöhnlich so genannt wird").^) Jede zusammenhängende Kantenfolge auf einem Vielflach bezeichnet Jordan 
als Linie^), deren LSsge die Äm(M ihrer Kanten ist. Linien geringster Kantenaahl zwischen zwei Ecken des Viel- 
Saches heissen geodäüsdie Lmim;*) jeder Teil einer solchen ist selbst eine geodätische Linie. Zwei Polyeder heissen 
bei Jordan ähnlich (pareit) [nach unsrer Bezeichnung isomorpfi], wenn sie hei beliebiger Wahl einer ersten Kante MN 
und eiaer ersten Ecke .M" gleiche Ansichten bieten;'') entsprechende Flächen, Kanten und Ecken heissen homolog. 
Sind hei einem Polyeder die (direkten) Ansichten M,MN und N,NM gleich, so sagt mau, es besitzt Symmetrie 
der Wendung.^) Sind die Ansichten S,SÄ; S,SB; 8,8C;.... gleich, so besitzt das Polyeder Sjimmetrie der 
Drehnmg''') (Rotatioussymmetrie) um die Ecke S, deren Ordnung durch die Anzahl m der von S ausgehenden Kanten 
bestimmt ist. Ecken und Flächen des Polyeders heissen seilte Elemente, zu denen die Kanten nicht gehören.*) Bei 
der Symmetrie der Drehung kann das Element S sowohl eine Ecke als eine Fläche sein. Stimmt eine direkte An- 
sicht mit einer entgegengesetzten Ansicht überein, so beissen zwei sich dabei entsprechende Elemente (oder Kanten) 
y und c mvers zu einander. Ein Element (oder Kante) c ist also invers einem andern y, wenn sieh zwei Ansichten 
finden lassen, die eine direkt, die andre entgegengesetzt, dass c an Steile von y tritt und umgekehrt. Hiernach 
leuchtet ein, was es heisst, c ist sich selbst invers. Die neun Klassen C, Jordans mit ihren Unterklassen sind nun 
die folgenden. 

1. Klasse: Unsymmelrisdie Polyeder (vergl Borchardts Journal, Bd. 68, S. 313 u. 347). 

3. Klasse: Poh/eäer mit Symmetrie der Drdiwig.^) Sie besitzen zwei diametrale (extreme) Elemente S und T; 
alle andern Elemente und alle Kanten sind eine bestimmte Zahl (»w-)mal wiederholt, m zwischen den extremen 
Elementen gezogene, isomorphe, geodätische Linien (in den extremen Elementen, falls es Flächen sind, Verbindungs- 
linien der Ecken mit dem Mittelpunkte), die sich nicht trefFen, ausser in den extremen Elementen, teilen das Polyeder 
In m isomorphe Kegionen. Dabei sind drei Fälle zu unterscheiden.^**) Jedes der Elemente 8 und T ist nur invers 
zu sich selbst; dann lassen sich nur die m meridianen, in S und T zusammenstossenden, Zonen angeben. Oder 
aber 8 ist Invers zu T und umgekehrt, und es existieren zu sich selbst inverse Elemente oder Kanten, die eine um 
das Polyeder verlaufende aequatoreale Zone bilden. Oder endlich, S ist invers zu T, aber es existiert weiter kein 
inverses Element oder Kante; m geziemend zwischen 8 und T gezogene geodätische Linien i, ij, . . . im— i 
die Oberfläche des Polyeders in m ähnliche (isomorphe) „Spindeln"^^), jede in zwei zu einander inverse 1 
durch die zu L, Li, , , . im— i Inversen Linien A, Ai, . . . Am—i geteilt. — Ist speziell m ^ 2, so kann eines der 
extremen Elemente oder beide durch Kanten ersetzt sein. Dies ergiebt die beiden folgenden Klassen. 

5. Klasse: Polyeder mit Symmetrie der Drefmng wnd Wmdmig.^^) Von dem einzigen Drehungselemente 
gehen zwei meridiane Zonen aus, die sich längs der Wendekante kreuzen; die eine von Ihnen ist trarisversa!, die 
andre longitudlnal in Bezug auf diese Kante. 

4. Klasse: Poh^eder imt Symmetrie der Wendung.''-^') Auch hier sind drei Fälle zu untersclieiden. Es ist 
erstens jede der Kanten S und T sich selbst invers. Es existieren dann nur zwei, sich längs der beiden Kanten 
kreuzende, meridiane Zonen Z und Z\ die die OberSäche des Polyeders in vier Eegionen teilen. Dabei ist ent- 
weder Z transversal zu 8 und T, Z' longitudinal zu beiden, oder es sind sowohl Z als Z' transversal au 8 und 
longitudinal zu T. Im zweiten und dritten Falle ist S invers zu T und umgekehrt. Im zweiten Falle glebt es au 
sich selbst inverse Elemente oder Kanten, die eine um das Polyeder verlaufende aequatoreale Zone bilden. Der 
dritte Fall, bei dem die inversen weiteren Elemente u. s. w. wegfallen, entspricht dem dritten Falle der 
zweiten Klasse. 

5. Klasse: Polyeder mit Sywmetrie der Drehung mid JJmkehrimg.^^) Diese Körper bieten dar: a) zwei 
isomorphe Elemente 8, T, einzig in ihrer Art und ausgestattet mit m-facher Symmetrie der Drehung, wobei m eine 
beliebige ganze Zahl ist; &) zwei andre Elementensysteme oder Kantensysteme, jedes zusammengesetzt, sei es aus 



1) Borchardts Journal Bd. 66, 8. 28. 

2) Hiemach heiset also ein Polyeder auch noch symmetrisch, wenn es nur isomorph ist mit einem symmetrischen 
är nach der gewöhnlichen Definition, S) Llgne tracöe sur la eurface d'un polyödre, 

4) Lignes göodösiqueB. 6) Von metrischen Beziehungen ist also dabei völlig abzusehen. 

G) Sjmötrie de retoumement. 7) Symötrie de rotation. 

8) Ecken und Flächen sind mit Eüeksicht auf die Reziprozifät gleichwertig. 

9) Polyfedres ByrnötriqueB par rotation. Borchardts Joum, Bd. 68, S, 315 u, S. 347. 
10) Borchardts Jornn. Bd. GS, S. 347. 11) Fuseans. 

12) Poljödces symötriques par rotation et retoumement. Borchardts Journ. Bd, 68, S, 319 U, 348. 

13) Polyedres symötriques par retoumement. Ebenda S. 319 u. S. 348. 

14) Polyedres symetriques par rotation et renveraenient. Ebenda S. 320 u. S. 348. 
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nt Elementen mit hiniiei Eotations Symmetrie ocler m Kanten, ausgestattet mit Symmetrie der Wendung. Alle 
ander» Elemente odei Kanten sind 2»i-mat wiederholt. Jedes der Elemente S uüd T ist das inverse des andern. 
Es smd zwei Falle zu unteischeiden Die beiden Systeme binärer Eotations Symmetrie oder der Wandekanten siad 
eins das mveise des andern Es existieren m meridiane Zonen, welche die Oberfläche des Polyeders in 2m Regionen 
teilen, von denen jede eins dei genannten Elemente oder Kanten enthält. Oder zweitens: Jedes der Elemente oder 
Kanten ist weh selbst in\ers Es giebt m meridiane Zonen und eine aeijuatoreale Zone, die die Oberöäche des 
Polyedeis in im Eegionen teilen — In dem Spezialfall m = 2 können die extremen Elemente durch Kanten ersetzt 
sein "^md auch die beiden indem eiwähnten Systeme solche von Kanten mit Wendesymmetrie, so ergeben sich die 
Polyeder der nächsten Klasse. 

6. Klasse: Polyeder mU Symmetrie der Wenämtg unä Umhehrmiff.'-) Die mit dieser Symmetrie ausgestatteten 
Körper sind mit sich selbst unter vier verschiedenen Ansichten ähnlich (isomorph). Es sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden. Im ersten Falle ist ein einziges der drei Systeme von Wendekanten sich selbst invers. Es giebt zwei, 
längs der Kanten dieses Systems sich kreuzende, meridiane Zonen, die die Oberfläche des Polyeders in vier Eegionen 
teilen, von denen jede sich selbst unter zwei verschiedenen direkten Ansichten isomorph ist, Im zweiten PaÜe ist 
jedes der drei Wendekantensysfceme sich selbst invers. Es existieren drei Zonen, von deneu jede durch zwei der 
Systeme geht, welche die Oberfläche des Polyeders in acht Eegionen teilen. — Die drei noch folgenden Symmetrien 
sind aus den regulären Polyedern abgeleitet. Man nehme ein mit einem der regulären isomorphes Polyeder, ersetze 
erstens seine Kanten durch beliebige polygonale Linien oder allgemeiner durch „Spindeln" (fuseaux) d. h. polyedrische Zwei- 
ecke, die eine binäre Symmetrie der Wendung besitzen; ferner seine Flächen durch polyedrische Kaloirt^en, die eine 
Rotationssymmetrie besitzen, deren Ordnung gleich der Zahl der Kanten der EMche ist, wobei diese Kalotten sich 
auf einfache Punkte reduzieren können. Man erhält so die gesuchten Polyeder oder ihre polaren. 

7. Klasse: Polyeder mit tebraedrischer Spmne^ie.^) Die Körper dieser Klasse und ihre polaren können als 
aus zwei verschiedenen Tetraedern abgeleitet betrachtet werden, Sie besitzen zwei Systeme von Elementen dreifacher 
Eotationssymmetrie und ein System von Elementen oder Kanten zweifacher Eotations Symmetrie bez. Wendesymmetrie. 
Zwei Fälle können unterschieden werden. Im ersten Falle sind die beiden Systeme dreifacher Eotationssymmetrie 
eins dem andern invers und das binäre Elementen- oder Kantensystem ist sich selbst invers. Es existieren drei 
isomorphe Zonen, die sich zu je zwei in diesen Elementen oder Kanten schneiden und das Polyeder in acht Kegionen 
teilen, deren jede sich selbst isomorph nach drei verschiedenen direkten Ansichten ist. Im zweiten Falle sind alle 
genannten Elemente und Kanten sich selbst invers: Es giebt sechs unter sich isomorphe Zonen, die das Polyeder 
in vierundzwanzig Regionen teilen. 

8. Klasse: Polyeder mit hibooMaedrisdier Sym/metric.^) Diese Körper oder ihre polaren werden aus einem 
dem Würfel oder dem regulären Oktaeder isomorphen Korper abgeleitet. Sie besitzen ein sechsfaches und ein 
andres achtfaches Elementensystem von vier- bez. dreifacher Eotationssymmetrie und ein zwölffaches System von 
Elementen oder Kanten mit binärer Eotationssymmetrie bez. Wende Symmetrie. Alle diese Elemente oder Kanten 
sind sieh selbst invers. Es existieren drei und sechs je unter sich isomorphe Zonen, die das Polyeder in achtund- 
vierzig Regionen teilen. 

9. Klasse: Polyeder Ttnt ikosidodekaedriseher Symmelaie.^) Diese Körper und ihre polaren werden aus den 
dem regulären Ikosaeder oder Dodekaeder isomorphen Körpern abgeleitet. Sie besitzen ein zwölffaches und ein andres 
zwftnzigfaches Elementensystem fünf- bez. dreifacher Rotationssymmetrie und ein dreissigfaches System von Elementen 
oder Kanten binärer Eotationssymmetrie bez. Symmetrie der Wendung. Alle diese Elemente imd Kanten sind sich 
selbst invers. Es existiert ein einziges System fünfzehn isomorpher Zonen, die das Polyeder in einhundertundzwanzig 
Eegionen teilen.^) 

Allhaug II. Von des Ringpolyedern. Untersuchungen der Eigenschaften der Riugpolyeder, d. h. ge- 
schlossener polyedrisoher Flächen der Grundzahl 3, die durch zwei Querschnitte einfach zusammenhängend werden 
(vergl. "St. 46), liegen bisher nur wenige vor. Teils zog man Folgerungen aus der für diese Polyeder gültigen, dem 
Eulerschen Satze entsprechenden Formel (J. K. Becker), oder man konstruierte die möglichst einfachen Typen als 
Beispiele für Gebilde dieser Art (Möbius), oder man untersuchte schliesslich die Symmetrieeigenschaften (C. Jordan, 
Godt). Einige Bemerkungen nebst historischen Hinweisen mögen daher hier genügen. Zwischen den Zahlen f, Je, e der 
Flächen, Kanten und Ecken eines Eingpolyeders besteht nach früherem (vergl. Nr. 50) die Gleichung; f — ft-^e = 0. 
Dabei ist das Polyeder so definiert-, wie oben angegeben, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als geschlossene poly- 

1) PoIySdres symStric[uea par retoumement et renversemeut Borehardta Journ, Bd. 68, 8. 326 u. S. 348. 

2) Polyfedres a symetrie te'traödriciue Ebenda S 327 u S 349 

3) Polyfedres ä symetrie cubocta^dnque Ebenda S 335 u S 349 

4) Polyfedrea ä aymätrie icosidod^caödnque Ebenda & 337 u j41 

5) Die vorstehenden Bemerkungen smd z T wörtlich aus der Rekapitulation Borchardts Journ. Bd. S8 S, .546 ff. 
übertragen. 
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Anhang II. Von den Eingpoijedern. , 221 

edrische Eläehe, auf der sich zwei geschlo'iseiie, ^leh nicht schneidende Kantenaüge derart ziehen lassen, d^s die 
Oberfläche in zwei zweifach beiandete Fliichen dei Giundzah] w ^ 2 zerßlllt. Hierbei ist es gleichgültig, ob sich die 
Mäche selbst duichdimgt Bedeuten /; imd e, die Zahlen der i-kantigen Flächen und Ecken des Polyeders, so 
gelten, wip Imtht er'iichtlich, zunächst die folgenden Gleichungen'); 

1) / = /s + /* + /. + . ^ ->■, + «. + % + -. .; 

2) 27 = 3A + if, + 5/5 + , 2fc = 3«^ + 4^4 + 5% + ■ • ■ ■ 
Multiphzieit m^M die (jleiehung e-|-/'=l mit 2 und setzt 2& aus 2) ein, so kommt: 

I) 2e = f3-\- 24+ 3f^-{- ; 2f = e^ -{- 2e^-\- Se^ -\- . . . 

und durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich mit Berücksichtigung you l): 

n) % + fi = «6 + /i + 3 (e, + /,) + 3 (e, + f,) + . . . 
Multipliziert man eine Gleichung I) mit 2 und addiert dann wir andern, so erhält man: 

( 3^3 + 26* + % = 2/; + 4/-5 + 6/; + ■ ■ ■ ■ + ^7 + 2% + 3e, + . . . 

I 3/-3 + 2f^ + /-^ = Se^ + 4es + 6^6 + ....+ /i + 2f^ ~\. 3f, + . . . 
Aus I) folgt: Hat ein Eingpolyeder^) nur dreieckige FtSchen, so ist ihre Anzahl doppelt so gross wie die der Ecken; 
hat es nur dreikantige Ecken, so ist deren Anzahl das Doppelte dei- jPlächenzahl. Hat ein Kingpolyeder nur vier- 
kantige Ecken oder nur vierkantige Flächen, so ist die Eckenzahl der Piachenzahl gleich. Aus 13) ergiebt sich: 
Besitzt ein Eingpolyeder weder dreikantige Ecken noch dreikantige Flächen, so sind sämtliche Ecken und Flächen 
vierkantig. Als Beispiel hierffir giebt Becker ein Polyeder, das aus einer m-seitigen Doppelpyramide entsteht, 
die in der Richtung der Hauptachse von einem »w-seitigen Prisma so durchdrungen wird, dass die »» oberen, bez. 
unteren Ecken des Prismas auf den nach den Spitzen der Pyramiden verlaufenden Kanten liegen. Hier ist e = 3m, 
/■= 3m, h == 6m. — Aus III) schliesst man: Hat ein Eingpolyeder keine drei-, vier- und fünfkaatigen Ecken, so 
sind alle Ecken sechskantig, und alle Flächen sind Dreiecke; hat es keine drei-, vier- und fünfeckigen Flächen, so 
sind alle F^hen Sechsecke und alle Ecken dreikantig. Man übersieht leicht die reziproke Zuordnung der hin- 
geschriebenen Sätze. ^) Als Beispiel eines Polyeders mit nur dreieckigen Flächen (Trigonalpolyeder) und sechskantigen 
Ecken giebt Becker das folgende an. In drei parallelen Ebenen liegen die p-ecke A, B, C derart, dass die Pro- 
jektionen von A und C auf die Ebene des B innerhalb B verlaufen. Man konstruiere die Antiprismen [J, S\, 
[B, 0] und \C, Ä\ und tilge die Ebenen A, B und C. In jeder Ecke des entstandenen Eingpolyeders treffen sidi 
sechs Dreiecke, je drei zweier verschiedenen Antiprismen. — Ein Eingpolyeder, dessen Flächen ledigKch Sechsecke 
sind, erhalt man, indem man ein kronrandiges (2 -{• 2_^)-eckiges 2_^-Flach (Fig. 40^ Taf. VI; i* > 3) mit einem 
ß-seitigen Prisma derartig durchdringt, dass dessen Seitenkanten je ein zusammengehöriges Flächenpaar*) jenes 
Polyeders treffen; was vom 2jj-Flach nach Ausschneiden dieses (ohne Deckflächen gedachten) Prismas übrig bleibt, 
ist das verlangte Eingpolyeder. Die aus den Seitenflächen des ^-Flachs resultierenden Sechsecke besitzen je einen 
überstumpfen Winkel, wie auch bei dem vorher angeführten Polyeder die 2p Ecken der Polygone A und C nicht- 
konvex sind. — Sind alle Flächen eines Eingpolyeders gleichvielkantig, so sind nur die drei Fälle möglich, wonach 
, alle Flächen drei-, vier- oder secbskantig und aUe Ecken dann sechs-, vier- oder dreikantig sind. — Bin Eing- 
polyeder kann keine sieben- und mehrkantigen Ecken und Flächen haben, ohne auch solche mit weniger als sechs 
Kanten au besitzen, wie aus III) folgt. Soweit die Bemerkungen von Becker, denn der Rest bezieht sich auf sein 
oft genanntes Theorem über dje Zahl der Dreiecke, in die sieh die Polyederoberfläche zerlegen lässt, und auf 
Polyeder von höherer Grundzahl als «^3, Untersuchungen, die nur fragwürdige Kesultate ergeben.^) 

Mehrere Beispiele interessanter Eingpolyeder giebt Möbius. Das einfachste Trigonalpolyeder entsteht nach 
ihm*) dadurch, dass man durch je vier cyklisch nächstfolgende aus einer Eeihe von sieben Punkten A,B,0,D,E,F,G 
sieben Tetraeder AB CD, BCBE, CDÜF, BEFQ, EFGA, FGAB, dB C konstruiert, deren jedes mit einem 
jeden benachbarten eine Fläche gemein hat. Nach Tilgung dieser gemeinsamen Flächen ergeben dann die übrigen 
{ABB, BGA, BCE, EBB, GBF, FEG, BEG, GFB, BFA, AGE, FG3, BAF, GAG, CBG) ein ge- 
schlossenes Polyeder; denn jede Kante eines jeden dieser vierzehn Dreiecke ist zugleich eine Kante eines und nur 
eines der übrigen. — Zerschneidet man die Oberfläche längs der Kantenzüge BFFB und GBGC, so zerfällt sie 



1) J. K. Becker, Übei- Polyeder, Ztachr. f. Matt, u. Phys. v. Sotlömilch, 14 Jahrg. 1869, 8. 65 ff. 

2) Streng genommen gelten die obigen Gleichungen auch hier wieder zunächst für Lineartoafignrationen auf der 
Eingfläche, und es bleibt noch ku entscheiden, ob sich ihre Lösungen als von ebenen Flächen begrenzte Polyeder konstruieren 
Jassen. Vergl. die Bemerkungen in Nr. 69. 

3) Alle Ringpolyeder mit nur vierkantigen Flächen sind in diesem Sinne reziprok. 

4) Je zwei KachbarMchen des Kronrandes. 5) a. a. 0. S. 76 ff. 

6} MöbiuB, Ges. Werke, Bd. n, S. 562. Vergl. auch C. Reinhardt, Zn Möbiue' Poljedertheorie. 1886. a.a.O. S. 122. 
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222 F. Die besonderen Vielflache höherer Art. 

ic die beiden durch diese zwei Züge beraadeten zweifach zusammenhäEgendeii Flächen, die in Fig. 112 und Fig. 113 
sohematiscb dargestellt sind. Zersühneidefc man aber das ursprüngliclie Polyeder längs des Zuges FCAF und dann 
längs des Querscknittes FBEF, so entsteht eine einfach berasdete Fiäcbe, auf deren Eande sämtliche Ecken des 
Polyeders ausser & und I> sich befinden. — Ebenso wie durch Zusa,mmensetauiig von Tetraedern lassen sieb durch 
Aneinanderreihung von mindestens drei (im allgemeinen natürlich nicht regulären) Oktaedern, von denen jedes in 
zweien seiner GegenflSchen an die benachbarten Oktaeder grenzt, ringförmige Trigonalpolyeder hei-stellen. ^) 

Es ist nun schliesslich noch kurz auf mehrere Arbeiten hinzuweisen, die Untersuchungen über die Symmetrie 
der Ringpolyeder enthalten. Das Problem, die symmetrischen Kicbt-Eul ersehen Polyeder der Gnmdzahl »j = 3 zu 
bestimmen, wurde zuerst von C. Jordan in Angriff genommen und ge- 
jp -p löst^), wenn er auch einige Fälle, „die freilich, der einfachen Anschauung 

zunächst nicht einleuchten wollen"^), übersehen hat. Eine erneute und 
erschöpfende Behandlung erfuhr das Problem durch Godt in dem eben 
imten zitierten Programm. Es ist allerdings sehr wesenÜich, s 
dass Uodt unter „Polyeder" hier nur ein auf einer beliebigen g 
(R ng-) Fläche vorhandenes Liniennetz versieht, derart, dass die Fläche, wenn 
man sie längs aller dieser Linien zerschnitte, in lauter einfach zusammen- 
hängende Stücke zerfallen würde. Es handelt sich also bei ihm auch 
für die Eingpolyeder nur darum, solche Linearkonfigurationen aufzusuchen, 
welche der Jordanschen Definition der Symmetrie genügen, ohne dass 
Big. iia. Fig. 113, weiter untersucht würde, ob sich entsprechende von ebenen Vielecken 

begrenzte Gebilde konstruieren lassen. Die Methode der Ableitung der 
möglichen Symmetriearten ist eine völlig von der Jordansehen abweichende und beruht auf der Anwendung der Sub- 
stitutionentheorie*), worauf wir hier nicht eingehen wollen. Die von Godt erhaltenen Linearsysteme auf der Bing- 
fläebe lassen sich auch durch die folgenden Überlegungen finden. Irgend ein Parallelogramm AB CD (das speziell 
ein Rechteck sein kann) lässt sich stets einfach auf die Ringfläche abbilden. Man denke sich das Parallelogramm 
als dehnbare Membran, hefte die Kante AB an die Kante DO, wodurch eine Röhre entsteht, und vereinige deren 
Öffnungen, so dass der Punkt (A, D) mit dem Punkte {B, C) zusammeniUllt. Es lässt sich nun die Ebene be- 
kanntermassen lückenlos sowohl durch Quadrate und gleichseitige Dreiecke, als aueh durch reguläre Sechsecke über- 
decken. Schneidet man aus einer solchen Bbenenteilung, falls sie aus Quadraten gebildet ist, ein Rechteck von 
q-r Quadraten aus, wenn sie aus Dreiecken gebildet ist, ein Parallelogramm, mit Winkeln von 60* und 120*', längs 
Kanten der Dreiecke und, falls sie aus Sechsecken gebildet ist, ein ebensolches Parallelogramm mittels zweier Züge 
von Mittelpunktslinieu , so lassen sich aus den erhaltenen Parallelograjnmen, wie vorher beschrieben, Ringfläehen 
bilden, und wenn man dabei beachtet, dass entsprechende Ecken (bez. Punkte) gegenüberliegender Parallelogramm- 
seiten zur Deckung kommen, so ergeben sich Einteilungen der Ringfläche in Vierecke, Dreieclte and Sechsecke derart, 
dass in jeder Ecke der Linearkonfiguration vier, sechs bea. drei Flächen zusammenstossen. Aus diesen Einteilungen 
der Ringfläche lassen sich dann weitere ableiten, die durch die in den Figuren 93, 94, 95, 97 und 98 unsres Testes 
(in Nr. 122) punktiert gezeichneten Polygone gebildet werden, wonach die Ringfiäche dann noch Grenzflächen gleicher 
Kantenzahl, aber Ecken verschiedener Kantenzahl aufweist. Die erhaltenen Einteilungen entsprechen den von Godt 
gegebenen Figuren seines Programmes, dessen Schluss noch Bemerknngen über die Symmetrie von Polyedern höherer 
Grundzahl als k = 3 enthält. Auch mit diesem Problem hatte sieh schon 0. Jordan a. a. 0. beschäftigt. 
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1 solches eigentiunlicheB Polyeder („Polyödre des aeeo 
S. 554. C. Reinhardt, a. a. 0. S. 133. 

2) ßösumö de reoherchcs sur la sjmßtrie des polyedres non-euleriens. Borchardts Journ. Bd. 60. 1866. S. 86 ft' und 
Note sur la sjmetrie inverse des poljödres non-eul&iena. Borchardts Journ. Bd. 68. 1868. S. 350 ff. 

3) Godt, Untersuchungen über Polyeder von mehrfachem Zusammenhange. Programm, Lübeck 1881. S. 1. 

4) Godt behandelt nach dieser Methode a. a. 0. S. 11 auch die EulerEchen Polyeder und findet, da er keine sich 
selbst entsprechenden „Kanten" zulässt, abweichend von C. Jordan für sie fünf Typen der Symmetrie. 
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(Die Zahlen geben die Seiten an. r^ bedeutet die "Wiederholung des Stichwortes.) 
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Berichtigungen und Zusätze. 



S. 13 ist von alt ren Quellen och a nen n Cha le 4per u h st Dentsch von Sohnke. 1839. Vergl, daselbst 8. 545—660. 
S, 31 ist n ch aranf hren E Netto '^nhsbtntion ntheo e Le 1.E " 1882. Vergl. das. die Anm. 8. 181 und die Konßtraktion 

de =1 ehzehnecks S 183— 18(j 
S. 45. Z i nnten statt Iffo alecke u lesen Folarecke 
8. 51 fehlt n N 47 d e Defln t o de he indeten ve e t ge Flicke: Eine berandete Placke ist zvreiseitig, wenn die in 

ugend e nem h e Punkte aut h ach aussen e ktete (unendlich kleine) Normale nicht durch Eortbewegung 

längs de Fläche u d e h e e sten E chtnn entgegengesetzte nach demselben Punkte übergeführt werden kann, 

oh e das dabe de Ea d übe a bntten w rd 
S. 53, Z 9 V u statt Achtflacf z lesen b eberfaä 
S. 56. Z 5 V 11 tatt Nr 54 z\x le en N 53 
S. 61. Z 3 V und Anm 2 hes K kma 

S. 77. Anm 1 Z statt vie ecJ ge Ecken zu le e e La ttge E k i. 
8. 80. Z b Y u lea W te statt Tioie 

S, 92/93 D e erste F gm 66 at mit de (Uhnh h aussehe de ) 1 tten Figur 65 an vertauschen. 
8, 97. Anm 1 Z 1 statt m flache zu lese fia he 

S. 118, Z 8 V u la tet d e erste Stammgle hung 3f -\- / + / = ut -f 19, 
S, 124. Anm 1 statt W te Ins Mo t 
8. 128. Z unl Z 10 o 12 Z 1 1 Fit It tiit Endpunkte. 
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